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GIstLtE FISCHER SERVI (%)

Teoremi di completezza per calcoli bimodali (**)

Lo scopo di questo lavoro ¢ di dimostrare dei teoremi di completezza per
la classe dei caleoli bimodali (84, #)-C (cfr. [2]), dove * sta per uno dei seguenti
caleoli: T(C), T(D), T, 84, S4.1, S4.2. Questi risultati sono stati gia ottenuti
dallautore (cfr.[2]) con Dausilio di strumenti algebrici e topologici. La pre-
sente dimostrazione ha il vantaggio di non utilizzare né la dualitdh di Halmos
né le proprietda topologiche dello spazio di Stone; essa sfrutta, invece, la sola
struttura sintattica dei calcoli considerati, basandosi sul concetto di « modello
(di Kripke) canonico ».

Poiché i metodi usati per (S4,*)-C sono indipendenti dal calcolo * con-
siderato, le singole dimostrazioni di completezza possono essere riassunte in
un unico schema. Consideriamo dunque un generico (S84, *)-C definito, nel lin-
guaggio (-, V, L;, L,), dai seguenti schemi di assiomi e regole di inferenza:

(a) schemi di assiomi e regole del calcolo proposizionale classico,
(b) schemi di assiomi e regole di S4 su I,

(¢) schemi di assiomi e regole di * su L,,

(d) i seguenti « assiomi di connessione »

(1) M, M e — M, M,c, (2) M,Liot — Ly My,
con Mya=—-L;—-a ({F=1,2).

Per rendere piit agevole la lettura del presente lavoro ricordiamo inoltre
che una *-d.m.s. (double model-structure) & una terna .# = (8; By, R,) con

(*) Indirizzo: Istituto di Filosofia, Universitd, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R). — Ricevuto: 18-1V-1980.
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S0 ed R, R, due relazioni in § tali che:

(3) R, & riflessiva e transitiva,

(4) R, ha le proprietd caratteristiche per la completezza del calecolo *,

() per ogni m,n,pesl, se mB,nR,p allora esiste un ue S tale che
mB, uk,p,

(6) per ognim,n,peS con mE,n e mE,pesisteun we S t.e. n RyuepR,u.

Un modello bimodale v su # &, come al solito, una funzione che associa ad
ogni variabile proposizionale in ogni mondo, un valore di veritd (0 oppure 1).
La definizione della funzione »' che estende v a tutte le formule ben formate
& derivabile in modo naturale dal caso monomodale (cfr.[2]) ed altrettanto
va detto per le definizioni di weritd, di validita bimodale in una *-d.m.s. e di
(84, *)-C validita per una formula. A questo punto possiamo dimostrare il

seguente
Teorema 1. Se ‘W)—-E“ allora o & (S4, *)-C valida.

Dim. Sia # = (8; B, R,) una *-d.m.s. B ovvio (cfr. [3];,) che tutti gli
assiomi contenuti nei punti (a), (b), (¢) sono validi in .# e che le regole di infe-
renza conservano la validitdh in /; resta da dimostrare che anche (1) e (2)
sono validi in .. Sia v un modello bimodale su 4 e sia v'(M,L, e, m) = 1.
Allora esiste » e 8 tale che mR,n e v (Lo, n) =1, cioé

(7) (e, t) =1, per ogni te S tale che nR;?.

Sia ora p un qualunque elemento di S tale che mR,p. In virtu della (6) esiste
ge 8 tale che nR,q e pR,q e quindi per la (7), v'(a, g¢) = 1. Poiche pR,gq,
si ha »'(M,o, p)=1 e infine, p essendo qualunque, possiamo concludere
o' (Ly Myer, m) = 1. La validitd di (1) si dimostra in modo analogo sfruttando
la (3).

Per ottenere la completezza, cominciamo con ’estendere al caso bimodale
la nota costruzione del modello (di Kripke) canonico. Sia dunque

8= {m:m & un insieme (S4, *)-C completo di formule}
e siano B, (=1, 2) cosl definite su 8,

mR;n se e solo se per ogni o, L;xem implica cen.
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In altri termini, posto
I(m)={a: Liaem} e K m)={Mu: e m},
si ha
(8) mR,n se e solo se n2I;(m) (9) mR;n se e solo se m2 K(n).

Poniamo .#, = (S; R, R,). Con questa notazione si ha il gseguente

Teorema 2. 4, ¢ una *-d.m.s.

Dim. I noto che R, & una relazione riflessiva e transitiva ed R, una rela-
zione di tipo *. Dimostriamo dunque che esse sono ben collegate, ossia che
soddistano (5) e (6). Siano allora m, n, p € S tali che mR,nR,p. Dalla defini-
zione di R;, si ha che per ogni «, se xen allora M, c€m e per ogni B, se
Bep allora M,fen. Ne consegue che per ogni fep, si ha M. M. fem.
In virta della (1), vale dunque la seguente

(10) per ogni fep, M M,fem.

Consideriamo ora P'insieme I,(m) U K,(p); se esso & coerente, esiste un insieme %
di formule (34, *)-C completo tale che u 2 I (m) U Ky(p) e quindi, in virth del-
la (8) e della (9), mE,uR,p. Basta dunque dimostrare che I(m) U Ky(p) &

coerente. Supponiamo che non lo sia; allora esistono o, vy o €I (m) e
Piy -y B;ED tali che

(11) lemss = (@A A A M A AN DLB;) -
Ora, posto o=y A...Aoy, Si ha
(12) A Lixem.

Basta osservare infatti ¢che LyouA...ALio, € m perché m ¢ una teoria e che
]——*—(54,*)_0 Lo Ao ANLyou. > Ln(og Ao Aoy).

Dalla (11) possiamo inferire |m o — = (Mo ...\ MLB;). Bssendo * un
calcolo normale, ne segue ]m o — = Mo(PiA-.-AB;), da cui

I(s4,*)-c Lig— Ly — ﬂI2(ﬂ1/\~-/\ﬁz’) .

Per 1a (12) si ha dunque — M, M,(fA...AB;) € m; ma (BiA...AB;) € p, per cui
la (10) viene contraddetta.
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Sia ora mRE,n e mR,p. Per garantire lesistenza di un insieme u e 8§ tale
che nR,u e pR,u ¢ sufficiente, in virth della (8), provare che I,(n) U I,(p) &
coerente. Supponiamo dunque che non lo sia: allora esistono oy, ..., a; € I,(n
e fiy .y f;€ L(p) tali che

(13) lems = (A AaABA - ABS) -
Posto o« = oy Ao Aoy € f = BiA...AB;, si ha analogamente a quanto fatto sopra
(14) Licen e IL,fep.

Dalla (13) possiamo inferire ‘W o« — - f3, da cui segue !W Lio— L —~f
la quale in virtu della (14) implica che L; — 8 € n. Ma mR,n, percid M,L, — Bem
e in virtu della (2) si ha L, M, — f € m ossia — M,L,f € m. D’altra parte mR,p,
il che insieme alla (14) fornisce M,L,f e m da cui Passurdo.

Ora sia v il modello bimodale su ., definito da v(a,m) =1 se e solo
8¢ a € m. Esso verra detto modello canonico. Come nel caso monomodale si ha

Lemma. Sia v 4l modello canonico. Per ogni formula o ¢ ogni me 8,
v'(ot, m) =1 se ¢ solo se ocem.

Corollario. Se non |grme « allora esiste una *-d.m.s. . in cui o« non &
bimodalmente valida. ‘

Dim. Basta prendere il modello canonico e utilizzare le consuete tecniche.
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Riassunto

4 syntactical proof of completeness for « bimodal caleuli» (34, *)-C (where * stands
for a given classical modal caleulus) is given.
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