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M. SASSETTI ¢ C. SILLI (¥)

Sulla stabilitd dei moti di precessione

di un girostato con massa variabile (*%)

1 - Introduzione

In un precedente lavoro [5] & stato affrontato il problema delle precessioni
di un girostato formato da una armatura rigida R la cui massa, anziché costante,
diminuisce col tempo, con continuitd e con legge largamente arbitraria, e da
un volano € perfettamente girevole e vincolato attorno al suo asse giroscopico.
In queste condizioni, e nonostante la variabilitd della massa & possibile deter-
minare il moto del volano sotto 'azione delle forze apparenti, costruire in
forma finita la soluzione del problema ed indagarne la stabilit.

In questo secondo lavoro, prendendo spunto da un lavoro di B. A. Smol'ni-
kov [6], che studia il moto di un girostato con massa costante formato da
un’armatura che porta un volano perfettamente girevole attorno a un asse,
opportunamente orientato, solidale con 'armatura stessa; supposto ancora di
considerare un girostato simmetrico con massa variabile formato, anche qui,
da un’armatura R e da un volano ( perfettamente girevole e vincolato a ruo-
tare attorno ad un’asse appartenente alla sezione equatoriale del girostato, si
studiano i moto di precessione dell’intero girostato S e la loro stabilitd rispetto
ad opportune classi di moti.

2 - Posizione del problema

Si consideri un corpo rigido R a struttura giroscopica perfettamente gire-
vole attorno al suo centro di massa O, che si suppone fisso e che si assume come

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, Via Buonarroti 2, 56100 Pisa, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto:. 25-111-1980.
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origine di una terna inerziale ortogon’tle T.(0; &, n, £). Sia Oz asse di simme-
tria di B e Ox un asse equatoriale su cui & ealettato un secondo corpo rigido C,
omogeneo e con densita g, con centro di massa in O e a simmetria cilindrica
attorno all’asse Ouw.

Il sistema considerato viene quindi a costituire un girostato S perfetta-
mente girevole attorno al centro di massa comune ai due corpi che lo costi-
tuiscono.

Si suppone poi che la massa di R diminuisca con continuita, senza pero che
questo alteri il centro di massa né I'asse Oz di simmetria; una situazione del
genere si realizza, ad esempio, se Iespulsione avviene dall’equatore di E con
simmetria cilindriea.

La seconda equazione cardmale della dinamica per il girostato S con massa
variabile, riferita al centro di riduzione 0, assume la forma [31, [2]

(2.1) G + Yo + WAG® + WA Y, = — Mo,

dove: o, ¢ Pomografia d’inerzia dell’intero girostato calcolata rispetto a O e
data da ¢, =—Jp[(P — 0) A]*dS; w & il vettore rotazione dell’armatura R H
8

Xo il momento girostatico, ossia il momento risultante delle quantitd di moto
relative del corpo C rispetto all’involucro R [2]; w, il momento delle forze di
distacco (1); M, il momento delle forze esterne agenti sull’intero girostato 8,
diverse da quelle di distacco; yx, indica la derivata relativa di %o calcolata
rispetto a una terna T(0; z, v, 2) solidale con R.

Per I'equazione di moto che regola il momento girostatico y, si ha
(2.2) io”%“w’/\Xo:M‘;‘f“MZ‘*‘Mg”

dove: w’ & il vettore di rotazione relativo di C rispetto a R; M, il momento
delle forze apparenti dovute al trascinamento di € in R; M: il momento delle
forze esterne agenti su C¢; M, il momento delle reazioni vincolari.

Anche qui, come nella (2.1), i momenti sono caleolati rispetto a O.

Si indichino con A(f) = B(f) e O(f) i momenti d’inerzia dell’intero giro-
stato § rispetto agli assi @, y, 2; assieme alla massa m(t) di S supponiamo que-
ste grandezze funzioni positive del tempo, con estremo inferiore non nullo.

() V.31



[31 SULLA STABILITA DEI MOTI DI PRECESSIONE ... 299

Proiettando la (2.1) sugli assi della terna 7'(0; , ¥, 2) si hanno le equazioni
scalari

A — C(t g — M, .
(2.3), P = “%1”(’,;)““(") (1) r(t) — L.;(TJV” 7

o) — A@ "(8) y(t) — M, v
(2.3), ﬂnz_L%mlemM”_“)zﬂﬂg +

) q(t) 7.(8) + M, — p,
(2.3), 7(t) = @)

Per quanto rigunarda il moto relativo di C, proiettandola (2.2) sull’asse O,
nell’ipotesi di assenza di attrito e di momento nullo rispetto a Oz delle forze
esterne agenti su (, si ottiene

(2.4) A'p'(t)y = M,

0z ?

dove: 4’ ¢ il momento d’inerzia rispetto all’asse Ox del corpo rigido C; p’ la
componente di w’ secondo ’asse Owz.

Lo studio del moto del girostato S, armatura R e corpo interno C, ¢ dungue
ricondotto a quello del sistema (2.3) e dell’equazione (2.4).

3 - Calcolo d&i M,
Per calcolare il momento M, delle forze apparenti in funzione di w e di w/,
e in particolare la sua componente M, , si tiene conto delle espressioni del-
Paccelerazione di trascinamento e di quella complementare, in modo da avere
(31) M, =—[o(P—O)A{®A(P—0)+@A[A(P—O)]+20A W' A(P—0)]}dC
——0Ph— [o[w (P—O0][(P—0) Aw]dC— [2¢[w+ (P ~0][(P—0) Aw'1AC

—— 60— folw - (P—O][(P—O0) A (w-+20)]dC .

Ricordando ora che il corpo O & vincolato a ruotare attorno allasse z e
che & simmetrico con simmetria cilindrica rispetto a questo asse si deduce

(3.2) M, =— AP .
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4 - Studio dei moti di precessione del girostato

Riprendiamo il sistema formato dalle equazioni (2.3) e (2.4) aggiungendo
le ipotesi che sia nullo il momento M, delle forze esterne e che ’espulsione delle
particelle di E avvenga in modo tale da risultare wy, = t, = 0.

Dalla (2.4) e dalla (3.2) si deduce la soluzione

(4.1) Pty =—p(),
qualunque sia w, e dungue, integrando la (4.1) si ha
(4.2) p'(t) =—p() + po,
con p, costante che si supporrd non nulla.
Nelle ipotesi fatte, e tenendo conto delle (4.1) e (4.2), le equazioni (2.3)

si possono riscrivere nella forma

4@) — 0@

(£3), 11— e ) — 20260 o,
A@)— C(t ‘
(4.3), G+I L’A@)——Q ) = — e(t) pur
A t ‘A t 0z
(£.3), P o0 G0 5 = o0 Gl g — L,

dove si & posto e(t) = A'[A().
Cerchiamo ora due soluzioni particolari del moto sopra descritto.
Moto (a).
11 sistema (4.3) che regola il moto del girostato & soddisfatto dalla soluzione
(4.4) p@)=p1, qr) =g, r(t) =0,
con p, e g, costanti, e quindi
(4.4) P'(E) = Do — D1

sotto la condizione che risulti

(4.5) oz = A’ Q5 (P — p1).
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Dunque, con un momento della forza esterna M, nullo e un momento delle
forze di getto . con 'unica componente non nulla u,. costante e data dalla (4.5),
& possibile ottenere il moto di precessione (4.4), (4.4)" come moto dell’intero
girostato 8.

Moto (b).

Il sistema (4.3) & anche soddisfatto dalla soluzione
(4.6) pO)=p, q)=0, ()0,
con p, costante, e quindi
(4.6) P'()) =Po— P,

sotto la condizione che risulti

(4.7) A(t) — C(t) = costante = 4’ ——= P - Do ,
e se &
(4.8) — J‘ C(-r)

i
con i, (t) tale che | (,uoz(-c)/C’(r))dr #0, ad esempio u,,(t) > 0; se poi & addi-
rittura 0

- Phox(t)
(4.9) /%(t—)— =2h>0 Vi,
si ha allora dalla (4.8) (¢) < — ki, e dunque ¢ lim r(f) = — oo, ciod per ¢ ten-

t—>to
dente a -+ oo il moto di precessione tende a una rotazione attorno all’asse

con velocitd infinita.

5 - Stabilitad dei moti di precessione rispetto ad opportune classi di moti

Dato un moto base m, e una classe C(m) di moti perturbati, si dird che m,
& stabile rispetto a tale classe quando lo & rispetto a tutti i moti che la com-
Jpongono.
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Cio premesso, in questo paragrafo si vnole studiare la stabilitdh dei moti
jt ’ ¥
(a) e (b) rispetto ad opportune classi.

HMoto (a).

() Sia dunque m, il moto (a) descritto dalle (4.4), (4.4)".
Si consideri dapprima la classe C;(m) dei moti perturbati della forma
(5.1) p)=p+ult), qt)=¢g +o), rt)=0;

in questo caso si ha, per le tre equazioni che regolano il moto perturbato

(5.2), [1—e@)]a=0, (5.2), v=0,

(.2, o) g s w(B] o+ 0(0)] = e(0) o o+ 0(0)) — e
Dalle (5.2),, si hanno i due casi

i) A@t)=4,, (t) = 03 : (ii) u(t) = uy , o(t) =, .

Tenendo conto che per la (4.5) & u,, = A'qy(p, — p1), nel caso (i) si deduce
dalla terza delle (5.2): u(t)(gy + vo) = vo(Po — P1), da cui u(t) = u, = costante,
per cui &

(5.3) %o(Qo ~+ Vo) == V(P — P4) .

Uguale condizione (5.3) si deduce nel caso (ii); 'impossibilitd, in entrambi
1 casi di scegliere arbitrariamente w,, v, implica la mancanza di stabilitd del
moto (a) rispetto alla classe C,(m).

() Sempre assumendo come moto base il moto (a), si consideri adesso
la classe Cy(m) di moti variati, definiti da

(5.4) &) =p, +u), q9(t) = @ r(t) = w() .

Tenendo conto delle ipotesi fatte, dalla (4.3) si deduce il segnente sistema



[7} SULLA STABILITA DEI MOTI DI PRECESSIONE ... 303

nelle varviazioni w(t) e w(t):

. A — Ot

(5.5), % ——————~—-——A((Z) — 4;,) Gw =0,
At) — C(t

(5.5), [—‘—);1——@7—(—)—8@)]@1 +u)w =—e(t)pow,
, A’

(5.8)s (2 U(_ﬂq"u: 0.

Si consideri il sistema formato da (5.5); e (5.5),

Aty—oC) A

(5.6) u*m%w—(), w—}—c—,(—t—)qou:().

Vogliamo studiare la stabilith di questo sistema. Supposto che esistano 4.
e O tali che Ao — lim A(t) e Cw = lim C(t), si consideri il sistema ridotto

associato frke e
50 P-4 % =0, b4 aa=0.
Posto

nell’ipotesi che risulti: ((Aeo— Cw)/(4dew—A')) > 0, si deduce per il sistema (5.7)

da cui
(5.7) f(t) = Qsen (yt 4 «) , W) = Qv K[H cos (yt -+ o) .

Da @(0) = Qsenx e W(0) = 24/ K|H cose si ottiene per le (5.7)

() = V@(0) + (H/K)@(0) sen (yt + a) ,
(5.7)"

(1) = +/ (K [H) @*(0) + @*(0) cos (yt + o).
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11 legame tra la Fmitatezza delle soluzioni (5.7)" del sistema (5.7) e quelle
del sistema (5.6) ¢ fornito da un classico risultato sui sistemi differenziali
lineari, di cui si riporta ’enunciato [1]:

Teorema. Sia 4 = [a;] una matrice costante e C@t) = [f:;(£)] una ma-

+w
trice di funzioni misurabili in ¢ con []C(#)]dt < + oo.
0

Se tutte le soluzioni del sistema % = Ax sono Iimitate, allora anche tutte
le soluzioni del sistema @& =[A + C(t)]x sono limitate in (0; - oo).
Cid posto si osservi che il sistema (5.6) si pud scrivere nella forma

¢ =[4 + C(t)]w,

ponendo
Y _ 0 (Ao~ Coo) /(A 4") ) o
w——[w]? "'—[_(A//Ooo)qo 0 ],
oy =10 B (40 —C H)/(Al) = A4') — (Ao~ Ca)/(de—4)) |
—(4']C(t) — A'[0x) o 0 ’

Dunque, il sistema (5.6) ha tutte le soluzioni limitate, sotto le ipotesi

3 Aoo“‘Coo T 1 1
(58) .fl .A) () -Aoo_"-Al Idt<+00, 0f!a‘5‘*5;‘dt<+00,

ipotesi queste in molti casi verificabili.
Dlaltra parte [4], la limitatezza delle soluzioni di (5.6) equivale alla loro

stabilitd.

(y) Riferendosi ancora al moto (a) come moto base, si consideri la classe
Cy(m) dei moti variati definita da

(5.9) pMy=p1, qO)=q +o0@), rl)=w().

Per le variazioni o(f) e w(t) si deduce dalle (4.3), e tenendo sempre conto
della (4.5)

a0y T (g o) —o,
¢
a0, 90+ p e = — et e,
At A

(310, )+ o) G 2100 = elt) G 2oolt)

)
mpl
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. Poiché non pud essere w(t) =0 e poiché se v(t) = — ¢, sicuramente non
si ha stabilita, dalla (5.10); si deduce che 'unico caso che meriti di essere stu-
diato ¢ quello in cui & A(f) = C(?), caso di simmetria sferica.

In questo caso il sistema (5.10) si riduce a

(5.11). O —e(t)(pr— po)w =0, W+ e(t)(pr— po)o=0.

Ripetendo per questo sistema il metodo usato nel caso precedente si ha
Z=1[4 -+ C@)]= con

v A’ 0 —
v=0,1, 4=71 Pr—Po

w o Po—pP1 O b

- 0
A(t) Aw’ "po—pr 0

O(t) = ( °1.

Si trova che il sistema ridotto associato ha tutte le soluzioni limitate e se
ne deduce la stabilitd per le w,w di (5.11), nell’ipotesi che sia

teo 1 1
of [m—z; [dt < 4 0.

Moto (b).

() Si consideri adesso come moto base m, il moto (b) definito dalle (4.6),
(4.6)". Come prima classe O;(m) di moti perturbati si assuma quella dei moti
della forma

(5.12) pl)=p+u(t), qt)=0o@), @) #0.

Per le equazioni che regolano il moto perturbato (5.12) si ha sempre dalle
(4.3) e per la (4.8) - :

(5.13),  (A(t) — A" )u — (A(t) — C@)or=0,

L A — A —0O@) Aty — A —Ot
(5.13), v+ ® a0 ”W+(()M0 ”%+Aumr

(5.13), D1 —Do+u)p=0.

Se nella (5.13), & v = 0 manca la stability. Infatti in questo caso si ha

21
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A(t) = A’ e u(t) = (A'[C(t)) py— p1, oppure wu(ly=1u, e (A(t)— A" — C@))
(g + 1) + A'py = 0. '

Se invece & p, = p, e A(t) = C(1), si trova la stabilitd. Infatti, preso u(f) =0,
gse & A(t) = C(t) segue che v(t) =,.

(B) Siassuma poicome classe C,(m) dei moti perturbati del moto base (b)
quella definita da

(5.14) Py =pitull), gt)=0, )+ w).

Dalla (4.3) si deduce il seguente sistema uelle variazioni u(t) e w(f)

(5.15), [1—e®)]u=0,
A(t) — O(t) — 4’ A

(5.15), y A(i)) (1 + w)(r +w) = — V) Po(r + w) ,

(3.15); - Ww=0.

Rispetto alla classe C’;(m) il moto base non ¢ stabile. Infatti, la (5.15),
fornisce w(f) = w,. Se A(t) = A’, si deduce u(t) = p,A'/C(t) — p1; se u(t) = u,,
si trova (A(f) — C() — A')(py + ) =— A'p,.

(y) Si cousideri infine la classe C;(m) definita da

(5.16) Pl =p, qt)=0@), 7@ +wd).

Il sistema in » e w che si deduce dalla (4.3) ¢ dato da

N |
(5.17), —@A—(ﬁ(&) o(r ++ 0) =0,

' Aty — o ‘ :
san, o+ ) = — s+ )
317, 4 olt) G 210 = () pav

Se nella terza delle (5.16) & w + 7 = 0, manca la stabilitd, in quanto, per
1a (4.8) e 1a (4.9), qualunque sia la condizione iniziale per w(t), risulta w(t)—-4-co
per t — -+ oo, Se invece & v = 0, si deduce che deve essere w == w,, ¢ dunque
si ottiene la stabilitd sotto la condizione (A(t)— C(t) —A')py=—A"p,.
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Nel caso infine che sia A(t) = C(t), il sistema (5.17) si riduce alla forma
(8.18) & —e()(pr— po)w = e(t)(pr — D)7, W+ &(t)(pr— D)o =0,

che si pud ulteriormente scrivere nella forma

(5.19) &= A({t)z + a(t),
dove

_r? _ 0 P1— Do vy 1 D1 Do
e=[ 1 A<t)——s(t)[p0_pl olr o) =e)r(t) [ 0o 1

Per un sistema siffatto si ha il seguente rvisultato (2).

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché il sistema (5.19) sia
stabile & che si abbia

max lim ft A(g)dE > — o0,

t=>+oo 0

dove A(£) & la pid grande delle due radici caratteristiche della matrice
H(t) =symA(1).

Nel caso in questione & H(t) =0, A(t) = 0, e la condizione espressa dal
teorema ¢ banalmente verificata.
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Summary

Precessions of a gyrostat with a variable mass are studied, with a particular reference
to their stability under suitable classes of perturbations.



