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A. TARSI SANTOLINTI (¥)

Comportamento asintotico per la soluzione

di una disequazione parabolica quasi lineare (*¥)

Introduzione

Nel presente lavoro intendiamo studiare il comportamento, per t — co,
della norma in L= della soluzione debole di una disequazione variazionale quasi-
lineare di tipo parabolico

ftzf {vt('v —u) - Enl,- a(z, t, u, ;) —a— (v —u) 4 alx, t, 1, u,) (v —u)
i 9 1

o0&,
+ f(@, t)(v — )} dodt

>4 {'U(w; ts) — u(w, tz)}zdx —%] {'U(wy i) —u(z, tl)}zdw .
o 2

Precisamente, supponendo che le funzioni a,(@,?, u,%,) e a(®@,1,u, u,) ab-
biano un andamento al piti lineare rispetto a |u| e [Vu| e che la norma in
I¥RQ) di f(x,t) tenda a 0 per ¢ — oo, dimostreremo dapprima che la norma
in L¥Q) di u(w,t) & infinitesima per ¢ — oo e poi che la soluzione stessa sod-
dista a disugnaglianze del tipo di De Giorgi-Nash. Sfruttando allora delle for-
mule ricorrenti, proveremo che anche la norma in L® di w(z,?) tende a 0,
per t — oco.

Risultati del tutto analoghi al nostro sono stati gia oftenuti da Min
Ming Tang in [4], per la soluzione forte u(z,¢) di una equazione di tipo

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Politeenico, Via Bonardi 9, 20133 Milano,
Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.TF.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 20-XII-1979.
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parabolico; a tale lavoro faremo spesso riferimento per quanto riguarda i risul-
tati e le notazioni.

Infine anche noi, come nel lavoro sopra citato, supporremo I’esistenza di
una soluzione w(#,?); risultati circa D'esistenza e lunicitdh di una soluzione
debole della disequazione considerata possono trovarsi in [2].

1 - Sia 2 un dominio limitato dello spazio B, n>2 di frontiera § e
stano Qr, Qs Qo gl insiemi cosi definiti

Qr=0X0H T, Q y=02Xtirt, Q. ={@0)|le—al|<o, ti<t< ta}

le cui superfici laterali saranno indicate rispettivamente con Sg, S,
Considereremo poi i seguenti spazi di Banach:

(t1,12)? S(’:(h,t‘a) :

Q) = {u@)|ful,o= { f|ule) 1o}l < + oo} ,

L (Qr) = {u(m, 8)||w]arep = { f [ j]ec(x, B rdz]’an < 4 oo},
Wil Qr) = {u(z, t)||u] ,,1 o= {_[[I’lé] + [V [+ [u|?ldede} < + oo},
ﬁ’; Q) = {u 2, 1) € W (Qy) ]u w, i)=20 in ST}

V.'Qr) ~@%lwq~mmMMW+WJM<+®}
V3(@e) = {ula, )] |01 = M 1y 0 4 [1ta] 0, < + 0o} ,

Vi@Qr) = {u(@, 1) € Vy(Q)|ulz, 1) = 0 in Sz} .
Sia infine K un convesso di W »(@7) contenente Porigine e sia u(z, 1) € Vi"Qy)
una soluzione della disequazione

0
&

(v —u) dadt,

i3 ta (3
t_f Qf v (v —w)dedt 4| (f) zliai(w, Ty %, U,)
E I £

QD

(L.1)

12
—{—tf g{a(x, by Uy Uy) - fla, ) Ho —u)dadi>§ [ (v —u)rda]e,

0

Yo(z, t) € 137§’1(QT), Vi, 2, con la condizione

(1.2) w(z, 0) = p(z) € LHQ) .
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Supporremo sempre, nel seguito, che i coefficienti soddisfino alle seguenti
condizioni
n
(1.3) 2 0i{@y ty u, w)ue >v|Vu |2,

1

(1.4) laiz, 8y u, u,) | <alw, ) || + bz, 1) | Vu| + @, 1),
(1.5) alm, t, uy u,)u>0.
Dimostreremo ora il seguente
Lemma 1. S8ia u(@t)e VE(Qr) una soluzione della disequazione variazio-

nale (1.1) con la condizione (1.2), i cui coefficienti soddisfino olire alle (1.3),
(1.4), (1.5), anche alla condizione sequente

(1.6) lim [[f(z, )0 =0}
1—r
allora anche la norma di w(z,t) in LQ2) & infinitesima per t — oo

(1.7 lim |[u(, ¢)

t—>oo

20=0.
Dimostrazione. Consideriamo, Ve > 0, una: soluzione dell’equazione

Que(, t)

welw, 1) + ¢

= u{®,1),

(1.8)
e, 0) = @(x);

come & ben noto u.(z, 1) € W 7H(Qr) e, per e — 0, converge fortemente in V3°(Qr)
verso u(f, x). Poniamo poi nella (1.1)

h=t—h, ty=1t-+h, v(@, t) = (1 — h) uelw, 1),

per la (1.8), si ottiene

—e(1—h) f j Bug yedaedr 4 (h2—h) j" { e aq;‘c’ dedr
’ t—h —n 0
t+nh n a
+ f f {ZZ @; (x5 Ty U, Uy) 7o (Ue — U — hate)
t—h 2 1 aEL

Fla(z, 7, w, w,)FFlee, v) ][ (e — u—hue)jdedr

>4 [ (e —w — hue)2da |7} .
2
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Scegliendo 0 < 7 << 1, integrando per parti e passando al limite per ¢ — 0,
si ricava la disuguaglianza

0>3 [u(x, 7)de|th 4 f I Ziaz, T, u, uﬁ) " dwde
0 t~—h £ 1 851

_}"i}:h [Hal, 7y uy we) + f(&, 7)) u(, v) dwdr .
2

t—h

Di qui, dalla (1.3) e dalla (1.5) si deduce

t+h
(1.9) 3 Mﬂ(m r)de |ttt Ly [ [|Vu|zdzdr
t—h 02
t+h 1 t+h & t+h
<— [ [z, u@z,7r)dedr < >~ [ [uxz,t)dedr+—= [ [fx»,7v)deds.
t—h 0 28 4+ 4 2 5 og

Ricordando che

fu(w, 7)dewdr,

e
aulzd R
Qj’}\'ul w>(mes oV

e scegliendo ¢, cosl grande che

N 2e 1 -0
(1.10) w=r (mes )2/ g, !
dalla (1.9) si ricava
t-+h i+h
(1.11) Juwm,n)de|t+ o [ [wXe,r)dodr< & [ [f(z,7)dedr.
Q2 t—h 2 t—h 2
t+k
Ponendo ora y(t) = [ [u?(z, 7)dsdr, da cui segue y'(¢ j u(z, 7) dw | tH,
—h Q

si ha la disequazione

(1.12) y'(t) + 0y(t) <a f J"f2 @, 7)dzwdr.
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Per Dipotesi (1.7), fissato e > 0 si consideri ¢ > ¢, per cui [f*(w, ¢) do < efes;
2

dalla, (1.12) si ottiene allora ¥'(f) + oy(t) < 2he, Vi>t,, da cul segue
ajat (exp [wt]y(t)) < 2he exp[wt], ed integrando si ottiene

exp [0ty () < o {explot]— exp [t} + exp oty

y0) < 22 (1 — exp [ wlt— 1)} + expl— 0t —t)]y(t),

1 t+h
ciod = | [uXz,7)dedr
2h 5 o0
1 £s+h
< 5 {1 —exp[—w(t—1t)]} + exp[— w(t—1)] o . L Oj w(z, v) dadr .

Passando allora al limite per h->0 e ricordando che u(x, )€ V;%@Q,),
si ottiene

(1.13) fuz,t)de< 2 {1 —exp[— w(t —te)]} + u(z, te) exp[— w(t —te)],

cioé la (1.7).

2 ~ Data wu(z,t) € Vy*(Qr) introduciamo ora le funzioni wu*(z,t) e u*(w, 1),
entrambe appartenenti a V;°(Q,), definite ponendo

uw¥(w, 1) = max {u(x,t)—k, 0}, wk(w, ) = max {—u(z,t)—Fk 0},
(l‘;t)EQT

ed indichiamo rispettivamente con @,., A4,,(t), 4z,(t) gli insiemi cosl definiti

Qp.={lo—m 1< 0, tiy— T <1<t} ,
A1) = {o]lz—a| < o, wlw, 1) > 1},
Az () = {m] |2 — @y | < 0, ul(w,t) < —k} .
Dimostriamo ora il seguente

Lemma 2. Sia u(w,t) una soluzione, appartenente a Vy"Qyr), della dise-
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quazione variazionale (L.1) i cui coefficienti soddisfino, oltre alle (1.3) ... (1.7),
anche alle condizioni seguenti

(2'1) “CL(A’E, t) 1%!1,:',0(,”_,’ 7) _jf_ !E (pl(m! t) ‘E 7@y —7, 7) + fz(m7 t) EEQ’T’Q(tO‘—T, T)< A ’
(2.2) I b2(, t) “L‘”(Q(,o-r, n< M, con
1 n " 1
(2.3) ;4—@:1“%1, 0<;m<1, Qe[m,oo], 7'6[5:*'"%1,00];

allora Yk=> 0 ¢ per v abbastanza piccolo, w(wz,t) soddisfa alle seguenti disugua-
glianze

2.4 ur |2
(2.4) LA A—

1 1 A
< — | 212 A 2(t+a)r g,
<V rgp T ot 1, 7+ D k0,7
(25) I,l'{'—k!?;r)—a'rr T—0,1NQ
< 19 2 tD
<y (o + =, + 1) @ (B, 0, )
(6:0)% ' 0,7’ 20,7 PR
dove
ty -
ull, 0, 7)= [mes™ 4, ,(¢)d¢,
16T
- Lo e
wlky 0, 7) = [mes™ Ag,(t)de,
=T
- 2 - 2q 2 . .=
7:,).___17 Q:q_l’ Z:7y q:q(1+x), 7'=7'(1+x).

Dimostrazione. Sia &(z,t) una funzione cosi definita
0<é(z,t) <1 in Q,.,
E@,0) =1 0 Qoooyg,r-omr
Ea, 1) =0 per | —a,l>p0 0 t<ty—1,

&2, 1) | < (;‘f— , [Edm,0) ] < Gi
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¢ prendiamo come funzione »(z,t) e K
0(, 1) = uc(w, 1) — E2(a, 1) ui(z, t)

che sostituiremo nella (1.1), avendo posto ¢, =1t,—h, t,= T<{,. Otterremo
allora

.
JT" I(%*‘)Sftuk 52%)(@55—%&-—521@)&0&
R ,
Tfn t )Oug ou 9§§L o da di
+ £ 4 Batsm oG-S st —0 3 s

-+ f f {a(z, ¢, u, u,) + f(@, 1)} - (we — u — £20k) Az dt

to—h O

>§bf (s —w — E2uF)2dw]y ., ,

e passando al limite per & — 0, con ragionamenti del tutto analoghi a quelh
seguiti in 1, otterremo infine

0> 3 [ &3, 1) -u¥ (2, 1) dr ]l — f f&ftuk (@, t) da dt
o]

to—T

7

+d

to

n T 7
[& > ale,t, uyu,) — dut dwds +2 [ [ Siafe,t, uu,)uré o dz di
2 1 aéz to—T .Q i a‘fz

T

+f JHate, t uy w,) + flo, 0} £ 0w dods.

to—T

Ricordando poi che &(w, f,—7) = 0 e u* =0, Vu* £ 0 solo in 4, .(f) e che in
Ay o(t) Vuk = Vu, per le ipotesi (1.3), (1.4), (1.5) si ottiene

T

2.7 3 [ &, T)(u @, T))2dz +v | | &z, t)|Vur|2dadt

Ag o7) to~T  dp (8

<2 ? ) {a(m, 3 u| + bz, 1) | Vu| + ¢, t)} [wt] |EVE|dadt

Aol

-+ jT f fw, )82 uk | de dt j? [ &&(ur)2dxdt.

LT g () t0—T dg 0(0)

18
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Maggiorando opportunamente i termini al secondo membro, si ottiene

(2.8) 2 jz | alx, t)|ul@, t)] |ur@,t)] |EVE|dodl

1T g 6(t)
k0

T T
< f [ a¥w, t)E2ut(@, t)dadt+ [ [ |ui(e,t)|?|VE[2dede
te—T A o(8) to—~T Az o)

tda dt

<2f f Eﬂa(m,t){(z&—k)2+k2}c1m(1t+}1 I lwr|2VE

1o Ak,g(” {—T Ak,g(t)

fT [ jur|2|VE|2de i

te—T AI:,Q(’)

N

+ 2 n“(w: t) “ q"’Q(ta—-T, T){ngk”g’—;'@(to—‘!, 7) + ” k lt;ﬁ"@,’f(t‘,*r, T)}
avendo posto

q= 2Q/(q —1), T= 27‘/(7'_1%

¥k =
Os(to~1, 1)

{(, 0) (@, ) > &, |o— ] <@, to— 7 <t <T}.
Sia ora ¢ =g(1 + ), # =71+ y); ricordando che

2 — k2{ f {mes A, ,(t)}7n At}

k
q,r,QQ(,“_T, T) tomt

e

= k"ﬂz(ﬁz)/?(k’ 0, 7),
e che, poiché 1/ + n/2¢ = n[4,

g < 60

Fu
{ {mesAk_g(t)}?ﬁzdt}lﬁ—l/’r‘
1o—T

!a’f\Q(to-—r, )

<] 5ukl!§§;‘Q(to_,’ ) w0k, 0, 7)< B fuqu(fo_,’ Py w7 (B 0, 7) ?
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sostituendo nella (2.8) si ottiene infine, per la (2.1)

(2.9) 2 f | &a(m, t) |ule, )| [u(z, 1) |EVE] deds

to—T ;1k’g(l)

<23{{ﬂe ,uké:]g(f B T)‘uzz/’r‘(k, 0, T) + k2 2+ (&, o, r)}

+ f [ Jur|2|VE|2dadt.

t—T '4k,e(‘)
Analogamente si ottiene

r
©10) 20 f b@0)|Va||ut|E|VE|dndt<s [ [ |Var|dedt
10—t Ay ot €1 g—7 47,000

T
te M [ [ |wr]2|VE|rdeds.
)

t—T g ot

T
(2.11) 2 f I @i, t) |ur| |EVE|dedl
to—T Ak,Q(l)
T T
< [ | gmyedesdt+ [ [ |ur|2|VE]dwds
te—T  Ap olt) te—T g ol0)

r
< Mu2a+9f (e, 0, 7) + [ |we]2|VE|2deat,

tp—T ‘410,9(”

T
(2.12) 1) [ flz, t)&2|wr|dedt
to—T Ak,q(t)
r 7
<[ [ fPletededi4 | [ &lurldeds
L=t dp (0 t—T g ol0)

<M;“2(1+Z)/?(757 0,7)+ 2 ]ukst]z :‘Lzz/?(k) 0, T).
(to~7, 1)

Dalle (2.9) ... (2.12) sostituendo nella (2.7) si ottiene

213) 3 [ 8D Do+ o—2) [ [ &Veded

A, 0(t) 1 20—t Ap o{2)

< [ [l Pdedi @+ ad) [ [ || Ve deds

to—T .Ak'Q(t) 1o—T Ak’g(t

+{2M 1) BElurRELR, (R, 0, T) -+ 2M(K® - 1) ik, o, 7).
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Prendendo poi & cosi grande che, posto p = » — 1fe;, risulti g > 0, dalla
(2.13) otteniamo allora

(2.14)  } | &=, T)|uk(x, T)|2dw — y, p2# (k, 0, T) max [ &ur|2de

Ak of?) tTSEST 4y (0

r
+ {u— 2y pir (ky 0, v)} [ [ [Vuré|2dedt

(=T 4y o(t)

2
Qo7 T)

<{y. + v (k, 0,

+ f f 155 [ |wh(, t) |dz At - p4(1 + k) proa+oir(k, 0, T) .

t=T Az, (1)

Poiché la funzione u(k, o, 7) & infinitesima al tendere di o e 7 a zero, si
pud sempre fare in modo che y, u**(k, o, 7) < min (1/4, u/4); si avra allora,
ricordando le (2.6)

(2.15) 1 & I)|uk@, T)2de—% max [ |uké|2de

Az,0(8) (o TEKT Ay (1)

# r
+5 I ] |Vuré|rdadt

to—T 4z o(t)

¢ T
[ | |ukz, 1)) 2dedt

02T p—v g ,l0)

<

29, z . | ~
+(g% [ J e, ]2 Qdt 4yl 4 k) e (k, 0, 7)
1 (=T A ort

e di qui, poiché &(x,t)=1 in @, , ;. Sl oOttiene infine

|| Co—0,0, T-027

A+ (k4 1)H2(1J"Z)F(7V‘) 0, T)} .

2
2.0,z

Con ragionamenti del tutto analoghi si dimostra anche la (2.5).
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3 — Sia ora h un qualsiasi intero positivo ed introduciamo Ile seguenti
grandezze

1 o, . ) T
7"h=7¢+k(1—§,), Qh=§(1+?7), ‘Th=§(1+2_,,),

to
= [ (uw—Fk,)2dwds, = J (w4 ky)2deds,
t

LT Agy,0,(t) T ARy, (1)
~ A ~. 7
Zh = lu'zlr(khy th Th) s zp = lu2/r(kh, Qh7 Th);
dimostreremo il seguente

Lemma 3.1. 8e u(w,t) soddisfa alle limitazioni (2.4), (2.5) allora Yny 2n
¢ Uny 2 sono legate fra loro dalle relazioni ricorrenti

1.1
(3.1) Pra <020 (L+ B4 ) = (137 + 7))
1.1 .
(3.2) T <OL2 (L B+ ) = (4 + 237%)
2
con 6= n T
;' 4k —2 1 1 2146 21t 40
(3.3) I <0 2%+ (1+ E2)(1 -+ ;) 0_2‘ (G + &4,
2 94 [ —2 1 1 7} £1+6
(3.4) S < 2% (14-k )(1+%)'E§(yh+zh )7

ta
Dimostrazione. Sia 4, = | mes Akhﬂ,@h(t) dt, e sia &, (x) una fun-

zione cosi definita [t 51
=1 per |@— x| < @nya
£.(2) { =0 per [o—a| >} (0n+ ona) = s

2h+1 _
con &, | < . per g, < | — @, | < g, .

N
ju-
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Avremo allora
to o
Yoy = j‘ J. (2~ 76h+1)2§,',({[/') de df
o~ Ther Ay, Qh+x(['

2 Q2fnt2 |k 2_
< /)) lh " I’N/ At Eh !Qth(fo‘Thivhta)

< 2f Azl { max [ (4 — k)& de
to=Tn+1 <t<dp Ak,Hl’Eh(f) ’
o N 4h+1 to
+2 [widwdt +2 — | [ — kyy))2dedd},
to=Ths1 Akhﬂ’ah(f) o to~The1 Ak;.H,Z;.(‘
e applicando la (2.4) si ottiene
okt 4h+3 . R
(3.5) s <4p 2 L+ ) el o
. R 4r+1 to
+ (ksr 1) 20t 0 (lyy 00y T) ]+ —5 [ J (@ —Fpp)2dedt} .
¢ t0~Th g, 0a(0)
Si ha poi
1 . te Ab+1
;bh < f f (’M““kh)?‘dwdt < ? Yry

(]vh+1 7"11) o Tn+r gy Qh(t)

¢ sostituendo nella (3.5) si ottiene

4041 211.;}—3 4h+3
Ynar < 43 T yalnte 3/%/“-2 [7’1 {[ + ”é? 19

T

4:h+l

- (k2 - 1) 2i+a} - o v]

| =

‘ Q4n ‘ 1 1
<ys gz B+ DLE + S H g+ S0,

o

ed infine si ricava, per k abbastanza piccolo,

k211
k*  o?

1
(2 et ul,

Yr1 <01 24n

cioe la (3.1).
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Dimostriamo ora la (3.2). Si ha

(70;,+1 - kh)2zh+1 < ”’ll,kh éh Il'li’;\QEh(fo“rhﬂn to) <ﬁ2 l’ll/"'h Eh lgé‘h(ln—rhﬂy to)

. 4r+1 to
<4ﬁ2 {l'll,kn I&a.’(to_rhﬂ; to) + “Z)‘é J‘ f (u - kh)2dw dt}
: to~They g, Qh(")
ed applicando la (2.4) si ottiZane
Qr+3 4R+8
(3.6) B (ks — ka) 2 <4p [y {[ - T4 T
o 4h+1
+ (k3 + 1) 2k} + e Y]

1 1
<ys(k* +1) e (14 o H{yr+ 21}
e, poiche (ky— ku41)? = k2/2%+2 gi ha infine

k2411
(3.7) B < 0,2 ———I:t—

1
o 1+ p Wyn + &1t}
Potremo ora dimostrare il

Teorema 3.1. Siau(w,t) e V*(Qr) una soluzione della disequazione (1.1),
i cui coefficienti soddisfino alle condizioni (1.3)...(1.7) e (2.1) ... (2.3); allora

risulta lim w (@, t) = 0.
t—> )

Dimostrazione. Poniamo nella (3.1) e (3.2)

3 4-1 1.1
k2 ‘(1+;:)§

°

b =24 =0,

;
le relazioni stesse equivalgono alle seguenti
d ] : 142
Yri1 < th(?/}.+ + yh.z}:,-'-l) y Eata < obMy, - 277) .
Allora, posto

d=min(6, —%_), - 2 =min[(2e)sp-lss, (2¢)-+nlx p=1/x]

1+1
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sfruttando un lemma ben noto (cfr. [3] pag. 96), potremo dedurre che risulta
(3.8) YAV g fApTH O,

se riusciremo a dimostrare che

(3.9) Yo< A,  go< AU,

1

Per questo basta osservare che 1 & infinitesima dello stesso ordine di %k*°

(3.10) A= ok*°,

1 :
poiche <@+ ]z, essendo y = 2y/n, con y;<<1. Posto ora

Bty = | [uis,t)dedt

to—3/4t 0

per il Lemma (1.1) avremo lim §(¢,) = 0. D’altra parte si ha

tg—> ©

to to
zo= [ mes* A, () At <{ [ mes A, (t) a2

to—3/47 to—3/47 :

to to E
k* [ mesd, . (@0)dt < [ [ua,t)dedt="0();

to—3[47 to—3fdt Q2

pertanto risulta

zo<(ﬂ§::) )2/’\

Se poniamo k2 = f(t,), si avrd z,< 207 (1), e risulterd verificata la seconda
delle (3.9) se » soddisfa alla condizione (2/#)(1—v) > ¥6/(1+%), da cui segue

24

(3.11) m .

Per la prima delle (3.9) basta osservare che si ha

Yo= [ [ (u—k)2dzdt<p(t,) <,‘

t—8/47 Ay 5140(t)
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e la diseguaglianza richiesta sara verificata se
(3.12) y<90.

Allora, dalle (3.8), possiamo dedurre

(3.13) limy,=0, limg, =0,

hA—>0 h—=>0

e quindi in particolare
tq
{ mesd,, . (t)dt=0,
to—1/2 h
cioe che

w(w, ) < 2k = 2B7%(t,) Q0. I Qo (11ea, 1)+
Con ragionamenti analoghi si pud dimostrare anche che

te
f mesd,; (5)ydt=0,

2k,0/2
to=—1{2

pertanto w(x,t)>— 2 7%(t,) q.0. in Qofe, (tar/2, 1) -

Poiche 2 & chiuso e limitato, pud essere ricoperto con un numero finito di
tali cilindri @y, (;~ofe,4,) © Dertanto |u(w,t)] 299001y —e/2 t))<2mﬁ”/2(t0) e D'asserto
del teorema segue dal fatto che f(¢,) — 0 per ¢, — oco.
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Summary
We study the asymptotic behaviour of the weak solution w (z, 1) of a quasi-linear pa-

rabolic variational inequality. We show that: lim u(z, t) = 0.
1—>c0

* 2k 3k






