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CARLA LoDpovVvICI (%)

Misure associate a un integrale alla Burkill-Cesari (**)

1 - Introduzione

L. Cesari [8], , ha introdotto il concetto di funzione di insieme quasi addi-
tiva e a valori in B,, ¢(I) = (,,7 =1, ..., %), I €{I}, IcI, in relazione ad
un ordinamento parziale di una data collezione 2 = {D} di sistemi finiti
D = [I,, ..., I] di insiemi I, € {I}. In tale assiomatica Pintegrale & = H(¢, I)
& definito come il limite, nell’insieme parzialmente ordinato 2, delle somme
> o), De 2. Tale integrale ¢ ora chiamato Plintegrale di Burkill-Cesari.

IeD
11 concetto di funzione quasi additiva d’insieme & assai generale, e il processo

di integrazione cosi definito comprende un gran numero di noti processi di
integrazione (cfr. L. Cesari [8,,2, J.C. Breckenridge [7], G. Warner [15],,).
In particolare, L. Cesari ha considerato il caso dell’integrale parametrico di
Weierstrass del Calcolo delle Variazioni J = J(f, T, ¢) per una funzione f: (p, ¢)
— f(p, q), p€l,,q € I, positivamente omogenea di grado 1 rispetto a ¢ su
una varietd 7, rispetto ad una funzione quasi additiva ¢ a valori in E,. Egli
ha mostrato che, se ¢ ¢ quasi additiva con Z(|p], I) < 4 oo, allora la fun-
zione O(I) = f(I'(t), p(I)), t€I, & anche quasi additiva, cio¢ Poperatore non
lineare f conserva la proprietd di quasi additivitd, e pertanto Pintegrale di
Weierstrass

(1.1) J=J(f, T,p) = lim > &)

()40 IeD
¢ lintegrale di Burkill-Cesari della funzione @ rispetto allo stesso ordinamento
parziale della collezione 2 scelto per la funzione ¢.

(*} Indirizzo: Istituto Matematico, Universitd, Via Vanvitelli, 06100 Perugia,
Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 18-X-1979.
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In [8], L. Cesari ha poi dimostrato che, sotto opportune ulteriori ipotesi
sulla ¢ con #(|pl, I) < -+ oo, e sulle collezioni {I} e &, & possibile associare
alle funzioni ¢, ¢,, ||, |-, ¥F, ¢. certe misure » a valori in E; e scalari »,, u,
Ury 15, g, che sono regolari nel minimo ¢-anello B contenente una famiglia
di insiemi ¢ = {G}. Di pilt L. Cesari ha poi dimostrato che lintegrale di
Weierstrass J ha la rappresentazione come un integrale di Lebesgue-Stieltjes

(1.2) 7 J=J(f, T,p) = j F(L(u), dvjdu) du,

ove dv/du & la derivata di Radon-Nikodym.

La definizione di L. Cesari in [8], di funzione gunasi additiva ¢ & assai gene-
rale tanto che la quasi additivitd di ¢ in un insieme I non implica necessaria-
mente la quasi additivitd di ¢ in ogni sottoinsieme I c I, e una delle ipotesi
in [8], & appunto quella di supporre che ¢ sia quasi additiva in ciaseun insieme &
della collezione {#}. Successivamente, J. C. Breckenridge [7] ha mostrato che,
ove la generalitd considerata da L. Cesari non sia desiderabile, ¢ possibile con-
siderare certe varianti assai naturali nella assiomatica originale di L. Cesari
cosi che la quasi additivitdh di ¢ in I econ B(|¢], I) < + oo implica la quasi
additivitdh di ¢ in ogni sottoinsieme I di I.

G. Warner [15],, ha poi mostrato che l'ordinamento parziale della colle-
zione 2 introdotto da L. Cesari mediante una funzione mesh & equivalente a
supporre per & una qualsiasi rete. Inoltre, G. Warner ha esteso la teoria assio-
matica della quasi additivitdh e dellintegrale di Burkill-Cesari a funzioni di
insieme ¢(I) & valori in uno spazio lineare localmente convesso. Recentemente,
P. Brandi e A. Salvadori[6], ., hanno poi considerato funzioni di insieme ()
a valori in uno spazio di Banach, stabilendo teoremi piu stringenti di quelli
di G. Warner sia nel caso forte che nel caso debole, e hanno poi mostrato che ¢
ancora possibile introdurre misure regolari per le quali vale la rappresenta-
zione (1.2) mediante un integrale di Bochner. Finalmente, numerose ulteriori
ricerche sull’integrale di Weierstrass—parametrico e non parametrico — sono
state condotte da vari punti di vista da A. Averna[l], M. Ragni[l2],,,
A. Averna-C. Lodovici [2], T. Nishiura [11], M. Boni [3],,, M. Boni-C. Gori [4],
M. Boni-M. Ragni[5], A. W. J. Stoddart[13], A. Fiacca [9].

In [2] abbiamo studiato certe varianti alle definizioni di L. Cesari, non
soltanto in vista del caso che 2 sia una collezione di suddivisioni intermedie
di un rettangolo secondo la definizione di C. Vinti[14],,, o, pilt in generale,
rappresenti una collezione di suddivisioni in senso siretfo, ma anche per conse-
guire la quasi additivith e l'integrabilita di ¢ nei sottoinsiemi di I come conse-
guenza rispettivamente della quasi additivitdh e dell’integrabilith in I senza
richiedere che Z(|g|,I) < 4 oo.
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Nel presente lavoro continuiamo quanto si ¢ fatto in [2]. I concetti di quasi
additivitd e di quasi sub-additivitd sono gli stessi qui, in [2], e gli stessi pro-
posti da L. Cesari in [8);. Nel §2 riassumiamo gli assiomi relativi alle fa-
miglie {I} ¢ £ = {D}, e all’indice di finitezza (mesh) 6: D §(D), De 2,
che ripetiamo qui come in [2] con modificazioni solo formali. Questi assiomi
sono pit restrittivi di quelli di L. Cesari in [8); ma in tali condizioni, la quasi
additivith e la quasi sub-additivitd hanno implicazioni pit forti. Infatti L. Ce-
sari e gli altri autori sopra citati suppongono solo che (cfr. [8],, (b)) ogni si-
stema D € & sia una classe finita di insiemi I € {I} non sovrapponentisi, e che
(cfr. [8];, (dy), (d,)) Pindice di finitezza ¢, definito per i soli sistemi D e &,
possa assumere valori (positivi) piceoli quanto si vuole, il che appunto & equi-
valente all’ipotesi che la famiglia £ sia una rete [15];.

Di pitt in [8]; non si richiedeva che i sistemi D e 2 possano essere raffi-
nati indefinitamente mediante loro paxti.

Nel presente lavoro, come in [2], noi supponiamo invece che § sia definito
non soltanto per i sistemi D € 2 ma anche perisistemi D, ={INI,,i =1,...,N]
ottenuti intersecando qualunque I € {I} con un qualsiasi D = [I,,7 =1, ..., N]
(con D; == @). B allora ovvio che qui la mesh § risulta definita anche per i sin-
goli elementi I € {I}. Noi richiediamo altresi, come in [2], che, per ogni fis-
sato D =[I;,i=1,..., N], anche tutti i sistemi D =D, U...U D, appar-
tengano a £ e abbiano indici di finitezza che possano rendersi piccoli quanto
si vuole prendendo sistemi D;, ¢ =1,..., N, di indici di finitezza sufficiente-
mente piceoli (cfr. qui assiomi (by), (b,), (by), (dy), (ds), (d3) del §2). Queste
convenzioni sono naturalmente verificate, ad esempio, dalla classe 2, di tutie
le suddivisioni finite di un intervallo [a,b] = I c R in subintervalli qualsiasi,
come pure sono verificate dalle famiglie S e % delle decomposizioni én senso
intermedio e in semso stretto di un rettangolo Ic R», con gli usuali indici di
finitezza. Tuttavia le stesse convenzioni non sono verificate, ad esempio, dal
sistema 2% ottenuto considerando solo le suddivisioni di [a, b} in p parti uguali,
p intero primo, p = 2, 8, 5, 7, ..., in quanto che nessuna suddivisione finita di
un sistema D di @* appartiene anche a 2*. Pertanto gli assiomi (b,), (b,), (bs),
(dy), (d,), (d,) rappresentano una restrizione rispetto ai soli assiomi (b), (d;), (ds)
di L. Cesari in [8];.

D’altra parte, con queste restrizioni, si & gid dimostrato in [2] che la quasi
additivith di una funzione vettoriale ¢(I), I € {I}, rispetto ai sistemi De P
¢ all’indice di finitezza §, garantisce la quasi additivita della ¢ in ciascun in-
sieme I € {I*} (con I €D per qualche D € @) rispetto ai sistemi finiti D, di I
e all’indice di finitezza §(D)), e cid senza richiedere che risulti B(|¢], I) < + oo
(cfr. [2], teorema I). Di pit Pintegrabilitd di ¢ in I garantisce che Pintegrale
di Burkill-Cesari #(g, I) & additivo rispetto ai sistemi D, (cfr. [2], teorema 111).

Nel presente lavoro dimostriamo, sotto le stesse condizioni, che la quasi
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sub-additivitd di una funzione scalare v in I rispetto a & e a ¢ impliea la quasi
sub-additivita della ¢ in ogni insieme I e {I*} rispetto ai sistemi D, di I e
all’indice di finitezza 6(D)).
Sempre nel §2 introduciamo poi ulteriori lievi restrizioni (e)’, (e)” sulle
collezioni {I} e 2. Di nuovo, tali restrizioni sono ad esempio verificate dalle
famiglie 2,, 4, % di cui sopra, ma non sono verificate dalla famiglia Z*.
In tali condizioni noi dimostriamo qui un ulteriore teorema di additivitd per
n

classi di insiemi I, e {I*}, i =1, ..., N, con |JI,e {I*} per ogni » =1, ..., N,
i=]

e per funzioni ¢ quasi additive in I. Risulta infatti (cfr. qui Teorema VII)

n

z #(I,), per ogni » =1,..., N.

z=1

I‘ma,hnente, nel §3, studiamo la questione dell’estensione di una funzione
quasi additiva @(I) = (@, ..., gu)(I), IT€{I}, ¢ delle relative funzioni [e[,
®f, 7, & misure regolari v, u, u, i, , essendo v una misura vettoriale con segno,
in modo analogo a quanto fatto da L. Cesari in [8],, sotto opportune ipotesi
circa le famiglie {I} e Z. Noi dimostriamo qui che, sotto le citate ipotesi
(B1), (by), (by), (d), (), (dy), (), (e)", & sufficiente richiedere B([g|l, ) < + oo
¢ le sole ipotesi (H) simili ad analoghe ipotesi richieste, tra le altre, da L. Ce-
sari in [8],.

2 — Sia I uno spazio topologico ¢ % la famiglia di tutti i sottoinsiemi
aperti di 7.

Sia {I} una collezione di sottoinsiemi I di I tali che per ogni I e {I}, I+ 0 (4),
I e{I} e inoltre se I, J € {I} e visulta f N J = @, allora I N J e {I}.

Sia, poi, & {D} una famiglia di sistemi finiti D = [1,, ..., Iy] di insiemi
I e {I} soddisfacenti alle seguenti ipotesi:

(b,) le insiemi di ogni sistema D € D sono non sovrapponentisi, cioé, I,
JeD = IndJ= IﬂoJ()—-oIﬁJ——ﬂ

(b,) per ognt insieme I e{I} esistono sistemi De 2D, D =[I,,...,Iy],
tali che sia I, T+~ 0 per qualche I;e D.

Per ogni I'e{I} e per ogni D = [I,, ..., Iy]€ & per cui il requisito (b,) &
soddlsfatto, indichiamo con D, il smtemq non vuoto D;=[I;,NI, I;eD e
ILnis @], e chiamiamo questo sistema la proiezione del sistema D e 2 sul-
Pinsieme I. Nella definizione di .D; intendiamo che D, possa essere considerato
come una unione ben determinata e finita D; = [J, ..., J,] di insiemi J, € {I},
8§ =1,..., M, non sovrapponentisi. La collezione di tutti i sistemi D, ottenuti
dai sistemi D e 2 per un dato I sara indicata con 2.

O
(*) Indicheremo con I e oI rispettivamente l’apertura e la frontiera di un insieme.
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() se D=I[I,,..,I], ¢ s¢ D€ D,, i=1,..., N, ciot, per ogni i,

Dy, & la proiezione su I, di qualche sistema D'e D, non necessariamente lo stesso
per © vari I, allora D= D; V..U D; €2, ove Dy U...U D, denota Dunione
delle collezioni Dy, ..., Dy .

Spesso, per brevitd, indicheremo con (b) gli assiomi (b,), (by), (bs); la stessa
convenzione sard usata in casi analoghi.

Sia, ora, 0: D, — 6(D,) una funzione reale, definita per ogni D, € Z,, I € {1},
¢ che soddisfa ai seguenti assiomi

(d) 0 < 8(D)) < + o0, VYD, € @, I € {I};
(d,) fissati un numero ¢ > 0 e un insieme I € {I} vi sono sistemi D, € Z,
con O(D;) < g

(d,) fissati un numero n> 0 ¢ un sistema finito D€ 9, D = [I,, ..., Iy],
esisie in corrispondenza un numero. v > 0 tale che se D€ Z,, i=1,..., N,
somo sistemi con 8(D;) < T, i =1,.., N, risulta 6(D) <.

Da ora in avanti indichiamo con {I*} la classe di tutti gli insiemi I e {I}
che sono elementi di qualche sistema De 2.

Si noti che, se per due diversi sistemi D, D'e £ si ha D, = D), allora
0(D;) = §(D,). Si noti anche che se I € {I*}, allora I appartiene a sistemi D € Z,
per ciascuno di questi I = D; e pertanto 6(I) = 6(D,) ¢ definito per tutti gli
I e {I*} (e, come sopra, se questo accade per due diversi D, D'e &, allora ¢
8(I) = 8(Dy) = 8(Dy))-

Diremo che una funzione di insieme ¢: I > @(I), I €{I}, & quasi additiva
in I rispetto alla famiglia £ ¢ alla funzione mesh 0 se
(@) fissato arbitrariamente ¢ > 0 esiste un numero 1 = n(e) > 0 tale che,
se Dy =[I], Dy€ 2, ¢ un qualunque sistema con 6(D,) < 7, ¢ possibile determi-
nare wn altro numero A = Ale, Dy) > 0 in modo che, per ogni sistema D = [J] € 2,
con O(D) << A, risulta

(@) 212V elW)—el)] <e, (@) 2le)]<e,
Iep, Jér

dove > ¢ la somma fatta su tutti gli insiemi Je D, JclI.

Diremo che una funzione scalare di insieme y: I y(I), I €{I}, & quasi
sub-additive in I rispetto alla famiglia 2 e alla funzione mesh § se

(y) fissato arbitrariamente &> 0 esiste un numero 2= 1(g) > 0 tale che, se
D, =[I]e @ ¢ wn qualungue sistema con 6(Do) < 7, ¢ possibile delerminare un
altro numero A = Ale, Do) > 0, in modo che, per ogni sistema D =[J]e Z con
o(D) < 1, risulta

(p) 22" pd)—p)]<e.

1eD,
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Se, poi, I & un qualunque elemento di {I}, diremo che ¢ & quasi additiva
in I oppure y & quasi sub-additiva in I, se ¢ o y hanno tale proprieta relativa-
mente ai sistemi D, € 9, e indici di finitezza §(D,).

Data la funzione vettoriale di insieme ¢: I — p(I) = (@i, ..., pu)(I), I € {I},
poniamo, al solito,

«%B, = . Bp,,]) = limint S(p,, D), r=1,.., k,
§(D)—>0

“B, = *%,(p,, I) = lim sup S(e,, D), r=1,.., k,
§(n)—0

dove S(g,, D) rappresenta la somma > odI).

IeD
Se risulta %, = *%, e tale numero & finito, diremo che la ¢, & integrabile
in I; se cid accade per ogni r =1, ..., &k diremo che la ¢ ¢ integrabile in I, e
seriveremo
B =RB(p, ) = (B, ..., B) :61n>n S(gp, D).
(D){o

Se y & una funzione scalare non negativa p: I — g(I), I€ {I}, ai simboli
(), *B(y), B(y) sostituiamo rispettivamente .,V (w), *V(p), V(y), ove ora
ammetteremo per questi funzionali anche il valore 4 co. Pertanto risulta
IS V==V +0e 0=V - ocose Voesiste.

Sussiste (cfr. [2], §3) il seguente

Teorema I. Siano soddisfatte le proprietd (b), (d) e inolire la funzione
@: I o(I), I € {I}, sia quasi additiva in I rispetio « D ¢ a 6. In queste condi-
ziont la @ risulta quasi additiva in ogni I e {I*} rispetto a 2 ¢ a 6.

Dimostriamo ora le seguenti proposizioni.

Teorema II. Supponiamo che siano soddisfatte le proprieta (b), (d) e che
la funzione (scalare) w: I — w(I), I € {I}, sia quasi sub-additiva in I rispetio a 9
¢ a 0. In queste condizioni la v risulta quasi sub-additiva in ogni I € {I*} rispetto
a 2 e a d.

Sia I {I*}. Fissato arbitrariamente un numero &> 0, sia 7 = 5(e) > 0 il
numero determinato mediante la (¢). Se D, & un sistema finito contenente
Pinsieme I, D, =[I,I,,...,Iy], possiamo considerare N sistemi Dy, € D4,
t=1,.., N, con §(D,;,) <7 e un altro sistema D,;e @, con (Do) < T, es-
sendo 7 = 7(n, D) il numero determinato mediante la (dy).

11 sistema D, = Dy; VU Doy, V... U Dy =[1I] & quindi tale che Dye @ (cfr.
(by)) e inoltre 8(D,) < (cfr. (dy)).
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Detti ora 1 = A(e, Dy) > 0 Paltro numero determinato mediante la () e
= 1'(4, D,) il numero determinato mediante la (d;), andiamo a considerare
un sistema finito D, € 2; con (D)<t e N sistemi finiti D,ie..@',i con
oDy <y i=1,.., N,

11 sistema D= D,UD n Y. U D =[J] apparticne a Z e inoltre risulta
o(D) < 2. Dall’essere

SL 2 —pIr=3{ Z L2 9 —pDI}+ 2 [ 3 9p)—wD)]<e

TeDy JE§ =t 1_60014 JEI:I‘ Tepy; Jelil
Jor Jcr JCr

segue

S I3ed)—ypd)l<e.

Ten,, JEPr
eI

Teorema III. Sotto le condizioni (b), (d), (D), e per ogni I € {I*}, esi-
stono 1 seguenti limiti

BI) =Bp,I) = lim S(p, D) B=(B,,..., B,
o(nr)ioe

Z.(I) =.@((pr,I) = lim S((p,,DI) —oo<,%’,<+oo,
(D ){o

V() =7V(lel, I) = lim S(J¢], D) O0=V=+ oo,

8(p e

Vi) = V(|lg:|,I)= lim 8(|g.|, D)) 0=7V,5 + o0,
S(Dr 1o

Vi) =V(gf,I) = lim S(¢f, D)) 0V + oo,
6(p1)io

Vo) = Vg7, I) = Lm S8(¢7, D), 0=V <+ oo,
(D)o

DieDyy, r=1,...,k; VIe{I*}.
Llesistenza dei primi due limiti segue immediatamente dal nostro Teo-
rema I e dal teorema (2. v) di [8],, mentre Pesistenza degli ultimi quattro limiti
¢ conseguenza dei teoremi (3.ii) e (2. v) di [8]; e del nostro Teorema II.

Teorema IV. Sotto le condizioni (b), (1), (D) e V(I)< + oo, risulia

(2.1) ViD=V (D) =%BI), Vi + VL) =7V
2.2) B VA< V(D)

(2.3) I[@(I)li=[2@°(1] <[2V°(I] < V() <ZV ), VIe{I*).

r=1 r=1 . =]
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Poiché possiamo scrivere

VHI)—V(I) = lim S(¢*, D;)— lim S(¢7, D))

&(p)o d(pr}o

= lim Y [¢HJ)—¢;(J)]= lim > ¢ (J)=2ZI),

dop)lo Jepy d(ppio sepy

& provata la prima delle (2.1); analogamente si giunge alla seconda relazione
della (2.1). Risulta inoltre

|Z(D)|< lim 3 |g(J)|= VAI)

s(oplo  Jepy

< lim D o) = V),

pple  Jeby

e con cid & provata la (2.2).
Tenendo poi presente la (2.2) e che

(2.4) (2 [2leDIFP=2 [ZEOE=S 3 o],
possiamo serivere
12D ={2ZDP={ZV:DP=VID =3 V),

che altro non e che la (2.3).

Teorema V. Siano soddisfatie le ipotesi del Teorema III e risulti inolire
V() < 4+ co. In queste condizioni

(i) le funzioni @, @., o, lo.|, ¢f, @, sono quasi additive in ogni I e{I*};

(ii) fissato arbitrariamente un numero &> 0, esiste un altro numero
g = o(e) > 0 con le proprieta:

(i), [|S(p, D) —BI)| <e, |8(el, D) — V)< e(®) VD€ D, con
8(Dy) < o, VI {I*};

(%) Relazioni analoghe sussistono per V,, VJ, V,, r=1, ..,k
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(ii), inolire, fissato arbitrariamente wn insieme I € {I*}, s¢ D€ 25 ¢
tale che 8(D ) < o, esiste un numero 2 = Ale, D) >0 in modo che si abbia
or Y ? o1

SIS eW) — )< e, ¢E lp()]<e,

16D
z 1eD0;

S 130 el —lg|<e  ¥D;=[T]e F; con 6(D)< 2.

1€Do=
7

La proprieta (i) si consegue facilmente tenendo presente le proposizioni (3. ii),
(8.1) di [8], e il nostro Teorema I; la proprieta (ii); & conseguenza immediata
di (i) e del teorema 4 di [2], mentre la proprietd (ii), segue subito dalla (D)
e dalla (i).

Introduciamo ora due nuovi assiomi:
(@) stano fissati arbitrariamente un numero e¢>0 e due insiemi I.,
I, € {I*}, non sovrapponentisi. Se I, = I,U I, e {I*} esiste un sistema finito
DeZ con (D)< e con le proprietd
D, €2, D,e2,, oD,)<e O6(D,)<e,
D,0=D11UD1269,0, (S(.D]o)<8,

ove, come abbiamo gid precisato, D, UD, denota l'unione delle due colle-
zioni J_),1 e D12;

(e)" fissati arbitrariamente un numero o> 0 e due insiemi I,, I, e {I*},
I, c1,, esiste un sistema finito D e @ con (D) < «, tale che

.DIlegll, _D,-gE@,z, 6(D11)<OC, (S(D12)<(Z, _DIIC.Z)I2 (3).
Sussistono le seguenti proposizioni.

Teorema VI. Siano verificate le condizioni (b), (d), (D), (e)’. Se I,
I, € {I*} sono due insiemi tali che I,cI,, risulta

(2.5) VL) = V(L) ;

sclazions ; . =
analoghe relazioni sussistono per V., V5, V7, r=1,..,k.

(%) La serittura .D;, ¢ Dy, sta a indicare che ogni elemento di Dy, & elemento di Dy,.
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Fissato arbitrariamente un numero o > 0, per la (e)” & possibile determinare
un sistema finito D € & con le proprietd D, c D,,, (D) < e, 6(D;,) < a. Si
ha allora S(|¢l, D) = S(|p|, Dy,), e, pertanto, passando al limite per «— 0,
segue infine V(I,) < V(I,).

Teorema VII. Siano verificate le ipotesi (b), (d), (D), (e) e siano

n
Ly .., Iy elementi di {I*} non sovrapponentisi presi in modo che |JI, e {I*},
n=1,..,N. In queste condizioni risulta =1

(2.6) AMUL)=3a1), V(UL)=>TV().

Analoghe relazioni sussistono per V,, Vi, Vo, r=1,..,k
Fissati arbitrariamente un numero ¢ > 0, in corrispondenza degli insiemi

I, e I, esiste (cfr. ‘(e)’) un sistema finito D€ Z con le proprietad: D, € Z,,
0(D) < e ©=1,2; inoltre, posto I, = I, UI,, risulta

_D,o———.D11UD12, 'DIOEQIO’ (S(‘DIO)<8'

Per il modo come sono stati scelti gli insiemi I, e 1,, i sistemi D 1 D, mon han-
no elementi in comune e risulta pertanto

M

@.7) S(p, Dy) =

s

S(‘P? DI() ’

[}

1

2.7y B, V1L,)= 22@(19 H

=l

analoghe relazioni sussistono per V e per V,, V5, V7, r=1,..., k.

r? r?
Supponiamo ora che sussista la relazione
n n
(2.8) BUL)=>A1,), n< N,
=1 fe=1
e proviamo che da questa segue
nt1 nt1

(2.8)' ZUL)= 3 HI).

fmml i=1
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Invero per la (2.7)" si ha

nt1 n
,@( UIi) = '@( U Ii) -+ g(1n+1)9

da cui, tenendo presente la (2.8), segue

n+1 n+1
BUIL) =3 BI),
t=1 fe=1
e pertanto risulta
N N
(2.9) BUIL)= 3 A1) .
i=1 4=l

Analoghe relazioni sussistono per V e per V,, Vi V7, r=1,.., Lk

Formuliamo ora i seguenti assiomi.

(H,) Se I,e{I*}, i=1,2,.., ¢ I, — @ per i — oo, allora V(I;) — 0 per
i — oo; analoghe relazioni sussistono per B e per V,, VI, Vo, r=1,..,Fk

(H,) Se I,, I,e{I*}, i=1,2,..., I,cl,,, I,— 1, per i - co, allora
V(I,) — V(I,) per i — co; analoghe relazioni sussistono per B e per V,, Vi, V.,
r=1,..,k.

(Hy) Se I,e{I*}, i=1,2,..., ¢ I=VUI,e{l*}, I,U..UI,e{I*} per
ogni n, risulta V(I)< 3 V(I,); analoghe relazioni sussistono per V., V B
r=1, ..,k :

Siamo ora in grado di provare il seguente

Teorema VIII. Siano verificate le ipotesi (b), (d), (D), (e), (H,) e sia {I;}

n
wna successione di elementi di {I*} non sovrapponentisi tale che \JI, e {I*} per
< =1
n=1,2,.., e UI e{I*}. In queste condizioni risulta

=1

(2.10) BUIL) =2 B(1).

i=1 =1

Analoghe relazioni sussistono per V e per V., Vi, V7, r=1,..,k
Posto

(2.11) U, =UI, U, =UI,,

. f=a] i==1



210 C. LODOVICI [12]
visulta U, C Uy, U, — U, per n — oo, e pertanto da (H,) segue

(2.12) BU,) > ABU,),  n—>o00.

In corrispondenza ad &> 0 esiste pertanto un ». € IV in modo che

(2.12) |BAU)—BA(Uy)|< &, r==1,..,k Yo>n,
da cui (efr. (2.11) e (2.9)) segue

(2.13) | il@,(Ii)——.%’,(Uo)|<e, p=1,..,k Yn>ne,

gl

si ha quindi infine

(2.14) B(U,) = i B(I,).

f==1

3 — Indichiamo con & una famiglia di insiemi con §e ¥, I e %, ¢ — 0 c {I*}
e che soddisfa alla proprieta

(a) sia chiusa rispetto all'unione infinita e alla intersezione finita.

Detta B la pilt piccola o-algebra contenente ¥ e .# la o-algebra ereditaria
di tutti i sottoinsiemi M i T , andiamo a definire in .# le seguenti funzioni (*)

w(M) = inf V(G), u (M) = inf V&),

(38.1) i i re=1,..,k.
Ui(M)= int VH@G), u7(M)= inf V(&),
:54 43
[e=Dig @M

Se V(I)e R anche u(M), u (M), uH(M), u7(M)eR, YM € .#, e possiamo
allora definire la seguente funzione vettoriale ‘

(3.2) P(M) = ¥y, ooy w) (M), con (M) =pH(M)—u (M)eR.
Sussistono le seguenti proposizioni.
Teorema IX. Siano verificate le ipotest (a), (b), (d), (D), (e)". In queste
condiziont esiste una successione di insiemi {G,}, ., Gn€ ¥, G, > M, n=1,2, ...,

con le proprieta: V(G "2 w(M), V.G) ™S p (M), VIG,) =3 uH(M),

() Abbiamo supposto naturalmente la ¢ quasi additive in I rispetto a 2 e a 0.
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VAG) ™2 u (M), r =1, ..., k. Se inolire V(I) < + oo, risulta
B(G,) 2 (M), r=1,...,k.

B possibile determinare delle suceessioni di insiemi di &, {6y}, {G,.}, {65},
{G..}, i cui elementi contengono M e tali che

V(Gon) ni; ‘LL(I’I) ’ VT (Grn) 723; [LLT(J[) s
VR NS w00, VG W2 ().

Ora osserviamo che se {@,}, {G.} sono suceessioni di insiemi con M c @, c &,
V(@) ™2 u(M), si ha pure V(G,) ™S u(M).

Infatti, nelle condizioni in cui ei siamo posti, risulta (cfr. Teorema VI)
M) S VI(E,) VG, YneN, da cui im V(@,) = u(M).

B>
Se consideriamo quindi la successione (di insiemi) G, = Gy, N G,, N G},
NG, r=1,...,k n=1,2,.., risulta G¢,>M e inoltre V(&) S u(M),

Vr(Gn)'l‘_i,u,(IlI), Vj(G,,) w (M), V(G ™S u (M), r=1, ..., k, c.v.d.
Teorema X. Nelle ipotesi del Teorema IX, risulia
(3.3) (M) = pt(M) + p (M), r=1,..,k YMec.#.

Se ¢ inoltre V(I) < + oo, si ha

(3.4) (M) | = (M) < (M)
k k k
(3.5) D] = {27} = {2 (IDF = w(M) = 3 pe( M)

Si perviene subito alle relazioni (3.3), (3.4) e (3.5) tenendo presente il Teo-
rema IV e le (3.1).

Teorema XI. Sotto le ipotesi del Teorema IX sussistono le relazioni
(3.6) w@) = v(4),
B @@ =Vu@, w@=THE, pm@O=V@,  r=1,..,k,
che sono valide per ogni G e . Se V(I) < -+ co risulta inoltre

(3.8) W@ = B(G), Vee 9.
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Sia Ge &; poiché V(@) V(U), VUe ¥, UDG segue

V(@) = int V(U) = u(@).
ved
U6

Analoghe relazioni sussistono per u,, uf, u;.

Teorema XII. Siano verificate le ipotesi del Teorema IX ¢ inolire Vipo-
tesi (H,). In queste condizioni si ha

(3.9) w(P) = p(0) = pf(B) = p; (9) =0, r=1,.,k.
Omettiamo la dimostrazione perché immediata.

Teorema XIII. Nelle ipotesi (a), (b), (d), (D), (e), (Hy), (Hy),
V(I) < + oo, le funzioni p, p,, p, w, sono misure esterne in M.

Ci limiteremo a provare il Teorema per la funzione u; per le altre funzioni
la dimostrazione & del tutto analoga.

Osserviamo, intanto, (cfr. (3.1)) che u ¢ definita nella g-algebra ereditaria .4
¢ che risulta

(3.10) w(My=90, YM e H.
Andiamo a considerare due insiemi B, F € .#, E c F. Poiché u(E) = inf V(G),
w(F) = int V(G), risulta s
ot
(3.11) w(B) < w(@),

e pertanto la u ¢ una funzione monotona.
Sia ora {E.}.y, B € .#, una successione di insiemi e poniamo F = UE,.

Per ogni B, consideriamo la successione {69}, ¢ e @, G¥5 E,, con lapro-
prietd lim V(GW) = u(EH,).

n—>w

TFissato arbitrariamente un numero ¢ > 0, esiste pert&nto un elemento Gf—f)
di {9} v in modo da aversi u(H,) = V(G“’) < u(B) + /2%
Poiché L'CUG:), tenendo plesente (3.11), il Teowma X1 e (HS), si ha

ancora u(H) <V UG(” <ZV G <z,ul])—]—s, da cui u(® <z,u , cioé

fol f=el =1

la @ contabzlmente sub-additiva.
Poiché poi p(f) = 0 (efr. qui Teorema XII) ¢ provato che la u ¢ una
misura esterna in 4 (cfr. [10], pag. 42).
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Teorema XIV. Condizione necessaric ¢ sufficiente perché un insieme
Be. # sie u-misurabile ¢ che risulti

(3.12) W@ = pl@NEY+ p(G—58), YV@ec@.

Infatti se Fe.# ¢ un insieme p-misurabile, si ha w(M)= u(M N E)
4 wlM —B), VM € 4, da cul segue la (3.12).

Inversamente, fissato arbitrariamente un insieme Me.#, sia Ue ¥ un
altro insieme tale che U D M; risulta (cfr. Teorema XI, (3.12) e (3.11)):
VIO)y=p(O)Z2w(UNE)+w(U—EB) Zu(MNE)+ p(M~—E) e quindi p(M)
=u(MNE)+ u(M—E), VM .4, cioé Pinsieme F ¢ p-misurabile.

Introduciamo ora l’assioma

(Hy) Dato Gye ¥, esiste una successione di insiemi G,€ %, n =1,2, ...,
tale che, detta G, la chiuswra di G, nella topologia ¥, st ha @, c Gy, G, c G, c @, 1
n=1,2, .. ¢ inoltre lim V(G,) = V(G,). Analoghe relazioni sussistono per %,

n—>wo

V,, V¥ Vo, r=1,..,k

r? r?

Per brevitd, indicheremo con (H') gli assiomi (H,), (H,), (H,) e (H,).
Siamo finalmente in grado di provare il seguente

Teorema X V. Sotto le ipotesi (a), (b), (d), (D), (e), (H') ¢ V(I) < + oo,
tutti gli insiemi Be B sono misurabili rispetto alle miswre w, p., ut, w7,
r=1,..,k

Ci limiteremo a provare la misurabilita rispetto a u degli insiemi G e ¥ c B:
la misurabilitd di tutti gli insiemi B € B discende dal fatto che B & la pin pie-
cola o-algebra contenente ¥. Basta pertanto provare (cfr. il Teorema XIV e
il Teorema XI) la seguente relazione

(3.13) V() = V(@A G) + (@ — &), VG, G'e?.

Intanto per la (H'), in corrispondenza dellinsieme @ N G'e @ esiste una
successione di insiemi ¢, €%, n =1,2,..., tale che G,cGNEG, G,cl,cG,,,
lim V(G,) = V(G N &). Se ora consideriamo gl insiemi G — G e G,, essendo

17> 0

la chiusura presa nella topologia ¥, & subito visto che G — &' cl — G’ e, per
essere inoltre G, c G N G'c &, segue che i due insiemi @, ¢ @ — G sono di-
sgiunti.
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Indicato quindi con W, e ¢ un insieme con le proprietd

(3.14) W,oG—@&, W,nG,=0¢),

essendo G > G — @', seguono le relazioni

(3.15) W.,NG>6—6, (Wan@NnG,=0, W,NnGe¥,

¢ quindi risulta

(3.16) W.NnHuG, e, W,NnENG,=0;
da cui
(3.16)" V((W.NHUG,)=V(W,NG) +T(G,).

Tenendo poi presente che (W, N @)U G,c @, risulta (cfr. Teorema VI):
V((W.N @)U EG,) < V(G). Da questa relazione, dalla (3.16)', dalla prima delle
(3.15) e dal Teorema XI, segue pertanto V(G)=V(W,N &)+ V(G,)
= u(G— @) + V(G,), ¥neN, da cui V(&)= u@—6)+ V(ENEG).

Osservazione II. Si vede facilmente (cfr. [10], §0, §52 teorema F)
che le misure p, u., p¥, p, sono regolari.

Teorema XVI. Sotto le ipotesi del Teorema XV le componentt v, della
restrizione di v su B sono misure con segno per r =1, ..., k.
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