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CELESTINA FERRERO CoTTI (%)

Sulle involuzioni di certi stems (**)

Introduzione

Continuiamo qui gli studi iniziati in [4] relativi agli stems N con involu-
zione. Pit precisamente dato uno stem N per lo pitt con A(N)N N2 = 0 ei
preoccupiamo di vedere come possono operare le eventuali involuzioni che &
possibile definire in esso, specie nei confronti di suoi sottoinsiemi notevoli e
come POSsSono essere costruite in N involuzioni a partire da funzioni definite
su suoi sottoinsiemi o quozienti notevoli. A tale scopo, nel primo paragrafo,
introduciamo un concetto di « somma semidiretta per stems» che risulta solo
parzialmente analogo alla omonima somma che classicamente si considera in
teoria dei gruppi. Saranno studiati pit tardi (Teoremi 3 e 4) come operano le
involuzioni su siffatte somme. Inoltre (Teorema 1) classifichiamo gli stems
distributivi ¥ con A(N) N N2 = 0 ed N2 semplice: i due casi ivi individuati
saranno separatamente studiati (Teoremi 5 e 6) per vedere come POSSONO ope-
rare involuzioni definite su essi. All'uopo vengono utilizzate sia le dette somme
semidirette che una generalizzazione agli stems degli ideali di Lie per gli anelli
gid implicitamente suggerita nel paragrafo 3 di [4].

La ricerca prosegue naturalmente con lo studio delle involuzioni sugli stems N
in cui N2 é semplice e contenuto in A(N), in modo da avere una panoramica
sugli stems con involuzione il cui quadrato & semplice. Per questo caso forniamo
anche feoremi di commutativitd e anticommutativitd (Teoremi 7, 8, 9).

Da tutto lo studio risulta che sarebbe interessante avere tecniche per co-
struire su uno stem N involuzioni j che subordinino assegnate involuzioni su
NJA(N). Nello spirito di Schreier ed Everett si trovano funzioni di Weinert
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(efr. [9]1’2) che risolvono, anche se in modo non semplice ¢ non effettivo, tale
problema almeno nel caso in cui A(N) N N2= 0, caso che pil ci aveva in-
teressato in precedenza.

Nel corso del lavoro solo eccezionalmente abbiamo fatto riferitmento ai casi
particolari in cui gli stems via via studiati sono anelli; vale la pena di notare
qui una volta per tutte che anche in tali casi — a parte il fatto che la somma
semidiretta diventa un caso particolare della abituale somma diretta — i ri-
sultati da noi forniti sembrano essere nuovi forse in dipendenza del fatto che
noi tendiamo a studiare piu le involuzioni che pud avere uno stem, che gli
stems con una data involuzione.

Forse anche per questo le nostre notazioni — per lo pitt mutuate dalle nota-
zioni classiche relative agli anelli con involuzione — sono qua e 13 incomplete
(per esempio per lo pin scriviamo K(N) anzicheé, come sarebbe pilt preciso e
come siamo stati costretti a fare nel Teorema 12, K,(N)).

1 - Generalita

Sia N uno stem sinistro: chiamiamo involuzione su N un automorfismo j
di ordine due del gruppo additivo N+ di N tale che j(zy) = j(»)i(®),
Vo, ye N.

Se M C N indichiamo con (M) il sottostem di N generato da I, con Mr
il sottogruppo di N* generato da M = {&,®, ... ,|®y, @,, ..., ¥, € M }; poniamo
2M = {2x|x € M}. Indichiamo invece con N* il sottostem generato da N®

= {m®, ... % |®1, ..., w, € N}; poniamo inoltre A(M)= {we N|ay = yz =0,
Vy e M} e chiamiamo centro l'insieme Z(N) = {#€ N|xy = yx, Vye N}.

Uno stem N con involuzione j risulta distributivo: se A(N) = 0 & dunque
un anello; inoltre N2 ed N'= N/A(N) risulbano anelli con involuzione date
rispettivamente dalla restrizione j,,. dl j ad N® e dalla j'([z]) = [j(=)] (per
[x] e N').

Posto S(N)={welN|jw) =1} ¢ K(N)={selN|j@)=—a} ¢ se n &
Pepimorfismo canonico N —>N’, poniamo S = 7-1(§(N')) e K = 7-1(K( N7)).
Si sa (cfr. [4]) che A(S) e A(K) sono ideali e che Dinsieme 7 = {& + j(x) |z e N}
& contenuto in S e linsieme 7, = {— 2 + j(@)|# € N} & contenuto in K. Questi
fatti verranno spesso utilizzati senza esplicibo richiamo.

Sia [N; 4,-] uno stem distributivo, si definisce stem di Lie associato ad N
la struttura [N; 4, [,]] ove [z, y] = ay — y=, per @,y € N. Tale stem risulta
distributivo e, in generale, non associativo; inoltre valgono la [z, 2] =0
(Vo € N) e Pidentitd di Jacobi. Un sottoinsieme ¢ C N si dice sotfostem di Lie
di N se & un sottogruppo di N+ ed inolfre risulta [¢, ¢']e € per ¢, ¢'e 0. Un
sottoinsieme .D C NV si dice tdeale di Lie di N se & un sottogruppo normale di N+
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ed inoltre si ha [n,d]e D, per ne N, deD. Se M, M'C N, indicheremo con
[M, M'] i1 sottogruppe di N+ generato dagli elementi zy — yz, per we M
ed ye M'.

Faremo riferimento, nel seguito alle notazioni e definizioni qui premesse
ed utilizzeremo, senza esplicito richiamo, notazioni e risultati di [7].

Poiché ci interessa studiare il comportamento delle involuzioni su stems
variamente decomponibili, vale la pena di poter parlare della decomposizione
di uno stem in somma semidirvetta, giusta la seguente definizione. Siano 4 uno
zero-stem, B uno stem sinistro e sia f uno omomorfismo da B+ ad Aut A+;
posto f, = f(b), per b e B+, definiamo in A xB le operazioni {a, b) - <{a’, b'>
= {a + f(a')y b+ D> e {a,b>-{a/, 0> = K0, bb">. La struttura N = [AXB;
~+,-] risulta uno stem sinistro: lo chiameremo somma semidivetta di A e B e
scriveremo 4 -, B. Ovviamente N+ & somma semidiretta di A+ e B+ ed N
¢ distributivo se e solo se B lo eé.

Osservazione 1. Sia N uno stem distributivo. St puo scrivere N = A +; B
(per  omomorfismo opportunoc) se e solo se¢ A é un ideale di N, B ¢ un sotiostem
di Ny ACAN), A+ B=Ned AnB=0.

Siano N uno stem distributive, A un suo ideale e B un softostem di N;
visto che A C A(N) allora A & uno zero-stem e B & distributivo. Sia f 'omo-
morfismo B+ — Aut A+ definito dalla b — ¢,: « — b 4 @ — b. Poniamo f, = ¢,.
Poiche ora 4 + B = N ed 4 N B = 0 allora ogni elemento 2 di ¥ pud scri-
versi in uno ed un solo modo come somma di un elemento di 4 e di un ele-
mento di B; posto z=a-+b ed y=a + b risulta x4 y=(a+ D)
+@+by=a4+ b+a—b) b+ b =a-+ fila) +b -+ b ed anche
xy = (@ + b)(a’ -+ b') = bb’ perché A C A(N). Ne segue che la corrispondenza
x=a-+b—>{a by ¢ un isomorfismo da N ad 4 -, B e possiamo percio
asserire che N & somma semidiretta di 4 e B.

Sia viceversa N = A -}, B; mostriamo che 4 ¢ un ideale di ¥ contenuto
in A(N): infatti 4+ é normale in N* perché N+ & somma semidiretta di A+
e Bt;le ANC A ed NAC A si verificano subito per via diretta. Dalle {a, 0)>-
Lo’y by = (0, 0) = <a/, b><{a, 0> segue poi A C A(N). Il resto & ovvio.

Visto che argomento centrale di questo lavoro & lo studio degli stems con
involuzione in cui A(N)N N?®= 0, appare particolarmente importante il
seguente

Teorema 1. Sia N uno stem distributivo con A(N)N N%=0; N2 »i-
sulta semplice se ¢ solo se N soddisfa ad una almeno delle sequenti condizions.

(1) N = A(N) +, Nt ed A(N) é massimale in N;
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(2) N'= NJA(N) ¢ un ancllo primo i cui quozienti propri sono zero-anclli.

Intanto osserviamo che se N2 & semplice non nilpotente, allora N’ = N/A(N)
¢ un anello primo (cfr. il cor. 1 di [2], ove ora ovviamente possiamo sostituire
A(N) ad A,(N?); sia in particolare N’ semplice, allora N'* = N' e¢ dunque
A(N) 4, N2 = N: siamo nel caso (1); ovviamente A(N) risulta massimale in N.

Altrimenti N' risulta primo e non semplice; sia allora I un ideale di ¥ con-
tenente propriamente A(N): visto che ora I N N2 =0 ovvero N2CI, osser-
viamo che se I N N2 = 0 risulta IN = NI = 0 e dunque I < A(N); ne segue
che se A(N)clI, allora N*cI e percid A(N)- N2CI. Dunque tutti i quo-
zienti propri di N' sono zero-anelli, siamo nel caso (2).

Viceversa nel caso (1) risulta N® jsomorfo ad N'= N/A(N) che & un
anello semplice perché A(N) & massimale: P’asserto ¢ verificato in questo caso.

Sia, caso (2), N uno stem tale che N'= N/A(N) sia un anello primo i cui
quozienti propri siano zero-anelli; in virtt del teorema 6 di [3], N’2 risulta sem-
plice: dunque A(N) 4 N2, sua controimmagine nell’epimorfismo canonico
N — N', non possiede ideali propri che contengono propriamente A(N). Sia J
un ideale proprio di N3, mostriamo che J'= A(N) -+ J é un ideale di A(N)--N2
che contiene propriamente A(N).

Risulta infatti, per ne N?, jeJ C N2 a,a € AN), (a-+ n) + (¢’ +7)
—@t+n)=at+nt+ad—nt+j—a=(@t+tnt+ad—n+j—a—j +j
€ A(N) 4 J (abbiamo applicato il fatto che A(N) & normale e che N2 & un anello);
d’altra parte, per @, a'c A(N) e j, j'edJ, visulta @ -+ j'— (@ + j") = @ + j'
— =@ = (G4 j—j'— @ = (j'— j") + §'— j'€ A(N) + J e dunque A(N) +J
¢ un sottogruppo normale di A(N) 4 N2 Inoltre (A(N) -+ J)-(A(N) 4 N2)
=J N*CJCA(N)+ J; analogamente risulta (A(N) -+ N2)-(A(N) + J)
= N2JCJCAN) -+ J (perché J & un ideale di N?). Si conclude che J' & un
ideale di A(N) - N* che contiene A(N), il che & assurdo per quanto prima
osservato. Si ha I’asserto.

Osservazione 2. 8ia N uno stem distributivo con N2* semplice ed
A(N)N N2 = 0; posto N'= N|A(N) si ha Z(N*)CZ(N) ¢ Z(N')= Z(N)]A(N).

Sia @ € Z(N?); per z € N risulta z(zz) = (we)w e dunque si ha a(wz— 22) = 0;
poiche z € Z(N?), risulta a2 — 2x € A(w) ed ora A(x) & un ideale di N2: dunque
A(@) = N? ovvero A(w) = 0: nel primo caso N2z =0 e pertanto NzC
A(N)N N*= 0 ed anche Nz = 0. Ne segue s A(N)NN>=0 ed z=0;
percid Z(N2) = 0 e I'asserto vale banalmente.

Sia invece A(w)=0; allora az=zw, per v € Z(N2) e z€ N, ed x appar-
tiene a Z(N): ancora si ha I’asserfo.
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Mostriamo che Z(N') = Z(N)[A(N). Se x € Z(N) allora ovviamente [z]
€ Z(N') e dunque Z(N)/A(N)C Z(N'). Sia, viceversa, [#] € Z(N’), allora, per
ye N, risulta [2]y] = [y]lw] e dunque ay — yre A(N)N N*=0 ne segue
ay = y& e Passerto.

2 - Particolari ideali di Lie di N

Per il seguito sard anche utile avere qualche risultato sugli ideali di Lie
in N ed in N:.

Teorema 2. Se N & uno stem con involuzione, (S> N N risulta un ideale
di Lie ed un sottoanello di N?; inoltre S* ¢ K2 visultano ideali di Lie d&i N=.

Ovviamente (S> N N2 & un sottoanello di N2 Inoltre, per ze <S> ed
neN, an— nzedS> (lemma 1 di [4]) e dunque, per Te N2 ed T € 8> N N2,
siha 2% — BZ € (8> M N2; percid (8> N N2 ¢ un ideale di Lie di N2,

Mostriamo che S* ¢ un ideale di Lie di N°. Per z,yc S e per n €N, sia ay
il generico elemento di S®: risulta wyn — nawy = x(yn + jn)y) — (wj(n)
+ na)y, ove ovviamente yn -+ jn)yeS e xzjn) 4+ nx e §; dunque wyn
— nay € 8% e questo basta per avere 'asserto.

Per mostrare che £* ¢ un ideale di Lie di N? si ragiona in modo analogo.

Osservazione 3. Sia N uno stem con involuzione ¢ sia N'= N|A(N);
risulia. (S(N')y = N’ (CE(N")> = N') se ¢ solo s¢c (S =N (<K> = N).

Sia (S(N')> = N’ e sia [x]e€ N'; esistono elementi [¢™], [#%],..., [¢%] in
S(N') tali che

%% ks hs

(o] = 3, 60"+ 3, G LT o S, @] (8] e o]

1
(ove @ sono interi relativi e gli a®, o, ..., a% sono elementi di §). Allora

12

Ry he
=Y al at— >, ad ot ol — . — Y @ a al .. ate AN)cS
1 1 1

e dunque # € (S>. Il resto & analogo.

Osservazioneid4. Sia N wuno stem con involuzione j tale che
AN)N N2= 0; posto N'= N[A(N) risulta

1) SNN2= 8(N2) = S(N) N N2 ¢ KN N2= KN = E(N) N N¢;
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(2) S(N')C Z(N') se ¢ solo se SC Z(N).

1) Sia ze SN N2 risulta — @ 4 j@) e AN) N N2 = 0 onde ja) =2 ed
@ € S(N2). Daltra parte ovviamente S(N2)C S N N2 ed inoltre S(V?)
= §(N) N N2 per definizione. L’altra & analoga.

(2) Sia S(N')CZ(N') e sia [#]e€ S('): allora #e S ed inoltre, per n e N,
an— nz e A(N) N N2 = 0; ne segue an = nx onde x € Z(N). Visto che ze 8
se e solo se [#]e S(N'), si conclude che SC Z(N).

L’inverso & analogo.

3 - Involuzieni su stems decomponibili in somme semidirette

Iniziamo qui lo studio delle involuzioni su stems che si possono decomporre
in somme semidirette, in vista di possibili classificazioni delle involuzioni stesse.

Teorema 3. Sia N=A -4, B con 4 = A(N) ¢ B = N2; s¢e N possiede
una involuzione j, essa fissa A ¢ B ed inolire j,, ji, sono involuzioni tali che
Ja o fay = fiywmojl, YoeB.

Viceversa se A, B possiedono involuziont j', j* tali che j'of, = f.14y0j" (Vb € B),
allora la j = ' xj" é una involuzione su N.

Sia N = 4 4, B uno stem con involuzione j; allora N & distributivo ed
ovviamente f & Pomomorfismo da Bt ed Aut A+ definito da f,(a) = b -+ ¢ — b.
Osserviamo che j(4) = 4 perchée A & annullatore di N e j(B) == B perché
J(N®) = B*C B. Posto j'=j, e j'= j;, si ha che j' ¢ una involuzione su 4
e j” ¢ una involuzione su Bj; inoltre j = j’ xj" perché, per z# € N, possiamo
porre x =a-+b (eed e beB) e si ha j@) = jla)+ j) = j'(a) + 7).
Infine
§'(£(@) = 4(b 4+ a—b) = §(b) 4 j(a) — ) = j"(b) + §'(@) — §"(B) = Fyuiy(i(@)) -

Sia viceversa N = 4 -, B e siano j', j* involuzioni su 4 e B rispettiva-
mente; consideriamo la biiezione j = j’' xj”: risulta j(j({a, b>)) = j(<j'(a), " (b))
= {j'"*(a), j"*(b)> = {a, b> e dunque j*®= i. Inoltre j(<a, b} 4 <a', b"))
= j(<a+ (@), b+ D) = ('@ + fula)), 7" + b)> = {G(a) + 5 (@), §7(D)
+5(0)) = <j'(@) + Fuey(d'(@)); §"(0) 4 §"O")> = (@), 50> + {G'la), §7(0))
= j(<a, b>) + j(<a', b’)). Infine si prova immediatamente che j(<a, b>-<{a’, b'>)
= j(<a', b)) j(<a, b)), il che completa la dimostrazione.

Teorema 4. Uno stem N ha involuzione j ed N'= N|A(N) ha unitd se
e solo se N = A -, B, ove A é uno zero-stem con une involuzione j' ¢ A = A(N)
¢ B ¢ un anello con unitd ¢ con una involuzione j' ed inolire j'of, = f,u(,04'(b € B).
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Sia N uno stem con involuzione j e sia N'= N/A(N) un anello con unitd [«];
allora [u]-[#] = [#]-[u] = [#] e dunque — 2 + uzw € A(N); ne segue zu
= WU = U.

Draltra parte ¢ Nu N A(N) = 0: infatti se awe A(N) allora, per y e,
risulta 0 = auy = vy, onde v A(N) ed azu = 0. Risulta anche Nu = N2:
infatti Nu c N? ed inoltre N2C Nu perché ay = xyu. Dunque A(N) N N2 = 0.
Inoltre N = A(N) 4 N? perché — z + au € A(N). Per la Osservazione 1 pos-
siamo scrivere N = A(N) -4, N2 Ora N® ¢ un anello con unitd: infatti zyu?
= y(u - a) = ayu = xy. Per il Teorema 3 esiste dunque una involuzione j’
su 4(N) e una involuzione j” su N* tale che j = j'xj" e j'of, = f,4y0j". Lin-
verso segue dal Teorema 3 e dal fatto che se B & un anello con unitd allora
Pannullatore di B ¢ nullo.

-

Osservazione 5. Sia N = A(N) -4, N* uno stem con involuzione j;
risulta K(N)C A(N) se ¢ solo s¢ jiy.= i ed N* ¢ privo di torsione due. Risulla
S C A(N) se e solo se Jixe=—1 ed N* ¢ privo di torsione due. Nel primo caso N
risulta commutativo e nel secondo anticommutativo.

Sia H(N)C A(N); per e N2 & —az+ j@)e KN)NN2CAN)NN2= 0
e dunque j(#) = @: ne segue che j,. = i. Sia ora y € N* tale che 2y = 0; &
j)=9y=—1y e pertanto ye K(N) N N2 = 0; dunque y = 0. Si conclude
che N? & privo di torsione due.

Sia viceversa N = A(N) -}, N® tale che Jive =t ed N* sia privo di torsione
due; allora N*C S(N). Sia y € N con y e K(N); posto y = <a, > (a € A(N),
b e N2), per il Teorema 3 risulta j(y) = (j'(a),j"(b)> ove ora j’= i. Dunque
i) = {'(a), by = — La, b> = {f_(— a),— b)> e percid 2b = 0; visto che ora
N2 & privo di torsione due, riesce b = 0 e K(N)C A(N).

Se K(N)C A(N), possiamo anche applicare il eorollario 1 di [4] ed osservare
che se @: N — K(N) & la funzione definita dalla ¢{z) = — & + j(x), risulta
p(zy) = 0 (perché j,.= i) e dunque ¢ anche — ay 4 y» = 0, per &,y € N;
ne segue N commutativo. Il resto & analogo.

4 - Caso in cui N* & semplice non nilpotente

Il Teorema 1 segnala che vale la pena di studiare gli stems con involuzione
in cui N2 & semplice non nilpotente, elaborando separatamente i due casi ivi
prospettati.

Allo studio del primo caso & necessario premettere la
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Osservazione 6. Sia N uno stem con involuzione j ¢ sia M un sotto-
stem di N tale che j(M)= M. Se M N8 =0, allora M CE(N) ed M®=0.
Sia infatti @ € M; per la osservazione 1 di [4] risulta # -+ j@) e M N S = 0,

dunque j(#) = — & ed M C K(N). Poiché poi aj@)e M NS = 0 (sempre per
xe M) e visto che ora j(x) = — », risulta 2® = 0, Yo € M. Poiché M & distri-

butivo, possiamo provare che M & anticommutativo; per la (6) di [5] & anche
2ayz = 0 (Vz, ¥, # € M) e pertanto risulta j(zyz) = xyz. Nesegue M*C M N S=0
e dunque M= 0.

Lemma 1. Sia N = A(N) -, N2 uno stem con involuzione j; risulia
8= AN + 8% ¢ £ = AN) + K@), .

Proviamo che A(N) -} S(N%)CS: sia ye A(N) - S(NV?), allora y =a b
con j(B) = b; risulta — (@ 4+ B) + j(@ + b) = —b—a + j(@ +j(B) =—b
— a4 j@ +be AN) e dunque y € S.

Sia ora weS; esiste un a € A(N) ed un be N tale che = a -+ b: dalla
zel segne — (a4 b)+jla+b)eAN) e dunque — b— a -+ j(a) - j(D)
=—0b—a-+jla)+b—0b-4 jb)e AN). Dunque — b + j(b)e A(N) N N2 =
e j(b) =1 ciod beS(N?) ed SCAN) 4 S(N?). Il resto & analogo.

Teorema 5. Sia N = A(N) -+, N? uno stem con involuzione j con A(N)
massimale; lo stem N soddisfa ad almeno una delle sequenti condizioni:

(1) <S> = N oppure <Jf> =UN;
(2) N2 & un corpo;

(3) N2 é un anello di matrici su un campo e j é Uinvoluzione simplettica.

Incominciamo con l'osservare che S(N?) £ 0, percheé altrimenti, visto che
S(V2) = 8§ N N2 (Oss. 4), si avrebbe, per la Oss. 6, (N2)3 =0 ed N sarebbe
nilpotente contro il supposto.

Inoltre N® & semplice non nilpotente, quindi semiprimo; per il teorema 2.1.5
di [6], risulta S(N?2)C Z(N?2) oppure {S(N?)> = N2 Nel secondo caso, per il
Lemma 1, risulta <S> = N e cioé vale la prima condizione del caso (1). Altri-
menti S(N?) C Z(N?) e dunque, sempre per il Lemma 1 e per la Oss. 2 risulta
S C Z(N). Ricordato che per ze N, z - j@) €S, si ha y(o+j@) =
(@ + j(@))y, Yo,y € N. Si perviene cosi alla

) wy — yu = yj@) — j@)y ;
scambiando in (1) la « con la y si ottiene la

@) yo — oy = ajly) — j)w.
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Applicando j ad ambo i membri della (1), e tenendo presente la (2), si ottiene
Jlay — yo) = 2j(y) — j(y)o = yo — zy = — (vy — ya).

Si conclude che [N, N]C K(N?); percid (K(N2))> & un sottoanello di N2
(per definizione) ed anche un ideale di Lie di N2, che ora & semplice non nil-
Dotente: possiamo applicare il teorema 2.1.2 di [6] e se K(N?) & non commu-
tativo, allora (H(N?%)) = N e pertanto <f(> = N: si ha la seconda condi-
zione del ecaso (1).

Altrimenti K(N?) ¢ commutativo; visto che N2 & un anello semplice, risulta
2N* = N* oppure 2N? = 0. Sia dunque 2N* = N2, allora N2 = S(N?) - K(N?)
ed N* risulta commutativo perché ora & anche S(N?2) C Z(N?); essendo semplice,
¢ un campo. Altrimenti 2N?= 0; allora K(N®) = S(N?) CZ(N2) e Z(N?),
centro di un anello semplice, & un campo; per la osservazione 1 di [4] le tracce
@ + j(«) non nulle di elementi di N2 sono contenute in §(N?) e risultano dunque
invertibili in N?: possiamo applicare ad N2 il teorema 2.1.8 di [6], ricordando
naturalmente che ora 2N?=0 e che N2 ¢ semplice; questo completa la
dimostrazione.

Passiamo ora ad esaminare gli stems con involuzione soddisfacente al se-
condo caso del Teorema 1.

Teorema 6. Sia N uno stem con involuzione j soddisfacente alla (2) del
Teorema 1; allora S e f{ sono ideali di N ed inoltre S 5= A(N) ¢ K 5= A(N).

Poiche N "= N[A(N) risulta primo, possiamo applicare il teorema 2.1.5
di [6]: dunque S(N')C Z (N ') oppure (S(N')> contiene un ideale non nullo di N';
per il teorema 5 di [3], Z(N') = 0 mentre ora S(N')== 0 perché altrimenti,
Oss. 6, N’ sarebbe nilpotente contro il fatto che ¢ primo. Si conclude che S(N')
deve contenere un ideale non nullo di N’ e risulta cosi un ideale di N’ perche
allora contiene N'2: ne segue che <S> & un ideale di & perché conmmmm‘wme
di ¢(S8(N¥")> in un epimorfismo.

Essendo ora N'? semplice (teorema 6 di [3]) si ha 2N':= 0 oppure
2N'2 = N'* (ed N'* & privo di torsione due); sia 2N'2 = 0, allora & S(N'2)
= K(N'?) e possiamo pertanto applicare il teorema 2.1.5 di [6] ad N'2: risulta
S(N'2)C Z(N'"?) oppure {(S(N'2)> = N'2,

Nel primo caso, visto che ora Z(N') =0 e dunque (Oss. 2) Z(N'2) = 0,
si ha S(N'?) = 0 e questo & assurdo per la Oss. 6: si conclude che deve essere
<S(N"’)> CI(N'%)) = N C{K(N')> e dunque {(K(N’')> ¢ un ideale di N';
anche (K} risulta allora un ideale di N. Nel secondo (2N'2 = N'2), eonude—
riamo K(N')2, ideale di Lie di N'2 (Teorema 2): dunque K(N')® & un sotto-
anello di N¥'* ed un suo ideale di Lie: per il teorema 2.1.2 di [6] risulta
<K(N’)2> = N'2 oppure K(N')>C Z(N'2). Il primo caso implica. ancora che
<K> ¢ un ideale di N.
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Mostriamo che non é possibile che si verifichi il secondo dei cast appena pro-
spettati. Se K(N')2C Z(N'?) & (Lemma 2 e teorema 5 di [3]) KE(N')2=0 e
dunque K°=0 (tenendo conto anche che A(N) N N®= ); visto che A(fff)
¢ un ideale di N contenente A(N) (teorema 1 di [4]) allora A(K) = A(N) op-
pure N? gA(fC) (per il Teorema 1). Nel primo caso risulta K C A(R) = A1)
e dunque KN = NR = 0; si conclude che N C A(N), il che & assurdo. Nel
secondo caso si ha N2CA(K) e dunque NEKCAN)NN>= 0 e percid
& = A(N); questo & ancora assurdo: infatti allora risulta K(N)C A(N) e
dunque, poiché ora N'2 & privo di torsione due, j. = 4. Per il cor. 1 di [4] si
ha che N? riesce commutativo, cioé un eampo: come tale ha unita e, per il
Teorema 4, risulta N = A(N) 4, N?® con N' = N/A(N) semplice; questo va
contro il supposto. Si conclude anche che deve essere K= A(N), se 2N': = N'3;
d’altra parte abbiamo gia provato che quando 2N'2 = 0 & certamente K+ A(N)
perché in tal caso (K> ¢ un ideale di N che contiene A(N)-- N2 Infine &
S = A(N) perché altrimenti si avrebbe SN N2 =0 e (Oss. 6) N risulterebbe
nilpotente, econtro il supposto.

5 « Caso in cui N3 = 0 ed N2 & semplice
Nel numero precedente abbiamo considerato il caso in cui N2 & semplice
non nilpotente, per completezza passiamo al caso in ecui N2 & semplice e con-

tenuto in A(N); si osservi che allora N?* é un gruppo di ordine primo p.

Osservazione 7. Sia N uno stem con involuzione j, sia N2+ di ordine
primo p =2 ed N2C A(N); risulia N3 = 0 ed inolire

Q) S ¢ K sono ideali di N con S K = A(N),

(2) ji» =1 oppure jiy = — 1,

(3) N' == NJ/A(N) é uno zero-anello privo di torsione due.
La dimostrazione & una semplice applicazione di fatti ben noti.

Nel seguito N indichera sempre uno stem soddisfacente alle condizioni della
0Oss8. 7, che utilizzeremo spesso senza esplicito richiamo.

B anche ovvia la

. >4 & Lo . . -
Osservazione 8. In uno stem N, S e K sono commutativi o anticommu-
. . ) \ . .
tativi ed inoltre, per x el ed yel, ¢ xy = yx oppure ¥y = — Y.
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Osservazione 9. Sia N commutativo (anticommutativo); allora Jz= =1
(flze=—1) se e solo se 8250 o 2 0. '
Infatti se N & commutativo ed S2s£ 0, allora, per =, y €S, risulta j(@y)
=Jj(y) j(@) = yo = wy (si ricordi che per z,yel & j@w)=a + a e i)
= J -+ @, a, @ opportuni in A(XN)): dunque j & lidentitd su Sz Poiché ora
= N (perché N@ & semplice) si ha jj32 = 4. Nel caso K23~ 0 si procede “ullO
stesso modo.

Sia jizz =14 ed ¥ commutativo. Supponmmo per assurdo che sia S?
= R*=0: mostriamo che allora risulta S-K # 0; infatti se S-K = 0 dalle
2NcS+ & segue, per w,JeN, 2¢-2y =0 e dunque axy = 0, il che & as-
surdo. D’altra parte anche S+ & 5= 0 ¢ ora assurdo perché gli elementi di S- K
vengono ad avere torsione due, e questo ¢ escluso. Si conclude che S22 0 ©
K254 0. 10 resto & analogo.

Osservazione 10. In uno stem N wvalgono i sequenti fatii:
(1) se S ¢ commutativo (anticommutativo) ed S2s= 0, allora JFe= %
Upe=—1);

(2) se K ¢ commutativo (anticommutativo) ¢ K2 == 0, allora jzz= 2
(.7]\“ = 1)7

(3) se S-K#0 ¢ se, per w8 ed g/ef{, risulte oy = yr (2y = — ya) »
allora jize = — ¢ (j2 = 1).

Nelle situazioni in cui ci siamo posti possiamo trovare teoremi di eommu—
tativitd o anticommutativitd.

Teorema 7. In wno stem N risulta S?= K= 0 se¢ ¢ solo se sussiste®
almeno una delle sequenti condizioni:

(1) ¥ & commutativo ¢ jz2 = — 4;

(2) N ¢ anticommutativo e jl"'2 = 1.

Sia S = K2= ; allora S K0 ed inoltre, per zeS ed y ef, e
vy = yx oppure xy = — yx (Oss. 8).

Sia ay = yx; poiché 2N c§ 4+ K, possiamo scrivere, per 2z, te N, 2z-2&=
= dat = 211, + 2oty = toty + 1,2, = 4tz (per 2,5, €8 € 2, t,e K) e dunque NV
¢ commutativo. Per la Oss. 10, punto (3), risulta Jlzz = — ¢: siamo nel caso (1) —

Se supponiamo sia xy = — yw, si perviene, ragionando come sopra, a B

N

caso (2). L'inverso & analogo.
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Teorema 8. Se in uno stem N ¢ §-F — 0, allora N ¢ commutativo o
anticommutativo.

Osserviamo intanto che & S22 ¢ oppure K240 perché altrimenti ¥ sa-
rebbe uno zero-stem contro il supposto.

Sia 8* = K* = N*; visto che, Oss. 8, § e K sono commutativi o anticom-
mutativi, dal fatto che 28 c§ 4 segue che ¥ & commutativo se S o K lo
sono, anticommutative se § e & lo sono. Sia infine § commutativo e I anti-
commutativo: per la Oss. 10, risulta JFr=1tejlzr=—1, dunque, per z, y € ¥,
@y = — xy onde 2N = 0, il che ora & escluso. Llaltro caso ¢ analogo.

Se poi §2=0 e £25£0, allora & & commutativo o anticommutativo,
a seconda che tale sia K. Il resto & ovvio.

Teorema 9. Se in wno stem N & S= A& o K = A(N), allora & ¢
commutativo o anticommutativo. Lo stesso si ha anche per p = 2.

Sia infatti £ = A(N); possiamo allora applicare il corollario 1 di [4] ed
esiste dunque una funzione ¢p: N o K (N) tale che p(z)= — & -+ j(x), per z e ¥,
Sia j[y2 = ¢; allora @(@y) = 0; per la (3) del corollario 1 di [4], risulta 2y = yu,
#,y€ N ed N risulta commutativo. Sia Jj32 = — 7; sempre applicando il cor. 1
di [4], si ha che ¥ & anticommutativo,

Nel caso § = A(K) si ragiona come sopra applicando perd il corollario 2 di [4].

Se infine p = 2, dai corollari 1 ¢ 2 di [4], segue subito che N & commutativo
& anticommutativo. '

Nel caso che lo stem sia un anello si ha il

Teorema 10. Un anello N con N® semplice possiede una involuzione i
tale che jiye =i se ¢ solo se esiste un omomorfismo additivo ¢ da N ad ACN
tale che

(1) @(x) = — 22 se ¢ solo se we A,
(2) play) = 0, Va,y e N,
(3) vy — yo = yop(@) + ply)z + p)p(x).

Allora una involuzione su N ¢ data dalle J@) =2 + p@), Yee N, , tholtre
A = K(N) ed N* & un campo oppure N ¢ un anello @ cubo nullo.

Sia j una involuzione su N tale che Ji2 = 4: la prima parte del teorema &
conseguenza del teorema 2 di [4]. Sia poi € N2, allora ¢(z) = 0: dunque N
¢ commutativo, per la (3); essendo semplice & un campo o uno zero-anello. Nel
secondo caso risulta N* = 0 e dunque N3C A(N)N N % d’altra parte Nz & un
anello semplice e pertanto risulta N3 — ¢ oppure N°® = N2: 5i ha N° = (.
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Teorema 11. Un anello N con N2 semplice possiede una involuzione j
tale che jjz2 = — i se ¢ solo se esiste un omomorfismo additivo g de N a BCN
tale che

(1) §l@) = 2x se¢ ¢ solo se xz € B,
(2) ¢pley) = 0, Va, yeN,
(3) @y + yo = y@(@) + §y) v — §y)§(z), Vo, ye N.

Allora una involuzione su N ¢ data dalle j(o) = — o + @(w); nolire
B = S(N) ed N* & un campo di caratieristica duc oppure N & un anello a cubo nullo.

La prima parte del teorema & conseguenza del teorema 3 di [4]. Inoltre
poiche, per @ € N2, @(x) = 0, allora la (3) implica che N2 & anticommutativo ;
essendo semplice risulta (teorema 6 di [5]) un campo di caratteristica due op-
pure Ni= 0. Nel secondo caso risulta addirittura N3 = 0.

6 - Estensioni di inveluzioni

Le considerazioni relative al secondo caso del Teorema 1 fanno sentire
Pesigenza di trovare tecniche per estendere ad uno stem involuzioni definite
Su un suo quoziente.

Incomineciamo ad illustrare I'idea con un caso particolare. I caso pitt sem-
plice si presenta per le somme dirette N = I@® J; le involuzioni su N sono
In questo caso tutte e sole quelle costruite come nel Teorema 3. Possiamo
tuttavia procedere in altro modo: siano j' una involuzione su N'= N /I e j*
una involuzione su I; visto che ora INdJ =0, se [#]e N y [#]ndJ & un sin-
goletto (teorema 4 di [2],); la corrispondenza f: N'-> N definita dalla f([x])
= [#]NJ & tale che f(I) =0, f([#]) €[«] ed inoltre f([a][y]) = =) f(ly1)-
Se ye N, allora esiste [z]e N’ tale che ye[¢] e dunque possiamo porre
y = f([2]) -~ ¢ (i opportuno in I): consideriamo la funzione j: N — N definita
dalla j(y) = f(j'([¢])) + j*@). Con un ecalcolo diretto si vede che j risulta unas
involuzione su N che induce la j' su N’ e la j* su I.

Teorema 12. Sia N uno stem con A(N)N N2= 0, N* privo di torsione
due ¢ 2N'= 2(N|A(N)) = N'; esiste una involuzione j su N tale che (8> = N
e 2I;(A(N)) = K, (A(N)) se ¢ solo se N' & un anello con involuzione j' tale che
{S(N')) = N’ ed esistono una funzione f: N'— N tale che f([#]) € [#], f{A(N)) = 0,
H(loy]) = 1((#1) ([y]) ed una involuzione j* su A(N) con 2H (A(N)) = K (A(N))
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¢, per [], 1€ N' ¢ ac A(N), tale che

FH =1tz + o) + £([2]) + H(lyD) = — £(§"([& + yD) + 7G5 ([2]) + 73/ (yD) 5
JH (= 1[=]) + @ + H([2]) = — 1(7'([#]) + j*(@) + F(§"([#])) .

Per dimostrare la parte diretta del teorema, osserviamo che dalla 2N’ = N’
segue N'= §(N') + K(N'); inoltre ovviamente essendo N® privo di torsione
due tale risulta anche N’ e pertanto S(¥N') N K(N') = 0; ogni elemento di N’
si serive dunque in uno ed in un solo modo come somma di un elemento di
S(N') e di un elemento di K(N'). Per [#]e N', scriveremo

(3) (#] = [yl + [¢], con [yle S(N'), [z]e K(N').
Mostriamo che K(N')C N':: infatti dalla <(S) = N segue (Oss. 3) che
(S(N')) = N' e dunque, per [2]e K(N’), possiamo scrivere [z] = [2,] + [2]
ove [m]eS(V) e [mle N'*; allora j([2]) = j'([a)) + §'(2]) = [&] + j([z])
= — [¢] = — [#;] — [#:]. Ne segue che 2[z,] € N'?; visto che 2N'2 = N'2 (perché
2N'= N') allora 2[z]= 2[Z] (con [Z]€ N’%) e dunque 2([z;— Z]) = 0, onde
[21] € N'2: & 1a tesi.

Poicheé poi ¢ A(N) N N2 =0, allora, per il teorema 4 di [2],, [{]N N2 &
un singoletto, se [t]e N’z

Mostriamo che se [y]e S(N'), allora [y] N S(N)= 0. Sia y'e[y], allora
J@') =9+ a (a € A(N)) perché y'eS; inoltre (teorema 2 di [4]) esiste una
funzione ¢: N — K(N) tale che, per z € N, j(®) = ¢(») + ¢ che, se T e K(N),
@(%) = — 2%: visto che 2K ,(A(N)) = K,(A(N)) allora g, ¢ una suriezione.
Consideriamo l'elemento y"= '+ a', ove a'€ ¢~'(— a), risulta y" € [y] ed in-
oltre j(y") = j(y) + jl@') = ¢’ + @ + @la) + ¢’= y'+ a'=19" e dunque
y eyl N S(V); di qui la tesi.

Inoltre se [y] € S(N') N N'2, allora [y] N N* e S(N): infatti se & § = [y] N N2
risulta () =F -+ a e — F -+ 3§ e NN A(N) = 0.

Consideriamo una funzione f: S(N’) —o8(N) tale che se [y] € S(N)

0 se [y] = A(N)

fw) =<
[yINn N se [yleN"™

H[y]) € [y] 0 S(N) altrimenti .

Utilizzando la (3) e la f possiamo considerare la seguente funzione f: N'— N:

H([2]) = (v]) + [2] 0 N,
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Mostriamo che risulta f(j'([21)) = j(f([¢])): infatti
1 (D) = 1(5"([] + [2)) = #([y] + [i@]) = }(ly1) + [i)] N ¥
= J({(lyD) + §(1e] 0 F2) = j(f([])).

Se, d’altra parte, [z) e N'2, risulla H{[#]) = [#] N N2: infatti [2] = [¥] + [#]
ove ora [y]eS(N'?) e [2]e K(N'); dunque [2]N N?= (¥l + [»]) N N2
= +dNN=(yInN) + (&) " N?) e f(a]) = J(y]) + [¢] N N*
= (wl N N2) + ([21 N N2) di qui Passerto. B poi ovvio che f(AN) =0 e
che f([«]) € []; inoltre j([z)[x']) = f([ae']) = [ww'] N\ N 2, d’altra parte f([w])-
f([2']) € [0'] N N2 = f([za']) da cui segue la f([ex']) = f([«1)f([«']) Basta
ora porre j* = j,4: il resto & ovvio.

Sia viceversa N' un anello con involuzione j' tale che K (N YC N’ ed esi-
stano una funzione f: N'-> N ed una involuzione j* su A(N) soddisfacenti
alle condizioni del teorema. Allora N ¢& distributivo (perché N’ & un anello,
teorema 4 di [2],) ed inoltre per x e N esiste un laterale [t]e N' tale che
w € [t], allora @ = f([1]) + a (@€ A(N)).

Consideriamo la funzione j: N — N definita dalla Jlw) = f(§'([E]) + j*(a):
risulba j(j (@)= j(f(j' (D) + (@)= 7(§"*([1])) + 5**(@) = f([{])+ « = @ e dunque
Jjt=1. Biano xe[t] e ' e[t']; possiamo scrivere, per @, a' opportuni in
ADN), @={([t]) + a ed o'= f([t']) + &'; visulta & + 'c[t - '] e pertanto
o+ @' = f(lt + 1) + (= 71t + ') + #(14) + a + {(#') + «'). Pertanto

jlo 4 o) = 15 (16 + ¥D) + 5*(— £ + ¢ + 7)) + (1)

+ (= HD) + o+ £([2]) + @) ;

sfruttando le proprieta della j* si ha subito j( + ') = j(@) -4 j{=’). Inoltre
@' = f([1]) /((']) = /([t']) e questo basta per concludere che j(xx') = j(#')§(x).
B del resto immediato provare che j* = j ., e che, essendo 2K 4 (A(N))
= K. (A(N)), visulta 2K;(4(N)) = K (A(D)).

Infine dalla {(S(N')) = N’ segue, per la Oss. 3, la <S> = N ¢ questo com-
pleta la dimostrazione.
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Summary

We study some questions on existence and action of involution on a near-ring N, par-
ticularly in cases with A(N) N N2 = 0 and in cases in which N? is simple.

For this study we introduce a « semidirect sum » for near-rings and a classification
of the distributive near-ring with A(N) N N? = 0 whose square is simple.

The results related to these questions can be of indipendent inierest.

If the studied mear-rings are rings, our vesults seems be mew too.



