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ANNA ZARETTI (%)

Sul moto di un sistema elastico

in presenza di un ostacolo deformabile (**)

1 - In questo lavoro ci proponiamo di studiare il problema delle « piceole »
vibrazioni trasversali di un sistema dinamico omogeneo mono o bi-dimensionale
in presenza di un ostacolo deformabile. L'urto contro lostacolo si supporra
di tipo diverso a seconda delle caratteristiche dell’ostacolo stesso.

Come noto le vibrazioni trasversali di un sistema in regime perfettamente
elastico, possono essere studiate mediante ’equazione

1) Do due, i) + y Aol 1) = f@,1) @e®, 0<1<1),

ove u(w, t) indica lo spostamento all’istante ¢ del punto del corpo che, in con-
dizioni di equilibrio, ha coordinata & = {@,, @y, ..., @} (n=1,2), f(z,¢) & la
forza esterna e con £ si & indicato I'insieme aperto e limitato di R» che rap-
presenta la regione di spazio occupata dal corpo in condizioni di equilibrio
(segmento 0<w<1, oppure insieme aperto del piano (z,, #,)). I coefficienti «
e y sono opportune costanti >0 dipendenti dalle caratteristiche fisiche e geo-
metriche del corpo in esame.

Ricordiamo che, ad esempio, se n == 1 la (1.1) traduee le vibrazioni tra-
sversali di una verga (di una corda se y = 0); se n = 2 si riduce alla classica
equazione della piastra vibrante (della membrana se y = 0).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, TFacoltdh di Ingegneria del Politecnico,
20133 Milano, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 11-VII-1979.
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Per studiare il problema dell’'urto contro un ostacolo deformabile, aggiun-
geremo 2 primo membro della (1.1) un termine S(u(z, t), du(z, t)/3t) (dipen-
dente in generale sia dalla posizione che dalla velocitd del sistema elastico
considerato) che rappresenta Pazione del vincolo sul sistema stesso. Esso assu-
mera, come vedremo al n. 6, forme diverse a seconda della natura dell’ostacolo
che si vuole considerare (solido elastico, solido anelastico, fluido, ecc.).

Otteniamo pertanto I'equazione

2u(z, t)

(12) TR — adu(e, 1) + y dule, 1) + Blula, ),

ot

) :f(w,t)-

Osserviamo ora che la (1.2) rappresenta il fenomeno fisico considerato solo pur-
ché [ou(w, 1)/0t| sia « piccolo » rispetto alla velocitd della luce (|ou(z, t)/ot |< M,
M conveniente costante positiva). Per tener conto di questo fatto & conve-
niente, ai fini della trattazione matematica, riformulare il problema conside-
rato sopra, utilizzando un approccio variazionale anziché quello classico. Cid
consiste in sostanza nel sostituire una disequazione variazionale all’equa-
zione (1.2) in modo da introdurre direttamente nella definizione di soluzione
la relazione

(1.3) IM)K i,

ot

che traduce analiticamente la limitazione di validita della (1.2).
Sostituiremo pertanto alla (1.2) la disequazione

a4 (Zﬂ — adu 4y A+ B, 2y — N e— g?-L) dQ.>0, Q.= 2x[0, 1],
6 Ot ot ot

ove le funzioni w = w{x, ) e ¢ = @, 1) appartengono ad opportuni convessi
che verranno precisati in seguito. Le eventuali soluzioni della (1.4) (definite
in modo da precisare) cui si associano appropriate condizioni iniziali ed al
contorno, godono della seguente proprietd: le loro restrizioni all’intervallo di
tempo 0<i<#'<T in cui vale la condizione (1.3) Yz € £, risultano anche
soluzioni della (1.2). Invece per ¢>t¢ non sussiste alcun legame tra le solu-
zioni della disequazione e quelle eventuali dell’equazione che peraltro non
avrebbero aleun significato fisico (2).

(*) Sitenga presente che i risultati matematici che si otterranno ai paragrafi seguenti
relativamente al problema variazionale qui considerato, valgono comunque grande si
scelga la costante M.
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In base a queste considerazioni concludiamo che al problema fisico in esame
puod essere associata anziché la (1.2) la disequazione (1.4) e, per fissare le idee,
supporremo assegnate le condizioni iniziali

cu(x, 0)

= qu,(x xef
8t 1( )7 b

(1.5) w(@, 0) = wuy(w) ,
e condizioni al contorno che possono variare a seconda del tipo di vincolo
imposto su 0Q = I

Pertanto nel paragrafo 2 seguente enunceremo un teorema astratto di esi-
stenza ed unicitd per la soluzione di una disequazione che generalizza la (1.4)
con le condizioni (1.5). Seguira nei n. 3, 4, 5§ la dimostrazione di tale teorema.
Nel n. 6 verrd giustificata la presenza del termine f(u, ow/ct) nella (1.4) e ver-
ranno illustrate le differenti forme che pud assumere tale fermine per tradurre
i tipi diversi di urto che vorremo considerare. Si osservera infine, come, in
ogni caso, le funzioni prese in considerazione soddisfino alle ipotesi pit generali
del teorema astratto enunciato e dimostrato precedentemente.

2 — Sia V uno spazio di Hilbert, ¥’ il suo duale, (-, -> la dualith tra V
e V', Sia inoltre V c L2(Q) (Q aperto limitato di E”?) con immersione com-
patta e V denso in L2(2). Indicheremo inoltre con I' la froutiera di 2 che
supporremo sufficientemente regolare.

Sia K linsieme chiuso convesso di L%(£2) cosi definito

K = {wjve L¥(2), |v|< M q.o0. in Q}.

Indichiamo con Ae Z(V,V’) un operatore auboaggiunto tale che
{Av, vd>=alvli (0> 0), YoeV.
Sia inoltre B(£,7n) una funzione delle variabili reali & % che goda delle
seguenti proprieta
(a) & — f(& n) sia continua insieme alla sua derivate parziale B, per & € R*
e Vi e RY;
(b)y n — B(& n) sia uniformemente lipschitziana in ogni insieme compatio
di R* ¢ monotona non decrescente.

(e) B(&0)=0, Vée R

Posto
u(t) = {u(z, 1), ve 2}, w'(t) = {Gﬂ(a——?t), x € 0},
0 = e, ), e ), v = {aBD pe0), o) = {ole,1), ve,

o2
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consideriamo la disequazione
r
(2.1) [ () + Au(t) + Blut), ') — 12), p(t) — w' (1)) At 0
0
Yo(t)e L*0, T; V), ¢p(t)e K q.0. e f(t)e L¥0, T; V'),
cul si associano le condizioni
(2.2) w(0) = u,, w'(0) = u, .

St dira che u(t) ¢ soluzione in [0, T del problema (2.1) (2.2) relativa al con-
vesso I (%) se

(2.3)  wu(®), Ww@eL0,T;V), «@(@)ekK qo. u'(t) e L*(0, T'; L¥(Q)) .

Dimostreremo il seguente teorema

«8e uye VU L2 (Q), u, € K, Auy € LX), (1), f'(t) € LQ) e se P&, ) soddisfa
le (a), (b), (c), esiste una ed wna sola soluzione del problema (2.1) (2.2)».

3 — Dimostriamo 4l teorema di unicité mostrando che il problema (2.1) (2.2)

ha al pil una soluzione nel senso indicato al n. 2.
Supponiamo pertanto che esistano due soluzioni wu,(2), u.(f). Si ha

(3.1) 0f<u';(t> + Aw(t) + Bluat), w(0) — 1), 1) — wl(6)> &>0

(3.2) 0f<ug<t) + Aug(t) + Blua(t), wy(t)) — 1), @(t) — ul(t)> dr0 .

Poniamo
p(t) = w,(t) per O<i<s, pt) =0 per s<t<T
nella (3.1) e

pt) = uy(t) per 0<i<s, p(t) =0 per s<t<T

(*) Si osserviche se u'(f) € K segue immediatamente che |u(w,t)| < |ug(@)| +TM
<sup [uy(w) | - MT = M,.
22
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nella (3.2). Posto inoltre w(t) = u,(¢) — u,(t) si othiene

S

f <w”(t) + Aw(t) 4+ ﬂ(ul(t)y u;l,(t)) - /3(’“2(75)1 ’lL;(t)) , —o'(t))ydi=0,

0

da cui

5

(8.3) w'(s)]|3: + <Aw(s), w(s)><—2 [ {B(us(t), ui(2)) — Buea(t), us(2)), ' (#)> At .

0

Ma si ha

| f(ﬂ(ul(t), (1)) — Bua(t), uy(t)), w'(t)> de |
< {jii3(1él(t), (1) =B (wa(2); g (1)) |22 [0 (2) | et

E, ricordando che «'(f) € K ¢ la uniforme lipschitzianitd della 5 — (&, %) in
ogni compatto, risulta (tenendo conto della nota (%))

(3.4) 18 (2s(2), w3 () — Bus(t), ug (1)) | 22 < CuJ0(®) [» + Coljro’ (1) 2= .

Dalla (3.3) tenendo conto della (3.4) si ottiene pertanto
o/ )3 + alois) [ <2 [ (Gl |} + CJw' @32 Vse o, 7]

da cui w(t) = 0.

4 — Dimostriamo dapprima in questo numero <l teorema di esistenze enun-
ciato al n. 2 nelle ipotesi in cui f(§, ) sia una funzione continua e limitata
in R* con le due derivate parziali e tale ehe f,(& 5)>0, V(£ n) € R

Si osservi che, per le ipotesi fatte su f, se g, h € L¥Q) si ha Blg, k) € L2(Q).

Consideriamo la seguente equazione penalizzata associata alla disequa-
zione (2.1)

(&.1) wl(t) + Audlt) -+ Bluelt), wi(0) + - oul(v) = 100,

ove ¢ & loperatore di penalizzazione relativo al convesso K cosi definito:
o(v) = v— P,v, essendo P, Poperatore di proiezione da L(2) su K. Come &
noto P'operatore ¢ risulta monotono ed emicontinuo da L) in seé.
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Sia inoltre

(4.2) w(0) = g,  U(0) = u, .

Indichiamo con {g,} una base dello spazio V eponiamo u,: (1) = > «,.(t) g;.
J=1

Consideriamo il sistema approssimato dedotto dalla (4.1)

(4.3)  Une(t) + Atne() + f(wne(t), . (2)> 4 %0(%,'15@)) —1),9:> =0

con le condizioni iniziali

y 7
(4.4) Une(0) = Ugne ,  ,,(0) == Uye
tali che
(4.5)  limugee = 1y, HMupe=u;, 1m Aug,e = Au, Uyne € K .
n=—>00 14 n—o0 v n->0a L}(Q)

Dalle (4.3), moltiplicando per zx;.ns e sommando si ottiene

=2

(lone®) 22 A <CAUne(®), wne(t))) + <Bwac(t)y upe(1)); wne(t))

o=
(=)

(4.6) -

3 ol o), w0 = <F0), w0
da cui, ricordando la monotonia di ¢ e della funzione 5 — B(£, %), risulta
(4T) ()3 + arfunc(t) |7 <2 Oft UF ) zelvne () 22 Qg - Joea |7 4 [ Ato 22 o] -

Dalla (4.7) si deducono le
lwns(t) [y <cOSt;  lu ()] 22 < cOSE (cost indip. da =, &, f),

I <oul ), u. (t)>dt<e- cost (cost indip. da n, e, ).

0
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Deriviamo ora la (4.3) rispetto a ¢, moltiplichiamo per o:;'ne(t) ¢ sommiamo;
otteniamo

(4.9)  <un(t) + Awy (1) + B(unel?), u,'w(t))”r (e (1)) — f(2), (1)) = 0.
Osserviamo ora che {(0(u,,(2))’, wn.(t)> = {0 (U, (t)) 1 (1), ne(t)> =0, poichd

¢ ¢ lipschitziano essendo V uno spazio di Hilbert. Inoltre, ricordando le ipo-
tesi fatte sulla funzione § si ha

(Bl w0 W0 = <o (0, 1))+ G w0, 02,00,
ove -

(4.10) <-a%é« Uy (1) 2y () >0

[$]

(.11) <o (0, 02,03 < Gl D10

essendo Cyp = Sup|of/o|. A
Dalla (4.9) tenendo conto delle (4.10) (4.11) ed integrando tra 0 e t si
ottiene

(4.12) Flon®)i + afu()

+ f {7 a2 tne(m 22 + Co Cap(lae, ()

7) < Jun(0) 22 4 [ Auy v us v

b ) [32)} dop -

Per ottenere una maggiorazione per |u, (0], poniamo t =0 nella (4.3)
ottenendo: u,,(0) -+ Au.e(0) 4 B(1,e(0), 1,(0)) 4 (1/e)o(u.(0)) = f(0); da cui,
essendo u,,(0) € K, risulta

(4.13) (25 (0) 22 < | A%e(0) | 22 = |18 (10ne(0), %, (0) | 22 A4 1F(0) 22
< [[Asto]l 22 4 [7(0) ] 22 4 | B(ttos 1) || z= + Cratne(0) — ]2 + Capltene(0) — w12

con C,s = Sup|offon|.
Ponendo la (4.13) nella (4.12) si ottiene che

Nne(®) ]y < Cra(y + Kofne(0) — o] 22) + CapBa|16,,(0) — a2,

[t (@) 22< Cr (K + o 1ne(0) — 0] 22) + O Kol1,,(0) — ]l

(4.14)

ove le costanti K, e K, sono indipendenti da =, da ¢ e da f.
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Per la prima delle (4.8) e delle (4.14) e poiché I'immersione di V in L2 &
compatta, si pud ammettere che sia

lim w,e(2) = ue(¢) unif. in [0, 7].

n—>co L¥(02)
Allo stesso modo dalla seconda delle (4.8) e delle (4.14) segue

limw) (t) = «,(¢) unif. in [0, T],
n—>00 LA ()

¢ quindi, per il teorema di Fischer-Riesz, possiamo ammettere che risulti

0Une(®y 1) Que(w, 1)

1 =
nlfl, ot ot
(4.15) g.0. in @ = Qx[0, T,
Hm w,e(z, 1) = uelx, 1),

N> 00

Inoltre per le (4.8) (4.14) si ha pure

* %
limu, (t) = w.(t), lmu’ (@) = u'(),
n—>om Z¥0,7;7) n—oo L*¥o,T; 22(2))
(4.16)
ES
lim Au,e(t) = Au..
N> *(0,T;¥")

Inoltre dalle (4.15), per le proprietd dell’operatore ¢ e della funzione f,
si pud dedurre che

@17) limo(u (1) = o(ul®),
n—> 230, T; L} (2))

(418) 1 fune(t), uo(t) = Pluslt), ul(t) -
n—s00 *(0,7; *(2))

Segue quindi dalle (4.16) (4.17) (4.18) che si pud passare al limite per n — oo
nella’ (4.3) dimostrando cosi che u () soddisfa (Ve>>.0) equazione (4.1).
Osserviamo ora che le stime a priori ottenute sono tutte indipendenti da &
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e pertanto si pud ammettere che sia

* £
lim«l(t) = «"(1), Lmal(t) = «4'(8),
&0 Z%(0,7; Z2(2)) >0 Z*(0,T;7)
L . Ouglm, t oulw, t .
Hm Aus(t) = Au(f), lim @ 1) _ u(@?) q.0. in Q.

=
&0 20,73 7') e->0 ot ot

lim Bue(t), wl(t) = Blut), w'(t)

>0 L3(0,T; L2(2))

im we(w, t) = w(z,t) q.0.in Q.

&0
Si osservi che la funzione limite w(#) soddisfa pertanto alle limitazioni
(£19)  Ju@lr<E,, |uw'@)r<K,Cp, |u'()]s<, 04,

ove K, e K, non dipendono da S.
Occorre ora far vedere che %'(t) € K.
Per questo osserviamo che dalla terza delle (4.8) si pud dedurre che

(4.20) lim [ (o(ul(t), w/() i = 0.

&0 0
T

Dlaltra parte (poiché [ (v — P, Pyv),.dt>0) &
0

{ (eom), v0)tt = [ 60— P, o(0)
> { (0) = Puott), o) — Pro(0) st = o) — Peott o,

da cui per la (4.20)

ou ou r
” a;_ Py ate HLZ(Q) < f (O‘(W’;(t)% ,u’;(t))llsg ds =0
)

E=>0
e quindi  lim ||o(Que(t)/01) | ;2 = 0.
£—0
Da questa uguaglianza per la monotonia ¢ ’emicontinuitd di ¢ (cfr. [4])

segue che o(w'(f)) = 0= u'(¢)eK.
L3o,T; ()
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Rimane ora da dimostrare che u(t) soddisfa la (2.1). A questo scopo molti-
plichiamo la (4.1) per p(t) — wu,(t) (p(t) € L0, T; V), (t) € K q.0.) e integriamo
tra 0 e 7. Tenendo conto della monotonia di ¢ si ha

T

I <l@) + Auet) + Bluelt), ul(t)) — (1), p(t) — u (t)>dt=>0,

0

da cui

~([T<%Z(t) + Aue(t) + Blus(t), u (1), (1)) At — UIT <f(); @) — ug(8)> At

>Hu(T))5 — w2 + 3 <Awe(T), we(T)> — & {Auo, o)

-+ f(ﬁ(ue(t),u;(t)),u; @) dt.
Ma

lim inf {3 (T)|3 + 3 {Aue(T), ue(T)D — Fua]7e — 3 <{Aug, %o

n Of CBluelt), w.(1)), wl(t) A1)

> 3w (T)]% + 5 <Aw(T), (L)) — a7z — & <Aos o)

+ OJ'T Blulty, u' (1)), w'(8)yds.

Confrontando le ultime due disuguaglianze si deduce che () soddisfa la (2.1).
Poiche u(t) soddisfa anche le condizioni iniziali si pud concludere che il pro-
blema (2.1) (2.2) ha una soluzione nel caso in cui (&, %) soddisfi alle ipotesi
fatte all’inizio di questo paragrafo.

5 — Dimostriamo ora il teorema di esistenza enunciato al n. 2 nelle ipotesi
fatte in tale paragrafo sulla funzione fS.
A questo scopo si ponga

B m) = p&En)  per [E|< MU () e Vy
e si prolunghi B(&,u) per |£]> M, in modo che & — (& #) risulti continua

e limitata in R? insieme a f; mentre 7 — (& %) mantenga le proprietd di

7 —>p(&, 7).

(®) Cfr. nota (®).
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Poniamo ora

Bl&n)  per —oo<E<+ oo, —n<n<n

Buléym) =& BlEn)  per — co<E< oo, >0

/i\

B(&, —n) per — co < E< 4 o0, n<— M

e indichiamo con f,(&, ) le funzioni € C*(R?) ottenute (Vn) dalle B(£, u), me-
diante un opportuno operatore di regolarizzazione agente sulla sola variabile 7

(efr. [2],).
Si osservi che risulta

(5.1) 1B:(&m) | < Iﬁ &, lim 8,(§, 7) xﬁ(‘f’ n) -

N>

Inoltre le f,(£,%) hanno Vn le seguenti proprietd: fB,(&, 0) = 0, V&;
£ —f.(&n) & continua e lmitata in R? insieme a 0f.[0& (uniformemente
rispetto ad #);
n = B.(&, 1) ¢ continua e limitata in R2 con 3f,/0n e risulta non decrescente.
Consideriamo ora il problema

(5.2) f () + Aua(t) 4 Brula(t), wn(8)) — f(2), (1) — up(2)> At >0
Yo(t)e L0, T; V), ¢(t) e K q.o0.
(5.3) Wa(0) = %, % (0) = u, .

La soluzione del problema (5.2) (5.3) esiste ¥n per quanto dimostrato
al n. 3.

Osserviamo ora che u;,(t) € K e che per u,(t) sono valide le (4.19) ove ora
le costanti sono tutte indipendenti da n per Puniforme limitatezza (rispetto
ad n) di 2f,/0¢.

Tenendo conto anche della (5.1) si deducono pertanto le relazioni

1B8(w0; w5) | 1< || Blto, s) 22 5
(5.4) Jua(®)], <cost,  Just),<cost,

I ’“Z(t) [e<cost, [ Bu(wa(t), 'uylu(t)) | < cost,

ove tubte le costanti sono indipendenti da .
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Utilizzando le (5.4) si dimostra infine, procedendo in modo analogo a quanto
fatto in [2];, che {u,()} converge verso la soluzione del problema (2.1) (2.2).

Osservazione 1. Il teorema di esistenza continua a wvalere se Iipo-
tesi (b) (n.2) sulla funzione #n -+ B(§, n) si riduce alla sola monotonia (*). L'uni-
forme lipschitzianitd in ogni insieme compatto di tale funzione & richiesta
infatti solo per la dimostrazione dell’unicita.

6 — Vogliamo ora caratterizzare aleuni tipi di urto possibili specificando
quale aspetto puod assumere corrispondentemente la funzione §(£, #) che com-
pare nella (1.4). Per esemplificare il discorso consideriamo in un primo momento
una sferetta materiale di massa unitaria e raggio 4, di ascissa u(?) = u, mobile
sullasse %; supponiamo che tale sferetta (proveniente dalla direzione u < 0)
urti, nel suo moto, contro un ostacolo che si pensa posto in # = 0. Per quanto
rignarda la natura dell’ostacolo consideriamo in particolare i seguenti tre casi

(i) Postacolo & costituito da un solido perfettamente elastico,
(i1) Tostacolo & costituito da un fluido,
(iii) D'ostacolo & costituito da un mezzo perfettamente anelastico.

Nel caso (i), detta % la costante elastiea del materiale costituente Postacolo,
& naturale porre f(u(t), «'(t)) = B(u(®)) = k(u(®) + |=()])/2 (0<i<T) o, pil
in generale B(u(t), w'(1)) = ¢(u(t)), con ¢(£) € CH(R), ¢(&) = 0 per £<0, ¢'(£§)>0.
Relativamente al caso (ii) risulta ovviamente g(u(t), %w'(t) = 0, se u(?)<0
(0<t< T), mentre, supponendo che la resistenza del fluido sia di tipo viscoso,
si porrd B(u(t), w'(F) = ka'(t) se wu(t)>25, 0<i<T, oppure, se la resistenza
si suppone di tipo idraulico A(u(t), w'(t)) = kyw'(t) + kau'(8) %' ()| wu(t)>20,
0<t<T (k, e k, sono opportune costanti dipendenti dalle caratteristiche del
fluido).

Se poi 0 < u < 26, la resistenza offerta dal fluido dipenderd invece, oltre
che dalla velocitd della sferetta, anche dal rapporto tra la superficie « bagnata »
e la sua superficie totale. In tale intervallo, pertanto, la funzione B(u(t), w'(2))
potra essere definita interpolando opportunamente tra il valore 0 e il valore
B(26, w'(8)). Tale interpolazione verrd eseguita in modo che la & — B(&, n) risulti
continua insieme dalla sua derivata f.

Per il caso (iii) sard ancora naturalmente f(u(t), %'(8)) = 0 quando u(?)<0,
(0<t<T) ed inoltre, per un’ovvia caratteristica dell'urto anelastico, sarad
B(u(t), w'(¢)) = 0 anche quando u(t) >0 ma w'(}) < 0. Sard invece, analoga-

() Cir. [6].



[13] SUL MOTO DI UN SISTEMA ELASTICO ... 85

mente al caso (ii): B(u(t), u'(1)) = p(w'(t)) se w(t)>26, e w () >0 (0<t<T)
essendo p(n) una funzione monotona crescente con w(0) = 0 e uniformemente
lipschitziana in ogni intervallo limitato.

Infine se 0 << u(?) < 24 si ripetono le considerazioni fatte nel caso (ii) limi-
tatamente a tale intervallo.

Se ora si considerano le vibrazioni trasversali di altri sistemi (corda, verga,
membrana, piastra), inizialmente disposti nel semipiano %<0, in presenza di
un ostacolo rappresentato dal piano « = 0, sembra naturale, studiando il cor-
rispondente problemsa di wrto come descritto al n. 1, tradurre la reazione del-
Postacolo con le stesse leggi qui illustrate per il punto materiale (casi (i), (ii), (iii)).

X infine banale constatare che le leggi scelte nei tre casi sopra descritti
per la funzione f(u(t), «'(¢)), fanno si che essa soddisfi in ogni caso alle ipotesi
richieste per la validitd del teorema di esistenza e unicitd enunciato al n. 2.

A questo proposito si osserva che il teorema ora menzionato & valido in
particolare scegliendo ad esempio V = HXQ2) e 4 = — A. Con tali scelte o
se n=2 le (2.1) (2.2) traducono un problema di urto, contro un ostacolo del
tipo considerato sopra, di una membrana fissata al bordo (di una corda fissata
agli estremi se n = 1), sottoposta all’azione di una forza esterna, quando si
faccia lipotesi che la velocitd della membrana {della corda) non superi ad
esempio la velocitd della Iuce.

Se poi V=Hy(Q) ed Ad=4%e se n=1le (2.1) (2.2) traducono il me-
desimo problema per una verga incastrata agli estremi (per una piastra inca-
strata al bordo se n = 2).

Osservazione 1. Supponiamo che ¢, e ¥, siano due istanti di tempo
tali che w(w,1,)<0, u(w,1,)<0 e |du(w,t)/dt|< M per we, 0<t,<t<t,<T.
Supponiamo inoltre di trovarci nel caso di urto contro un ostacolo elastico
(caso (i) di questo §) con Blu, u') = ¢(u) € C* con d(u) = 0 se u<0 e ¢'(u)>0.

Sussiste allora, come si deduce immediatamente dalla (2.1), la classica
¢ relazione dell’energia »

1 (8) |2 + <Aulte), u(te)y = |0/ ()5 + CAu(t), u(ty)) + tftz <F@), w'(2)) dt .

Osserviamo che negli altri casi di urto questa relazione non pud ovviamente
sussistere essendovi, durante l'urto, dissipazione di energia.

Osservazione 2. Lo studio eseguito nei paragrafi precedenti & stato
suggerito dal problema (che interessa in particolare la scienza delle costru-
zioni) di un cavo che, durante il suo moto, urta contro un ostacolo fisso (terreno,
superficie liquida, ece.).
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Parecchi autori si sono recentemente occupati del problema del moto di
un sistema in presenza di ostacoli (cfr. ad esempio Amerio-Prouse [2],, Ame-
rio [1], Citrini [3], Schatzman [7], Reder [5]), tuttavia in questi lavori losta-
colo viene sempre supposto indeformabile (ad eccezione di un caso di ostacolo
puntiforme considerato in [5]) e, data la complessita del problema, vengono
ottenuti risultati in casi molto particolari.

Il fatto di considerare l'ostacolo deformabile permette di superare alcune
difficolty in quanto, in tal caso, la reazione del vincolo non & una distribuzione
come nel easo di un vineolo indeformabile, ma é una funzione della deformazione
e della velocita di deformazione. Si riescono cosi ad ottenere, come si & visto,
teoremi di esistenza e unicitd della soluzione sotto ipotesi abbastanza generali.
E’ allora naturale pensare di ottenere la soluzione del problema dell’ urto
contro un ostacolo indeformabile come limite di soluzioni corrispondenti a urto
contro ostacoli « sempre meno deformabili»; questo problema sari affrontato
in un prossimo lavoro.
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Sommario

Si studiano le vibragzioni trasversali di un sistema dinamice mono o bi-dimensionale
in presenza di un ostacolo deformabile. Si associa al problema una disequazione variazionale
e si dimostrano esistenza ed wunicita per la soluzione corrispondente ad un consueto pro-
blema di Cauchy-Dirichlet.






