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W. NAGORK O (%)

Sulle soluzioni approssimate in Meccanica (**)

1 — Gli attributi comuni a molti modelli della Meccanica sono tre concetti
primitivi: corpo, moto e forza. Conformi ad essi introduciamo le definizioni
seguenti.

M — Pinsieme dei corpi.

X - lo spazio di Banach, delle funzioni desecriventi il moto del corpo,
in breve: lo spazio dei moti. Gli elementi di X 1i indichiamo con z.

F - lo spazio di Banach, delle funzioni descriventi le forze agenti sul
corpo, in breve: lo spazio delle forze. Gli elementi di F li indicheremo con f.

I concetti cosi introdotti devono soddisfare agli assiomi che nella descri-
zione matematica equivalgono ad introdurre un operatore chiamato: operatore
dinamico A. L’operatore 4 & dato normalmente in forma analitica dalle equa-
zioni di moto e agisce dallo spazio X allo spazio F.

Chiameremo soluzione corrispondente alla forza f la funzione #, che rende
soddisfatta, per f scelto, la relazione A(z)=7{.

Scelto f,, sia », tale, che A(x,) = f,. Sia 7 = (%) > 0 un numero fisso
che consideriamo piccolo nel modello. Chiameremo soluzione approssimata
ogni funzione di # € X tale che

(1.1) | A(x) — Alzo) | <7 -

La verifica della definizione che la funzione # & una soluzione approssimata
non ¢ comoda perché bisogna conoscere la soluzione w,. Introduciamo la defi-
nizione seguente.

(*) Indirizzo: Uniwersytet Warszawski, Instytut Mechaniki, PKiN, p. 937, Warszawa,
Poland.

(**) La presente nota & stata preparata nell'Istituto di Matematiche Applicate
«U. Dini» dell’Universitd di Pisa. — Ricevuto: 2-VII-1979.
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Se, scelti f, e A, per z soddisfacente alla disuguaglianza
(1.2) 14 (@) — foll <7 s
vale anche la disuguaglianza
(1.3) lo— @] <7,

allora chiameremo A4 operatore che ammette soluzioni approssimate ad z,.

Per ogni operatore 4 che ammette soluzioni approssimate, la disugua-
glianza (1.2) permette di verificare che x & soluzione approssimata anche se
non si conosce z,.

Quel che si & detto ha per consequenza, che ogni operatore continuo 4 &
operatore ammettente soluzioni approssimate in ogni punto e X. Sostan-
zialmente, con la definizione di continuitd in ogni punto v e X e per tutti i
valori di ¢>0 esiste d.> 0 tale, che se

(1.4) |z — 2] < de,
sard
(1.5) [A(@)—foll <e.

Ne segue che fissato &, basta prendere ¢ in modo, che sia max (e, d:) <5,
perché per questi z che realizzano (1.4), (1.5), da (1.2) discenda (1.3).

Conviene osservare che, anche per operatori continui & opportuno calcolare &
e J. a misura del grado di approssimazione nell’assumere x come soluzione
approssimata di w,.

2 — Sia P'operatore A lineare, invertibile e limitato. Allora 1'operatore A-!
esiste ed & anche lineare e limitato [1]. Essendo 4 continuo, ammette soluzioni
approssimate in ogni punto del suo spazio di definizione. La dimostrazione
diretta di quest’ultimo punto conviene per precisare il legame fra & e J:
in (1.4), (1.5).

Dalla definizione di norma dell’operatore abbiamo

(2.1) lA@l<l4allel,  14AOI< A,

per tutti gli ke X e fel.
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Usando (2.1) e la linearithd dell’operatore 4 e A~ ricaviamo
(2.2) lo— @] <A A(@2)~fo]

per tubti gli we X e per gli fe I seelti in modo arbitrari.
Sig,

(2.3) At <e, e=1,
[24

dove «==max (1, ¢); per questi # che realizzano
(2.4) [A(@)— fof <e,

abbiamo dalla (2.2) & — @,] <. Allora le funzioni # che soddisfano (2.4) sono
le soluzioni approssimate.

Llefficacia del criterio (2.2) dipende dalle valutazioni della norma dell’ope-
ratore A~*. La forma analitica dell’operatore A-* in generale non & conosciuta;
malgrado cido la valutazione stessa & possibile.

Notiamo innanzi tutto, che dalla definizione della norma dell’operatore
consegue la disequazione

(2.6) 47t <e,  ee{e>0; |41 <clf], fe F}.

Consideriamo la funzione arbitraria z € X, diversa da zero e calcoliamo per
essa f= A(w). Se x50 & |20 e

(2.7) loll = e*11 5

dove ¢*=|z|/|f]. Dalla relazione (2.6), (2.7) abbiamo per la norma dell’opera-
tore A1

(2.8) A ] >e*.
Se ¢*>1 possiamo sostituire « nella (2.3) con 1.
3 — Un esempio di operatore A, che ammette soluzioni approssimate

in tutti i punti del suo dominio & Poperatore dell’elasticitd lineare. Per sempli-
cita analizziamo il caso quasi-statico dei corpi limitati.
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Supponiamo, che lo spazio delle funzioni che descrivono il moto sia lo spazio
X=%%DB), T = ¢YB)x6(0B), dove Be M & il dominio del moto % e
delle forze di volume b e 9B il dominio delle forze di superficie p.

L’operatore 4 & definito dalle equazioni

(3.1) dive=—pgb, on=p, o=pu(Vu-4 Vu?) +§tr(Vu—}— Var)d,

dove p & la densitd del corpo.
Le (3.1) implicano, che Poperatore A & lineare: dall’esistenza e unicita
delle soluzioni, [2], consegue D'esistenza dell’operatore inverso.

Prendiamo per « <€ %5(8) la norma

(3.2) lu= max (Jus], [usl, [enl),

e per f la norma

(3.3) “f“ - 11_121:X(|Qbk, |25 ) ’

B,k
siricava la limitazione per operatore 4

lAu] <alu],

dove o =max (3|44 2u|, 1, A, u sono le costanti di Lamé.
B

Per le considerazioni del punto 2, 'operatore (3.1) ammette soluzioni ap-
prossimate in ogni punto #3(B).

Calcoliamo adesso il numero ¢* della relazione (2.7); sia w=(A—1)a
e e (1, o), allora per f==(gb, p) abbiamo b=0, p=(1—1) (2u- A)dn.

Le norme (3.2}, (3.3) perqueste funzioni sono |ju|= max [1— 1, (1 — 1) a],
[f|= max [(A—1) (2u + 34), (A—1)a] quindi

1 per ¢ > 2u -+ 31
c=<" a # e 1<o=max |z,].

— per a< 2u -+ 32 3,
2u + 32 e »
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4 — Come esempio consideriamo il metodo seguente per ottenere le solu-
zioni approssimate dell’elasticita.

Prendiamo in esame le deformazioni descritte da funzioni % — u(z, 1),
B=1Ix(0,h), zell c %, ye(0,h) della forma

(4.1) u(z, y) = (1 —% Jut(s) + %ul(z) .

Le funzioni u°= u(z, 0), «'= u(z, h) descrivono il moto delle superfici supe-
riori ed inferiori del corpo. Allora conoscendo il moto dei punti materiali delle
superfici bidimensionali ricaviamo, tramite la (4.1), il moto di ogni punto ma-
teriale del corpo tridimensionale.
Le equazioni per i vettori u° w! si ottengono dal principio dei lavori vir-
tuali [3].
ce

g 2 7 o;_ —
(4.2) div o aw+ 0 (x=0,1),

per ogni z € [1, div significa in questo caso la divergenza in I7 e b*, ¢ sono definiti
nel seguente modo:

1.3

9 oy
b°=f(1—%)0dy+p8, b =[3bdy+p},
[} o

€ ——fga(V[ ) uo 47 ulj)dq ,

dove py e p? sono rispettivamente le forze agenti sulla faccia inferiore e supe-
riore del corpo.

Sia uj(2, 2%) = ¢*(2,), ui(s', 2?) = const, g (2, 2%) = p*(z,) (@ = 0, 1); allora
il moto delle superfici inferiore e superiore dipende solo dalla sola coordinata
spaziale 2;. Risolviamo il sistema di equazioni (4.2) nel caso dello strato limi-
tato: le forze sulle superfici inferiore e superiore siano determinate dalle fun-
zioni + w sine (w > 0). Allora f = (6b, po), dove b =0, p, = (0, + o sin z,).
Non ci oceuperemo in questo caso delle forze delle superfici laterali.

B facile verificare che le funzioni

(44) ¢'=a(cosz,— 1), prl=¢°, p=>bsinz , Ple= — 0

con a = dlewh, b= 2weh*A -+ u) e 1fe= h*1 -+ 2u) 4 48(2 + p) sono le
soluzioni delle equazioni (4.2).
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Sostituendo le soluzioni (4.4) nelle relazioni (4.1) e successivamente le fun-
zioni (4.1) nelle equazioni del moto (3.1) otteniamo f = (b, p*) con le coordinate

2
. = 4u(k + p)weh cosz, , b, =— (1— ——7-21 )2u(A + 2u)ewh?sing, ,

b.
(4.5)
P =2u(A + 2u) weh?cosz,,  Pd=—pl=—16u(4 + n)wehsinz, .
Le componenti b. , b, delle forze di massa per il moto (4.4) sono caleolate

dalla (3.1);, mentre le componenti delle forze di superficie p] , p; sono calco-
late dalla (3.1),. Calcolando le norme per le coordinate f— f, otteniamo

J/
152, — Dor | = 42 + 2 wel 1B, — buof| = 5 1o, — Do,

(4.6)
Ips, —p =10y —boll, [Py —D8I= |0 0—16u(A + u)weh].
Prendiamo ora valori delle costanti di Lamé, della densita e del modulo

delle forze di superficie: A=1, pu=1,25, p=1, o= 1.
Dalla (4.8) troviamo le funzioni

Bh 17h

[02,— hbo., | = TR Ips —po] =1 — ml ,

[p%, — poz] = by — bos|| = S 31)

Le funzioni stesse sono riportate nella Tabella 1.

Tabella 1
) 0 1 1,5 2 3 4 oo
(162, — bos, | 0 0,15 0,21 0,28 0,37 0,42 0
9% — &l 1 0,47 0,21 0,03 0,13 0,38 1
(2%, — Poz 0 0,11 0,19 0,21 0,28 0,56 1
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Le norme delle forze [b. — b,. | e |b,— b,,| tendono a zero al diminuire
dello spessore dello strato; lo stesso vale per le norme delle forze delle superfici
|25, — 25.. - Nel caso che nelle forze p* — p?, sia h = 0, abbiamo 95— »5,] = 1,
per cui la (4.4) non pud essere la soluzione approssimata per ogni h.

Sia 7 = 0,25; in questo caso & facile verificare che per 1.25<h<1,75
valgono le disuguaglianze

(4.7) [0:,— boe | <7 4 25— po, <7, 2%, — po., ] <7 .

Anche o =1, perché ¢*> 1 e sono soddisfatte le disequazioni e — ] <n,
¢ quindi le soluzioni ottenute (4.4) sono le soluzioni approssimate.
Notiamo infine, che la costante 5 non pud in questo caso diminuire arbi-

a\

trariamente poiché se 7 < 0,20 la disuguaglianza (4.7) non & soddisfatta per
aleun valore di &.
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Summary

The paper represents an altempt to present the concept of approximate solutions im
Mechanics. An emample of an appromimate solutions in linear Llasticity is given.
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