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Ueo BRUZZO ¢ ENRICO PAGANTI (%)

Metodi variazionali
e definizione dell’energia nella teoria linearizzata

della Relativita generale (*¥)

1 ~ Introduzione

Nella formulazione hamiltoniana delle equazioni gravitazionali Einstei-
niane [2], 'invarianza della teoria per trasformazioni arbitrarie di coordinate
da luogo a una super-hamiltoniana identicamente nulla, e quindi non inter-
pretabile come energia del campo. Cid ¢ connesso con la non canonicitd della
teoria. Un formalismo canonico & stato proposto da Arnowitt, Deser e Misner;
esso puod essere ottenuto impiegando una generalizzazione del metodo di Pala-
tini. Cid é brevemente delineato in 2.

T possibile procedere in maniera analoga nel caso della teoria linearizzata.
Viene quindi formulata una versione «linearizzata » del metodo di Palatini
generalizzato (4), che conduce a un formalismo hamiltoniano per la relativita
generale nel caso di campo debole. L’hamiltoniana totale consta di due parti,
una delle quali si annulla identicamente in virth delle equazioni di eampo,
esprimendo dei vincoli sulle variabili dinamiche, mentre la seconda & suscet-
tibile di interpretazione energetica. Questi due aspetti vengono discussi in 4, 3;
in quest'ultimo viene inoltre calcolata l’energia del campo prodotto da una
distribuzione statica sferosimmetrica di materia, e viene discussa ’analogia
con energia del campo elettrostatico.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Via 1. B. Alberti 4, 16132 Ge-
nova, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 25-VI-1979.
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2 - Metodi variazionali in relativitd generale

T3 noto come la formulazione ADM [2] della dinamica della relativita gene-
rale possa essere ricondotta ad una particolare applicazione di una generaliz-
zazione del metodo di Palatini [3], [8],, [11], [12]. Al fine di esporre tale gene-
ralizzazione introduciamo aleune definizioni e preliminari matematici.

Sia V, una varietd differenziabile riemanniana di tipo iperbolico normale,
dotata di forma fondamentale (*)

@D = g,;de* D da?,

e sia {5“ w"} una base, non necessariamente olonoma, dell’algebra tensoriale
sulla varietd. Detta & la totalitd delle connessioni affini V definite sulla varieta,
ogni elemento di = ¢ individuato da 64 simboli di connessione; ad esso sono
inoltre associati due campi tensoriali 7' e R, detti rispettivamente fensore di
torsione e tensore di curvatura di V [7](2). Nel easo in cui V sia la connessione
riemanniana V associata a @, il corrispondente tensore R & detto tensore di
Riemann determinato da @, ed & in tal caso indicato con R. Per ogni Ve &,
Pequazione

NX,T)=V, Y-V, ¥ VX, YeDr

definisce un tensore N € DI, la cui conoscenza, unitamente a quella della me-
trica, equivale alla conoscenza della connessione V (si noti che N ha 64 com-
ponenti indipendenti). Se V & una connessione metrica, le componenti di N
sono date da [8];

(2'1) -Z\ ik — 2(lel\ + TL iT —[']l:i) .

11 tensore N associato ad una connessione metrica ha quindi solo 24 compo-
nenti indipendenti, o, in altre parole, una connessione metrica ha solo i 24 gradi
di libertd « torsionali ». Nel caso in ecui la connessione non sia metrica, i rima-
nenti 40 gradi di libertd possono essere rappresentati dal tensore @ € D}, defi-
nito in componenti da

Q= = 3¢2(Vigm + Vigp — Vo) -

() Gli indici latini corrono da 0 a 3, i greei da 1 a 3; la segnatura della metrica
b (—++4); glefdet (g,)-
(®) 11 tensore di torsione e il tensore di curvatura contratto sono dati in compo-
nenti da
Tiﬂc = iji - rl.'ji - <[ai= ak], wi> s

RI ””‘qulq“'alquq"'a F]J +Fq1 th”_FI) F q'_<[ak: 8'm]a w:n>]"mjm-
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Si puod facilmente vedere che @ ¢ nullo se e solo se V & metrica, e che la cono-
scenza di @ e 7 equivale alla conoscenza di V tramite la relazione

Nij.’c == szk + ’-]j(Tij/; + 11kii - sz.:i) )

che generalizza la (2.1).

Possiamo infine enunciare il seguente teorema [8],.

Pord

Teorema 1. Sia 5’ cE una sotloclasse di connessioni affini su V, carat-
terizeate da m vincoli (m<24) esprimibili come restrizioni algebriche sulle com-
ponenti del tensore di torsione. Dato il funzionale della metrica @ e della connes-
sione Ve ', I =1I(V, D), definito dalle equazioni

I={Zdw,
fel
"(Z == (— g)ﬂ}gik(RiIc + lyz’przyjkr + % T,’()”Trpk + “i‘—,prpi 17"1)7; - Vilmjﬂ.' + V;n lyjﬁk) 3
la condizione 01 = 0 equivale «

Riy—139u9"By=0, Ve&, VbO=0.

11 principio variazionale offre quindi contemporaneamente le equazioni di
Einstein ¢ la determinazione dell’insieme delle connessioni metriche soddisfa-
centi i prefissati vineoli sulla torsione. In particolare, se tutte le componenti
del tensore di torsione sono fissate a priori, il principio offre 1’unica conmnes-
sione metrica avente tale tensore di torsione. Se quest’ultimo & nullo, ovvero
se i 24 vincoli sono 7%, = 0, viene fissata la connessione riemanniana, per
cui in tal caso il metodo esposto si riduce al classico metodo di Palatini.

Conformemente allo spirito del metodo ADM, introduciamo in V, una fami-
glia 2’ a un parametro di ipersuperfici tridimensionali. Una connessione affine V
¢ detta adatiata a X' se & metrica e se per ogni superficie o € X, VX € DYV ),
VY € Do), posto Z = V,Y, allora Z e D*o). Di conseguenza, se V & adat-
tata a X, la restrizione di V su D%(s), detta ¥, definisce su ¢ un’analisi ten-
soriale spaziale.

I1 formalismo risulta semplificato dall’introduzione di una particolare scelta
di basi dell’algebra tensoriale. I noto [4] che data in V, una congruenza I”
di curve differenziabili di tipo tempo, caratterizzata quindi da un campo vet-
toriale tangente o, soddisfacente la condizione (Bo, D) = — 1, e posto (3)

(®) g indica I'applicazione da D' in D, associata a & ¢ definita da

9(Xi3,) = ¢;; Xiw? VX e DL
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= — g(éo), la coppia 50, w® pud essere completata ad una base {5.5, w’} di
D(V,), soddisfacente le condizioni {2;, w’)> = 8, w* = df*, dove le funzioni f*
sono tre soluzioni indipendenti dell’eq. Po(f) = 0 [8],, [13]. Tale base & detta
naturale, ed ¢ fissata, una volta data la congruenza I" e la metrica, a meno
della scelta delle tre funzioni f*. In basi naturali le componenti di @ sono (4)

D = Papr* @ 0f — 0° &) w’ Lt D — ' .

Nel caso in cui Pente geometrico su cui si fonda la teoria e, come nel easo
del metodo ADM, una famiglia di superfici, a questa si pud associare formal-
mente, mediante la metrica incognita, una congruenza normale I, e costruire
una base naturale associata. Tale procedura permette una semplice caratte-
rizzazione della classe delle connessioni adattate a X e in particolare della con-
nessione standard [8],. In particolare, nel caso in cui si voglia caratterizzare
variazionalmente tale tipo di connessione, si ottiene uha forma particolar-
mente semplice delle equazioni di vincolo sul tensore di torsione [3], [11],
vale a dire

(2.2‘&) T =0,
(2.2D) 0 = — Qopa— {00} (12 vineoli),
(2.2¢) T g = — Qoap — {a%} -

Affinché il problema variazionale individui un’unica connessione adattata,
& necessario imporre 12 ulteriori condizioni sulla torsione. La scelta, pit sem-
plice & quella che conduce alla connessione standard V* [8], ,

(2.32) Tog, =0, (2.3b) Tilny=0.

A questo punto il problema variazionale & completamente definito e la
sua risoluzione fornisce i seguenti risulbati

(1) la metricitd della connessione, che, unitamente ai 24 vinecoli su 7,
equivale alla determinazione della connessione standard,

(2) le equazioni di Binstein nel vuoto.

(Y) 11 segno ~ indica che le componenti sono espresse su una base naturale.
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Inserendo una parte dei risultati ottenuti nel funzionale I si ottiene la
seguente lagrangiana

F = (= HR* — B2) + §Roap— Y(Rop Koo — B,5°9) 00 ag}

dove il tensore Kas risulta definito dalle equazioni K= 50 Jap, © si identi-
fica quindi con il tensore di Born associato alla congruenza I [8],.

La lagrangiana pud essere scritta in coordinate {z*} adattate alla famiglia X
di superfici [4],. :

L=y yag— NIy — N Hn,  mob = — Ly(Koh — K2,y8) ,
Ay = pHR* — y (A7) — mapneb)} o= — N s

avendo indicato con y il determinante della metrica spaziale.

Il legame tra base natura e base adattata & definito, a meno di rotazioni
« spaziali », dalla relazione 9, = (1/N )(0/0w, — N=(30z%)), [3], [9], [11]. La lagran-
giana ottenubta coincide con la lagrangiana ADM [2]. Quest’ultima & stata
ottenuta da Arnowitt, Deser e Misner mediante la tridimensionalizzazione
della lagrangiana di Palatini in termini di quantita aventi significato tensoriale
rispetto a una famiglia di superfici assegnate in V,. In particolare la lagran-
giana ADM ¢ espressa in termini della connessione riemanniana definita sulle
superfici. Poiche la risoluzione spaziale della connessione standard coincide
con la connessione riemanniana sulle superfici, non & sorprendente che la
lagrangiana ottenuta dal principio variazionale che fissa la connessione stan-
dard coincida con la lagrangiana ADM.

3 - Teoria linearizzata

In questo paragrafo vengono introdotti alcuni preliminari per lo sviluppo
di un formalismo variazionale per la relativitd generale nel caso di debole
campo gravitazionale.

Sia 7, la varieta spazio-temporale, supposta inizialmente dotata di metrica
lorentziana; vi si introduca una famiglia X di piani paralleli spaziali. Dato
su ¥V, un sistema di riferimento pseudo-cartesiano [10] la forma fondamen-
tale si esprime

@o = Nij; dwl® dmj’

dove nap==1, 7o = — 1, #a = 0, mentre il requisito di spazialith di X si tra-
duce nella condizione che la famiglia di piani sia descritta da una 1-forma «°
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di componenti y; tale che

Ny, =—1.

In particolare & conveniente adottare un sistema di coordinate B = {2}
pseudo-cartesiano adattato a X' [4];.

Nello spirito della teoria gravitazionale linearizzata introduciamo una debole
perturbazione alla metrica spazio-temporale. In B la nunova forma fonda-
mentale si pud scrivere

(3.1) D = (1 + hy) do* @ da,

con |h;| < 1. Anche in questo contesto ha senso introdurre una base natu-
rale. @ associa a X un campo vettoriale normale 3, mediante la relazione
%o = — g~Hw®) e la coppia o, ®° Pud essere canonicamente completata ad una
base naturale 2. Contrariamente a quanto si verificherebbe in assenza di per-
turbazione, d, non & parallelo al campo 8/0x°. Conveniamo di scrivere formal-
mente 8, sulla base associata a B (base adatbtata) secondo la relazione

1 0 0

— e e N
*T N Ox° J\am“'

QA

(3.2)

B noto che, data la metrica di V, (varietd ambiente), risulta determinata la
metrica su ogni sottovarietd immersa [6]. Viceversa, data la metrica sulla
sottovarietd, la definizione del campo vettoriale normale fissa la 4-geometria
sui punti di V, appartenenti alla sottovarietd. Ovviamente nel caso in cui si
consideri una famiglia di superfici, viene fissata la metrica in tutto V,. Cid
lega le funzioni N, N# dell’eq. (3.2) alle componenti della forma fondamentale
di V,. Supposti infatti noti i prodotti scalari (9/0x®, 0/0xF) 4 v, © tenendo
conto della condizione (50, 9/ex®) = 0 si trovano le seguenti espressioni per
le componenti ¢;; di @ su B

Joo = NP Neyss — N2, Gos = N*yspidt Ng, Jap = Yop -

Confrontando con leq. (3.1) si ottiene la relazione fra le funzioni N, N# e 1a
perturbazione h,;

(3.3)  Np=hos+ O(h?), (3.4) N =1—LYhe + O(h?),

dove O(h*) indica termini di ordine superiore al primo nella perturbazione
alla metrica pseudoeuclidea.
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4

4 - Metodi variazionali in teoria linearizzata

Le equazioni di Einstein linearizzate possono essere dedotte dal principio varia-
zionale associato alla lagrangiana

(4.1) F = (i — D+ b, (0, [ — 0 5% 4 (15 U — 112

dove i simboli I, sono considerati dipendenti dalla metrica secondo la rela-
zione

(4.2) Tt = 30281 hyps + 05 ey — Op ligre)

Alternativamente & possibile [1] tratbare i [7;,' come variabili indipendenti
rispetto alla metrica, soggetti perd al vincolo di torsione nulla Iy = I3
in tal caso il principio variazionale offre, variando indipendentemente rispetto
alle componenti del tensore metrico e rispetto ai simboli 1,7, la definizione
di questi ultimi secondo eq. (4.2), e le equazioni

(4'3) ] 3’ - 7‘3‘771‘:'77}”:]371;7; =0 '

dove R}, = 9,1} — 0,1';*. L’insieme delle eq. (4.2,3) ¢ equivalente alle equa-
zioni di Einstein linearizzate. Cid costituisce la versione linearizzata del metodo
di Palatini.

In analogia a quanto descritto in 2, sviluppiamo ora un metodo variazio-
nale che costituisce una generalizzazione del metodo di Palatini «linearizzato ».

ford

Teorema 2. Sia H' c E una sottoclasse di connessioni affini sw Vy carat-
terizeata da m vincoli (m<24) esprimibili come restrizioni algebriche sulle com-
ponenti del tensore di torsione. Dato il funzionale della metrica @ ¢ della con-
nesstone Ve 5, T = I(V, @), definito dualle equazioni

(44) I=[ZLdw,
o

L = (b1 — 0 W) By 4 0 Ris -+ L7y T = 5 X7 T%F + 3 1% Lo
(2 R2,) 0 Ty 4= W0, 17 — 0p L) + 0 L 332 T4
+ Fﬂk” qukq - -lwmkq quk - Fnl:q Tkpa ’

la condizione 0I = 0 equivale a
(4.5) R:zli —% wﬁ”"Rik =0, Ve,

(4.6) als hij - —r'kip Gp; — I‘ka‘p Gip = 0.
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I, @ la parte lineare del tensore di Riemann contratto, per cui le eq. (4.5)
sono le equazioni di Einstein linearizzate, mentre le 40 eq. (4.6) esprimono al
primo ordine la metricita della connessione. Una traccia di dimostrazione del
teorema ¢ delineata in Appendice.

Poiche, come abbiamo visto in 2, lapplicazione del metodo di Palatini
generalizzato alla determinazione della conmnessione standard associata a una
congruenza normale conduce al metodo ADM, allo scopo di ottenere ’analogo
in un contesto linearizzato, e quindi giungere a un formalismo canonico per la
teoria linearizzata, applichiamo il Teorema 2 (metodo di Palatini generaliz-
zato «linearizzato ») alla determinazione variazionale della connessione stan-
dard. Dobbiamo quindi imporre gli opportuni vincoli a priori sul tensore di
torsione, che coincidono con le eq. (2.2,3). Per convenienza, vengono lasciate
libere le quantity, 7% e 79,. Imponendo i vincoli nella lagrangiana (4.4),
essa si riduce a

WD) L= — Sy By 4t By 4 Tt Do — (To05)2 — 0,1

L T8y 4 025(8, T, — 8, T05) — 1208 T+ §503, T + 28570 — 640 Lo T,

Si & tenuto conto del fatto che in base naturale =0, §**=—1, e si &
posto fup = Jup— Oup (i noti che 7@07. = 0). A questo punto le equazioni del moto
si serivono

(£.8), Twp=—1Rus=—%000us, (4.8), T%= ([Cy, o), 0,
4.8), Iy =0, (4.8), Ihi=0,
(4.8), Far = 162350100 + 04005 — 301 -

Le eq. (4.8) sono 64 condizioni che fissano completamente la connessione.
Inserendo tali equazioni mnella lagrangiana (4.7) ed eliminando un termine
che, a meno di O(h?®), costituisce una divergenza spasziale, si ottiene

L = (620 Ky — Re0) 5o 0ns + B* + R¥2 — Jos Bt — L(Kovp)2 L Ko Koo,

dove le tracce sono ottenute per contrazione con la delta di Kronecker e E:;
e R} sono rispettivamente la parte lineare e quadratica nei coefficienti di
Christoffel spaziali del tensore di curvatura associato alla connessione standard
(le componenti B}, e £y, sono nulle [8],).

La serittura di & in base naturale, per definizione stessa di quest’ultima,
occulta quattro gradi di libertd metrici. Per ovviare a questo inconveniente
esprimiamo % su una base olonoma, indipendente quindi dalla metrica; in
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particolare, scegliamo una base associata ad un sistema di coordinate B del
tipo menzionato in 3. Detta {2,, dm?‘} tale base, e tenuto conto del fatto che
sia 1 vettori 0, sia i 2. sono tangenti alle superfici della famiglia X, la relazione
fra le due basi & data dalle equazioni

a(,:—ao——i\r“aa, aa:Sﬂaaﬁ,

dove, come abbiamo visto in 3, le funzioni &N, N« sono legate alla metrica di V,,
mentre §4, & una matrice 3 x3 [3], [11].

Eseguendo il passaggio di base si ottiene, a meno dell’eliminazione di ter-
mini di ordine O(h%) e di divergenze spaziali, la seguente lagrangiana

L coom = $(0PP Ky — o8) 3y O + NR¥ — NO(0 o — D K) - 308 B3t

2

- R¥— 098 — L(I05)? + $ Ko Ko,

dove, conformemente a quanto gid detto,

R = o (@, { Y —aul M ),
o p o p
(4.9)

R*g — (S“B f lu Q — /u' ‘ Q .
(R R )
Le equazioni di Eulero per K ; ne danno la definizione in base adattata (%)

0
(4.10) Kup = 0y0ap — BaNﬁ—— aﬂNa =-—2 {Oﬁ /3} ;

mentre le equazioni per la metrica spaziale forniscono, unitamente alle eq. (4.10),
le equazioni di Einstein linearizzate e relativizzate alla famiglia di superfici.
Introducendo i momenti cinetici n*#

0 L
PO — L(JeB I 0, — {08
aao oaﬂ _,( 13 ) H

FB —

(°) Questa equazione mostra che K,z coincide con la seconda forma fondamentale
definita sulle superfici [6].
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e le abbreviazioni
Hoy=—R¥, W= — 2V, 7ty
H gaom = — 5085 R¥? - 0P RYY — R*2 - L(57155)® — 70ap70%8,
la lagrangiana si pud scrivere
L oom = w80y0pp — N Ay — N8 H g — H geom -

In quest’ultima relazione, poiché, a meno di divergenze e di termini di ordine
O(h?), vale la relazione

08 RYS = R¥2 4 2R%2,

e si pud pensare come

" geom
’yfzoonl = Rﬁ:l(l - ;12055) + B2 + %(nﬁﬁ)z _ naﬂnaﬂ'

Le variabili ¥, N# che compaiono come moltiplicatori di Lagrange, non
svolgono ruolo dinamico [2]. Ne risulta che vengono identicamente soddisfatti
i vineoli #°, =0, 7% ;=0 che coincidono con le eq. G;, =R}, — Ln, R = 0.
Inserendo questi vincoli nella %, si ottiene

geom ¢

gxeom = ;77;9‘/380 606!3 - Zpﬂeom l 'yfs:eom = %2 + ‘]z(nﬂﬁ)z - ﬂgﬁii‘&“[’,
e i 7%, 0,5 sono soggetti ai vineoli /#°; = 0, #5 = 0. L’hamiltoniana H o RLOTL
¢ identicamente nulla e quindi la teoria, confrariamente a quanto avveniva
nel caso generale, offre un’hamiltoniana significativa. Cio era prevedibile, in.
quanto la teoria & invariante rispetto a un gauge molto pit ridotto. Nel caso
della teoria generale, la scelta delle superfici era completamente arbitraria, e
cid corrispondeva alla possibilitd di effettuare trasformazioni di coordinate
del tutto generali. Nel caso linearizzato, la presenza del background piatto e
Papproceio perturbativo vincolano la scelta a una famiglia di piani paralleli,
in quanto solo in questo caso ha senso parlare di piccole deviazioni della me-
trica spaziale dall’enclideitd. Il gauge a disposizione & quindi quello delle tra-
sformazioni di Lorentz.

5 - Energia del campo gravitazionale

L’hamiltoniana .7

" geom?

non nulla, pud essere interpretata come densitd di



[11] METODI VARIAZIONALI E DEFINIZIONE DELL'ENERGIA ... 453
energia del campo gravitazionale. Pilt precisamente si introduce la densitd

0«1
Wy = -—miyfmm s
definita tramite la costante gravitazionale %, che costituisce il legame tra quan-
titd geometriche (5 ,,,) e quantitd fisiche (u,). Per verificare la validita ditale
ipotesi, calcoliamo DP’energia del campo gravitazionale integrando w, su tutto
lo spazio in un caso particolarmente semplice; consideriamo una sfera di rag-
gio I (in coordinate sferiche) di fluido perfetto di densitd di massa propria u
costante, in quiete rispetto a un opportuno sistema di riferimento (pseudo-
cartesiano), identificato con il sistema di coordinate adattato introdotto pre-
cedentemente.

La densitd di energia gravitazionale si riduce nel caso statico a

ct o
(5.1) Uy = — e B

La perturbazione alla metrica lorentziana dentro e fuori la materia & [10]

2%
by = — =

(Sii ’

dove y ¢ il potenziale newtoniano. All'interno e all’esterno della sfera esso &
dato rispettivamente da

: 1 4
5 (1) = — 2muk(R? — 3 72y, 7o (1) = — 3 k31,

dove 7 ¢ la coordinata radiale sferica. Tenendo conto delle ultime equazioni,
la densitd di energia del campo gravitazionale si scrive, rispettivamente all’in-
terno e all’esterno della sfera

2 2
5 - a9 o — - § qr—4
wr(r) = — 5;7;](,#2 2, Ut (1) = — 3 skt R y—4,

Detta £ la regione di spazio occupata dalla sfera di fluido, Penergia del
campo gravitazionale da essa prodotto assume il valore

16
(5.2) B,= [ ue @z + [ und®e = — = 7° u kRS,
o, win ! 6 ¢ 15"
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che coincide con l'energia potenziale gravitazionale newtoniana della sfera di
materia in oggetto.
In base al principio di equivalenza, Penergia della materia & data da

(5.3) By = [ ucr[det (Sap + 0up) A% = [ ue*(1 + 1085) A
0 Q2

4 16
[ 2 23 — 2 g2 ’5.
=3 e R —{—1575 w kR

Questo valore differisce dall’energia della materia in assenza di interazione
gravitazionale (¢? volte la massa di Schwarzschild) per un termine che pos-
siamo interpretare come difetto di massa (negativo). Cattaneo [4], ha proposto
di assegnare al campo gravitazionale una energia pari a questo difetto di massa.
Tale valore coincide con quello da noi ealcolato.

In conclusione, & possibile calcolare l'energia del campo gravitazionale in
due modi:

(1) integrando su tutto lo spazio (eq. (5.1), (5.2)) una sorta di qua-
drato del campo gravitazionale (vedi def. di R*® (4.9));

(2) calcolando direttamente l'interazione fra materia e campo, secondo
la (5.3).
Cid & analogo a quanto avviene nel calcolo dell’energia elettrostatica di
una distribuzione ¢ di carica, che pud essere ottenuta equivalentemente dalle
due relazioni

[ o®)p(x)d®» .

R

[SR It

(1 B,=2 [ |E|*d%, (2)’ B, =

R

Appendice (traccia di dimostrazione del Teorema 2)
(1) La densitd di lagrangiana ¥ cosi definita
Y=YV, @) =Ry + (L7 it + 3125 T 4 317500 — VT
+ V17— 058 Q7 m @™ -+ 6mQ”ﬂ: - e;‘Q”m.-)

A (SR, — B (R, — 0, 17 + 0, 1571 + 0,075 — 0,@7)

¢ costanbe su =, ed & uguale alla densitd di lagrangiana di Einstein lineariz-
zata (4.1). Cid dimostra per computo diretto, in base alla definizione dei campi
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T e @ e alla relazione
Ry = R+ SN2 Nt 4V, N2,0)
(2) In secondo luogo si osserva che le espressioni
V5@ (@) (b — 1) = 3,05
V@7 + (0;Q07) (3R — WI%) = 0,0,

costituiscono divergenze ordinarie, e possono quindi essere eliminate, otte-
nendo cosi una lagrangiana ¥’ equivalente alla lagrangiana di Einstein linea-
rizzata. Inoltre, essendo ¥ costante su =, e tenendo conto della definizione
di ¥, si ha che, assunti come «coordinate » su 5 i campi 7 e @, le derivate
variazionali di ¥’ rispetto ai campi stessi sono nulle

o v
(A1) 0T%  0Qi

(3) Consideriamo ora la densitd

g = 7/) n]k (S Qz]zmQ ok *
Per le eq. (A1) si ha

0 8L
(STl,L - ! (3Qp1'm

— 777‘]: 6 quh + njm ajk o s

a questo punto si dimostra facilmente che la condizione

0L N ,
(A.2) 500, = () implica Q% =10,

Questo risultato permette di enunciare il seguente

Teorema. Dato

(A.3) I=IV,®) = | & dw,

Q
il problema variazionale associato a I nelle variabili V, @ equivale a
(A4) Vid =0 (condizione di metricita ol 1° ordine)

(A.5) R,l, — %nijW’Ler}k =0
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Un noto teorema del calcolo delle variazioni [5] afterma che il porre come
vincolo a priori di un problema variazionale uno dei risultati del problema
stesso conduce a un problema equivalente. Come abbiamo detto, 6.£[0Q;, =0
implica Q';, = 0, e cid prova la (A.4). Inserendo poi §';, = 0 come vincolo a
priori nel funzionale (A.3), questo si riduce all’integrale di ¥'; poiché quest’ul-
timo & equivalente alla lagrangiana (4.1), il problema variazionale offre le
equazioni di Einstein linearizzate nel vuoto (ovvero le eq. A.5).

(5) Sia infine Z'c £ la classe delle connessioni affini soggette a deber-
minati vincoli algebrici sul tensore di torsione. Sussiste allora il Teorema 2.
La dimostrazione procede come mnel caso appena illustrato, tenendo presente
che Pesistenza dei vincoli su V riconducibili & vincoli algebrici su 7' non inva-

lida Vimplicazione (A.2).
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Abstract

A generalized Palating’s method for the analysis of Einstein’s gravitational equations

is proposed in the case of the linearized theory. A Hamiltonian formulation, analogous

to ADM method for the full theory, is then obtained. The theory yields a Hamilionian

which may be interpreted as the energy of the gravitational field. An example for a static
spherosymmetric distribution of matter is discussed.
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