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A, MORELLI ¢ L. NICOLO-AMATI GORTI (*)

Sulla convergenza di certe formule di quadratura (¥*)

1 = Introduzione

Dati un intervallo [a, b] e un intervallo [c, Blc [a, b] si consideri una fun-
zione p(z) definita in [a, b] nel modo seguente

0 per a<r <o, f<<a<b

(1.1) p(@) = 9() per a<e<f,

con g(z) € Lla, B, q. ov. positiva in [«, §].
Fissati tre interi p, ¢, m e posto I = p -+ m -+ g, si scelgano p punti in
[@, «] e ¢ punti in [B, b] nel modo seguente

(1'2) a << §1< §2<'--<§71=“7 ,8=§p+111+1< 571+171+2<~"<§l<b 3

detti poi s un intero >0 e @y, ,, ..., @, gli zeri del polinomio di grado m del

P
sistema di polinomi s-ortogonali in [e, B] rispetto al peso (— 1)e [](@— &)zt
1 =1
1 (@— &;)2t1g(), zeri che (cfr. [1] e [2]) sono reali, distinti e interni a
f=p+m+1
[er; B1, si ponga

(1.3) Sy = @ (t=1,2,..,m).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Applicata, Facolty di- Ingegneria, Via A.
Scarpa 10, 00161 Roma, Italy.
(**) Ricevuto: 11-VI-1979.
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T allora possibile costruire (cfr. [1]), per ogni funzione f(z), analifica in
[@, b] (1), il funzionale lineare puntuale

28

(1.‘4@) &{m[f]: z z Ahif””(&z‘)}

k=0 fe=l
con & dati da (1.2) e (1.3), in modo tale che la formula di quadratura

28

b B 1
[p@) f(w)de = [g@)f@)ds= 3 3 Au.f®E) + 2]

he=0 1=l
abbia grado di precisione I(2s + 1) 4 m — 1, ossia risulti

(1.5) jf)p(w)P(w) dz = o,[P#)],

a

per ogni polinomio di grade <I¥(2s+1)-m—1.
Scopo della presente nota & di dimostrare una proprieta di convergenza,
relativa al funzionale (1.4), ed espressa da

b B
(1.6) lim o7,,[f1= [ p@) f(®) dz = [ g(=)f(x) 4w

m-=»0oQ

per ogni f(#), che basterebbe supporre di classe €*[a, b].
Questa proprietd verrd dimostrata in 3, dopo avere fatto alcune premesse
in 2.

2 « Considerazioni preliminari

Si considerino, nellintervallo [«, b], #» punti arbitrari @, @,, ..., #, con
@y << By < ..o < @, € 1 seguenti polinomi

kil

H (a, — wi)Zs-H

(2.1) () = W{‘ (B =1,2,...,m),

(1) Si suppone senz’altro f(z) analitica in [a, b], giacch®, in tale ipotesi, la cono-
scenza di f(w) nel solo intervallo [o, 8] (su cui si caleola I'integrale) individua anche i
valori di f(z) nei punti (1, 2) (fuori di [«, ] e presi in considerazione nella formula di
quadratura). '
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) = O A ] (@ =@t
(2.2) -Qhk(m) = ‘::ZO ( . ) [D m]mza:h w(2) W

(b=1,2,...,mn; h=0,1,..,2s).
3 ’ b4

I polinomi (2.2), per i valori di & e k ivi indicati, verificano notoriamente le

(2.3) Q) = 8,0 (i=1,2,...,m; j=0,1,..,2s).
Posto
(2.4) d= min (@e.— o), N=(n-1)2s+41),

k=1,24 oy

non ¢ difficile dimostrare che dalla (2.1) segue

1 (28 + 1)t (n 4+t — 2)!

(2.5) I[D‘m]x=xkl S T@E o)

e che, da questa e dalla (2.2), segue la

(b —_— a/)N—H:——-r

(2.6) |94 (@) < 2

{r) __ (r)
Bh,‘zs - ﬂ[h.?s ’

dove B

hy28

indica la seguente somma

281
B, =3 (" T

im 1

N+h+8)! n4+1—2)1(2s + 1)t b—a !
N+h+t=r) m—2)1 (! ' a -

)

Verra ora dimostrato il teorema seguente, che sard utilizzato nel prossimo
numero allo scopo di dimostrare la proprieta (1.6).

Teorema 1. Sia f(x) e ¥*[a, b], ¢ siano x, < @y <<... <@, n punti di
tale intervallo [a, b]. Allora, per ogni &> 0, esiste un polinomio R(x) tale che

(2.7) RO(w) = f™(@,)  (h=0,1,..,25; k=1,2, ..., n),
(2.8) | R®(@) — 10(2) | < & (h=0,1,...,2s; Yo (a,b).

Dim. E noto che, per ogni &> 0, & possibile determinare un polinomio
di Stieltjes S(x) tale che risulti

(2.9) | 80 (z5) — f9(2) | << (h=10,1,..,25; Voe(a,b)),

&
1+ n(2s +1) M,
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dove M,, & dato da (cfr. (2.6))

(2.10) M,=max M) .

hyr=0,1,...,28
Posto allora
(2.11) o= A®(@,)— f®w,) (k=1,2,...,m; k=0,1, , 28) ,
il seguente polinomio di Hermite
(2.12) olx) = 2 Z 01 521 (2)

k=1 h=0

verifica, come & noto (cfr. (2.3)),
(2.13) oM (@) = O (k=1,2,...,m3 h=0,1, ..., 2s),
risultando inoltre, in base a (2.5) e (2.6),

n(2s + 1) M,,

(2.14) le®@) | < e,

dunque il polinomio
(2.15) R(w) = S(x) — o) ,

in base a (2.13), verifica la (2.7) e, in base a (2.9) e (2.14), verifica la (2.8),
essendo

| R®(@) — f™(w) | < [S®(x) — f®(2)| + [o™(@) ]

g n(2s +1) M,
< T Im@sF0 L. T Fa@stOM,  ©

3 ~ Proprieta di convergenza del funzionale /]

Verrd ora dimostrata la proprietd (1.6) del funzionale «7,[f] dato da (1.4),
formulando il seguente

Teorema 2. Sia f(x) un funzione di classe €*[a, b], ¢ siano &, A,
(1=1,2,..,1; h=20,1,...,28) % nodi (1.2), (1.8) ¢ ¢ coefficienti della (1.4);
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per ogni p(x) werificante (1.1) si ha

(3.1) lim 3 Y Ay foE) — 1 p@)fia) as — f g@) ()

M=FO0 fr=Q {m=m]

Dim. Per ogni ¢> 0, sia » (dipendente da é) il grado del polinomio B,(x)
verificante, per ogni @ € (a, b),

(8.2) [ R (@) — f® (@) | < & (bh=0,1,...,2s),
e tale che

RW(E) = f0(E, (J=1,2,...,p; h=0,1,..., 2s),
(3.3)

BPE) =[0E) =pH+m41,..,0; h=0,1,..,2),

Pesistenza di R,(x) & provata dal Teorema 1 (efr. (2.7) e (2.8)).
Detto allora m un intero tale che risulti

(3.4) @+m+g@2s+1)4+m—1>»,

si ha certo (cfr. (1.5))

b
(3.5) | p(@) Buw) dw = o, [Ru(w)] .
Inoltre risulta, in base a (3.2), (3.8), (3.5),

(3.6) ] pta) ) do— S S Ao |

k=0 f=1

8
< | [ g@)[f(@) — Ry()] dav |+ | fgu’v)Rv (@) da — Z z A BP(E)|

k=0 {=1
23 ptm
+ | E E A [BPE)— 1DEN |+ | S S Ag [RP(E) — — (]|
h=0 j=1 h=0 i=p-+1
28 1 28 ptm
+ 12 z+Ahr[R(")(§r)—f""Er]]<8fg Jdw +e 3 3 | Al .
k=0 reptmtl A=0 {e=pil

Per quel che riguarda i coefficienti Apiy con bh=0,1,..,28 i=1p+1, ...
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...y P -+ m si tenga presente la maggiorazione data in [3], in base alla quale

— ) St . i
]Am[<£§—b,—~)—f g@)de, (@F=p +1,.,p+m; h=0,1,..,2s).

! §i—1
Dunque risulta
L 28 pim 28 (f— o) ptm Sy .
(3.) SN < SN e
A0 faptl A= b i=pHl i1

<1+ p—a)-2 fﬁg(a}) da .

Da (3.6) e (3.7) segue infine
b 25 1 B
[ p@) f(@) do— 3 3 AaefD(E) | < el + 201 + f— 2)*] [ gl@) do

e dunque, tenendo conto di (3.4), la tesi (3.1) del teorema.
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Summary

A convergence theorem is given for a continuous linear functional.



