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ALESSANDRO TANCREDI ¢ ALBERTO TOGNOLI (%)

Su una decomposizione dei punti di non coerenza

di uno spazio analitico reale (**)

Introduzione

Sia X uno spazio analitico reale e sia N(X) linsieme dei punti in cui X &
non coerente. In [3] & stato provato che N(X) & contenuto in un sottoinsieme
analitico di codimensione almeno 2, mentre in [2] & dato un esempio in cui
N(X) non & un sottoinsieme analitico di X. In [4] M. Galbiati ha dimostrato
che N(X) & un sottoinsieme semianalitico di X di codimensione almeno 2 fa-
cendo vedere che X ammette una stratificazione semianalitica tale che N(X)
risulta unione di suoi strati.

In questo lavoro si da una diversa e pitt dirvetta dimostrazione del fatto
che N(X) & semianalitico provando il seguente

Teorema 1. Sia X uno spazio analitico reale; Dinsieme N(X) dei punti
n cut X & non coerente é un sottoinsieme semianalitico chiuso di X di codimen-
sione almeno due.

1 - Osservazioni preliminari

Poiché la questione in esame & di natura locale supporremo che X sia un
sottoinsieme analitico di R», irriducibile di dimensione p, tale che esista un
sottoinsieme analitico complesso Y di C», puramente dimensionale di dimen-
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sione p, per il quale sia ¥ N R* = X; si pud prendere per Y la eomplessifica-
zione ben ridotta di X (efr. [4]). Osserviamo infine che il coniugio di C» induce
una antiinvoluzione ¢: ¥ —> Y tale che X = {y € ¥ |o(y) = 4} (cfr. [7]).

Sia ¥ il normalizzato di Y e sia : ¥ — ¥ Papplicazione canonica. Come
& noto, ¥ & uno spazio complesso localmente irriducibile di dimensione p e x
un’applicazione propria con fibre finite; inoltre, se § & il luogo singolare di Y,
7 induce un isomorfismo dell’aperto denso ¥ —z-2(8) di ¥ sull’aperto denso
Y— 8 di Y (cfr. [1]). Ricordiamo che ¥ pud identificarsi con P'insieme delle
coppie (Y,',, y), ove ye Y e I’; & una componente irriducibile del germe Y,,
e che ’applicazione canonica & allora individuata da n(Y;, y) = y. Lia topologia
sull’insieme suddetto viene definita nel modo seguente: se ¥’ & un sottoin-
sieme analitico irriducibile di Y che induce il germe Y;, si considerano gl in-
torni aperti irriducibili ¥ di y in ¥'; gli insiemi ¥ costituiti dalle coppie (V,, w),
ove V. & una componente irriducibile di V, e w € V, costituiscono un sistema
di intorni del punto ( Yq',, y) in Y.

In [7] si prova che Papplicazione é: ¥ — ¥ definita da 6(Y,,y) = (o(¥,),
o(y)) & una antiinvoluzione che rende commutativo il seguente diagramma

N o A

Y —m8m> Y

Y — Y
GI

Definiamo i due sottoinsiemi analitici reali di ¥
E={e¥is@p) =9, X=a4X).

Risulta ovviamente X c X e = induce un’applicazione analitica reale di Xin X
che seguiteremo a indicare ancora con sz. In [7] si prova che se X & coerente
e Y & la sua complessificazione, allora X coincide con X ed & uno spazio anali-
tico reale coerente la cui complessificazione & Y.

Lemma 1. — Sia a un punio di X. (i) Se X; & une componente irriduci-
bile di X, di dimensione p, allora la sua complessificata X; ¢ una componente
irriducibile di Y,; inolire il punto & = (X, a) ¢ in X e dimg Xr = p. (i) Se &
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é il punto ( ;, a) di X e se dimy (Y N Rr) < p, allora dimyg Xa<p, in parti-
colare se dimy, X, < p, allora dimpg Xy < p per ogni §e€xa) N X.

Dim. (i) Si vede subito che X, & una componente irriducibile di ¥,.
Poiché una antiinvoluzione trasforma germi di componenti irriducibili in germi
di componenti irridueibili (efr. [7]), o(X)) & una componente irriducibile di Y,
che, nel nostro caso, deve coincidere con X ; invero, se cosl non fosse, essendo
X c X! n (X)), risulterebbe dimy X <P, in contrasto con le ipotesi fatte.
Sl vede subito che in ogni intorno di ¢ in X cadono punti che sono immagini
inverse secondo  di punti regolari sia per X che per Y, per cui si pud conclu-
dere che dimp X~ = p.

(il) Sia ¢ = (Y a)e X e sia Y’ un sottoinsieme analitico irriducibile

che induce il germe Y ; possiamo supporre che ¥’ sia un intorno di & in ¥.
Risulta ¥'N XCyrl(Y'ﬂ X) e quindi si ha dimg A;<]).

2 « Imsiemi semianalitici

Per le proprietd degli insiemi semianalitici di eui avremo bisogno rimandiamo
a [5] e [6]. Mantenendo le notazioni usate fino ad ora porremo

X, = {je X|dimg X, = p}, Or = {feX|aimg X, <p}, CO2=X—-2X,

-~

NX,, A'=gz(dy, A*=a(d?).

B
Q) |
>
i
B

Lemma 2. A e A? sono soltoinsiemi semianalitict di X; risulta inol-
tre dim Al<p—3 e dim A2<p—2

Dim. Cominciamo con l'osservare che l'insieme # dei punti in cui X
& regolare di dimensione p & un sottoinsieme semianalitico di X; essendo poi

~

M= X, anche quest’ultlmo & semianalitico in X. B allora ovvio che * = X — X,
& semianalitico in X e quindi anche in ¥, giacché X & chiuso; analogamente
si vede che C* & semianalitico in X.

Iinsieme Ct & contenuto nel luogo singolare dello spazio complesso nor-
male ¥; di conseguenza deve essere dim Crcp —2.

D’altro canto sia & = (Y' ) un punto di C2; allora G(Y') & una compo-
nente irriducibile di ¥, diversa da Y., per cui dimg (Y N X) < p. Nesegue
che dimp X, < p e quindi dim C2<p —1.

Si vede ancora subito che A1 e A2 sono entrambi semianalitici in ¥; aven-
dosi poi 1N A1 =@ e 0* N A2 = §, risulta dim A'<p —3 e dim A*<p — 2.
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Infine, poiché = & un’applicazione analitica propria con fibre finite, si pud
concludere che A* e A2 sono sottoinsiemi semianalitici di X e dim At<p — 3,
dim A2<p —2.

Lemma 3. Se aeX — A' U A% ogni componente irriducibile di dimen-

\

stone p del germe X, é coerente.

Dim. 8ia Z, una componente irriducibile di dimensione p del germe X,;
per il Lemma 1 il punto d = (Z,, a) & in X, — C* U (. Siano rispettivamente
Z e Z i sottoinsiemi analitici irriducibili che inducono i germi Z, e Z,. Restrin-
gendosi opportunamente in un intorno di a si pud supporre Z = Z N X e che
2 s j‘{' sia un intorno aperto di 4 in X che non incontra C* e contenuto in X ;
di conseguenza possiamo assumere

(%) Zn¥=7n2%,.

Sia ora # un punto qualunque di Z. Osserviamo intanto che Z, non ha com-
ponenti irriducibili di dimensione minore di p giacché dalla () segue dimpg 5(;;
= dim, }9 =p per ogni §€Z N ¥. Siano Z, ..., Z" le componenti irridu-
cibili di Z,; ancora dalla (x) segue che i punti &; = (Z:, #) sono in X per ogni
i=1,..,n,. Avendosi dimg X’a =p, per ogni 1=1,..,n, dal Lemma 1
segue subito che la dimensione della parte reale di ogni Z non pud essere in-
feriore a p. Da quanto detto segue che per ogni # € Z il numero delle compo-
nenti irriduecibili di Z, & uguale al numero delle componenti irriducibili di Z,;
essendo infine dimy %, = dimg Z, per ogni « € Z, possiamo concludere che Z
¢ il complessificato di Z il quale risulta quindi coerente.

3 - Dimostrazione del Teorema 1

Sia 7' 'insieme dei punti @ € X tali che in X, esistano componenti irridu-
cibili di dimensione strettamente inferiore a p e sia ,, X=T—A410U A2
Tenendo conto del Lemma 3 si vede subito che ,_, X & un sottoinsieme anali-
tico di X di dimensione al pit p —1.

Proveremo il Teorema 1 per induzione sulla dimensione p facendo vedere
che risulta

N(X) = N(,_.X) U A1 U A2,

Cominciamo con l’osservare che, se & N(,_,X), per la definizione di , ,X
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esiste una componente irriducibile non coerente di X, di dimensione stretta-
mente inferiore a p e quindi deve essere x € N(X).

D’altro canto sia ¢ N(X); per il Lemma 1, ogni punto £exn(z)N X,
& del tipo £ = (X;, x) ove X; ¢ la complessificata di una componente irridu-
cibile X; di X,. Se X’ & un sottoinsieme analitico irriducibile che induce il
germe X, per la coerenza di X, si pud supporre che per ogni ye X'N X
ogni componente irriducibile di X,', sia fissa rispetto alla antiinvoluzione o e
quindi che sia X mf’: XnXQ’. Ne segue che X ha dimensione p in un
intorno di £, per cui £¢ C* U (2 e si pud concludere che z EATU A2,

Viceversa sia # un punto di X che non sia in N(, ,X) U 41U 42: se
ze T, allora we, X, ed essendo = ¢ N(,_,X), tutte le componenti irriducibili
di dimensione strettamente minore di p sono coerenti; d’altro canto, dal Lemma 3
segue che sono coerenti anche le componenti irriducibili di X, di dimen-
sione p, per cui = ¢ N(X).
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Summary

Let N(X) be the set of non coherent poinis of a real analytic space X; in this paper
we find a decomposition of N(X) into semianalytic subsets.






