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GIUSEPPE ARCA o RADU ROSCA (*)

Variétés parakihleriennes

possédant la propriété de Poisson (**)

Les varietés parakihleriennes ont ét¢ étudies la premieére fois par P. Li-
bermann [4] et d’une maniére générale elles peuvent se définir comme
étant des C=-variétés pseundo-riemanniennes (M, g) neutrales (de signature
(n, n)) munies d’une structure kihlerienne (fci I'opérateur # des structures
complexes est remplacé par Vawtomorphisme involutif %). Si Q = DI LN/ o
{e=1,...,0; «'=a -+ n) est la forme symplectique canonique sur (M, g) les
formes 0 et 0~ sont dites assocides dans une base de Witt définie par Q. Dans
cet article on étudie les variétés parakihleriennes telles que les crochets de
Poisson {0 0+'}, par rapport & £ de tous les couples (6%, 64"y soient nuls.
On dit dans ce cas que la variété (B, g) posséde la propriété de Poisson. Bu
égard & une définition de @’Atri et Nickerson [3] il est prouvé que toute variété
parakdhlerienne qui posséde la propriété de Poisson posséde aussi la Propriété
de la divergence.

Si g, (M, Q) — (I, D) est un symplectomorphisme canonique (6,02 = Q),
on établit les conditions nécessaires et suffisantes pour que la propriété de
Poisson se conserve sur (M, £2). Finalement il est prouvé que toute variété
parakihlerienne qui posséde la propriété de Poisson est feuilletée par n surfaces
parakahleriennes 83 douée chacune d’une immersion z: Sy — M eylindrique
dans M et dont Vinvariant arithmétique de Chern est 2.

(*) Indirizzo degli AA.: G. Arca, Istituto Matematico, Via Ospedale 72, 09100 Ca-
gliari, Ttaly; R. Rosca, Faculté de Sciences et Techniques, Département de Mathéma-
tiques, Sfax, Tunisie.

(**) Ricevuto: 6-11-1979.
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1 - Soit (M, g) une variété parakihlerienne de dimension 2n (une telle
variété peut se définir comme étant une variété pseudo-riemannienne de signa-
ture (n, n) et ayant une structure kihlerienne [4] et soit 7,(M) Vespace tan-
gent & M en chaque point p € M. On sait [3] qu’a une base réelle de T,(M)
est injectivement associée une base réelle de Witt (ou W-base). Si 8, et S;
sont deux espaces vectoriels self-orthogonaus [7] de méme dimension n, on a
la décomposition de Witt

(1.1) Ty M) = S,(M)® 8,(M) .

Le couple (S, S;) définit un automorphisme # satisfaisant #? = -+ 1[5]
eti 1 ha€ 8,, Iy € S; (c==1,...,n; o'=a-+n) sont les vecteurs isotropes
(véels) de la W-base, on & Xha = hay, Uh, = —h,. S1 Z(M) est le fibré des
repéres parahermitiens [4] et % = {h,},<,<on € Z(HM) un tel repére, on &

(1.2) Choy bg> = Oap .

Soit {64} 1a base duale de {h,} et j et u les isomorphismes définis respecti-
vement par la métrique g= 22,05 6" de M et la 2-forme symplectique
Q = Z.0570¢ échangeable avee g (u: X —1i,0Q2; XelT,(M); iy produib
intérieur par le champ X). La métrique g et la 2-forme £ sont les deux
laissées invariantes par le groupe symplectique Sp(n, R).

La variété (M, g, 2) est structurée par la connexion

(1.3) Vh, = 05@ h,,

oll 6% = 12,0° sont les formes de connexion sur le fibré Z(M) et I}, € C=(M)
sont les coefficients de connexion. De (1.2) on trouve facilement

(1.4) 05+ 65 =0.

D’autre part la structure kihlerienne de M implique que la matrice M de la
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connexion V soit une matrice de Chern-Libermann, /7, , = [ Oﬂ 0 1.
ﬂl

La connexion V étant sans torsion les équations de structure sont en
vertu de Pexpression de ./#,_,

(1.5) d0s = 05705, A6 = 08" A0,
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et

(1.6) 405 = Q5+ 031007, A0 = Q3 - 05 A0%

ol QF et .Q;f sont les 2-formes de courbure. Par la suite,‘ dans la W-base
considérée, le covecteur 6" e S.* (M) sera appelé Vassocid de §« e SHM) (resp.
he Yassocié de h,,) et 8,(M) et S;(M ) respectivement le premier ef le second
espace self-orthogonal.

2 —~ Nous disons que la variété parakihlerienne (M, g, 2) posséde la pro-
priété de Poisson si au voisinage de chaque point p € M il existe un repére
Z = {h,} tel que le erochet de Poisson {0, 05"}, par rapport & la structure
symplectique Sp(n, R)de (M, g, 2) soit nul pour tous les couples de covecteurs
associés. En vertu de la définition générale on devra écrire

(2.1) 0% 0} = Z,m10m G107y Q= im0 23 2 =10,

00 Pp=1,-d - d-iy est la dérivée de Lie dans la direction X. Mais £ étant
fermée on déduit de (2.1)

(2.2) i, (A0%) + 4, (A6") = 0 .

A Taide de (1.5) on obtient de (2.2) pour tout couple d’indices («, ') les
relations

(2.3) =0, UL.,=0, =0, P,=0 (B=a).
Eu égard & (2.3) on déduit de (1.3)
(2.4) (Vi b =0, Viyha=10) = [ha, h,]=0,
et les champs vectoriels associés commautent.
D’autre part si 5 = 02A...AO0°AO0Y A...A8" est la forme volume canonique
sur M, on a par définition
(2.5) &= (divh,)y.
Conformément 4 D’Atri et Nickerson [3] si au voisinage de chaque point

p €M d’une variété M (orientable) il existe un repére dont les vecteurs
de base soient de divergence nulle, on dit que M possede la propridié de
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la divergence. Dans le cas qui nous occupe il vient & Paide de (1.4) e (1.5)
(2.6) divhe = Zplly,  divh, = Zsliy

et compte tenu de (2.4) on trouve aussitdt

(2.7 divhe=10, divh, =0.

Ainsi tout variété parakihlerienne qui posséde la propriété de Poisson
posséde aussi la propriété de la divergence.
Si nous considérons maintenant le symplectomorphisme canonique o, [5]

i~ I} Nt 1 r
(2.8) 0 =t.0% 4+ A:0%, 0% = i 6=, ty, Ae € C=(M) (ne passomimer sura)

(23

les champs vectoriels duaur symplectiques sont définis par
(2.9) la= ,u—l(ﬁa) == Ayha — tahar Lo = lu~1((§a') =z

Cherchons sous quelles conditions la propriété de Poisson est invariante par o, .
Bu égard aux propriétés du crochet de Poisson dans T:(M) et compte tenu
de (2.2) on trouve aprés calcul

dta _ .

(2.10) Iiho;(1ta =90 ’ ihadla =0 et == (Il’hzv t—) 0“’.
o

o

Tes conditions ci-dessus sont aussi suffisantes et elles expriment que les
fonctions tx et 1. sont invariantes par ha (les indices se correspondent) et que
les covecteurs 0o' sont conformes & diafta. On a donc le

Théoréme. Toute variété parakidhlerienne qui posséde la propriété de Pois-
son posséde aussi la propriété de la divergence et les vecteurs associés de la W-base
commutent. En outre les conditions nécessaires et suffisantes pour que la pro-
priété de Poisson soit imvariante par un symplectomorphisme canonique ¢, Sont:
(i) les fonctions tuy, Ax (ax=1,2, ..., 1) qui définissent o, sont movariantes par les
vecteurs ha (les indices se correspondent) qui forment la base vectorielle du pre-
mier espace self-orthogonal associé & la W-base; (ii) les covectours 0" (o =a-t-m)
qui correspondent au second espace self-orthogonal associé 4 la W-base sont con-
formes @ diafts.
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3 — A Taide des relations (2.3) il est facile de voir que toute distribution
bidimensionnelle parahermitienne est involutive. Considérons par exemple la
distribution D = {h, hg} dont les variétés intégrales maximales (feuilles) sont;
des surfaces parakihleriennes Ss. Si nous notons pour des raisons de simplicité
avec les mémes lettres les éléments induits par I'immersion (proprie) @: Sz~ M s
la forme de soudure de Sp est

(38.1) dp = 608Q@ hg + 08" ® by, (ne pas sommer sur g').
B

En tant que sousvariétés parakihleriennes dune variété parakihlerienne,
on sait que ces surfaces sont minimales [5] (le vecteur de courbure moyenne,
ou de Bompiani, est nul en chaque point de Sp) et que Vimmersion x est
substantielle [8]. '

Les sections normales (isotropes) du sous-fibré normal T(8p)* sont définies
par les (2n — 2) vecteurs isotropes by by (r=1, ..., -1, B-+1, ..., n; 7 =rl-n).
En nous rapportant & (1.3) et compte tenu de (2.3) on trouve que les secondes
formes quadratiques fondamentales I, = (dp, Vh>, 1, = (dp, Vh,) associées
4 o sont définies par

(3.2) =1 0F @O0, 1,=15-08R 06 (ne pas sommer sur f) .

Eu égard & (2.3), Pexpression ci-dessus de l. et 1, montre aussitét que 1'im-
mersion @ est cylindrique et que Vinvariant arithmétique de Chern associé 4 x
est 2.

Supposons maintenant que les deux champs vectoriels hs et Ry qui définis-
sent le plan tangent 7',(Sp) soient des champs de Killing. Cette propriété
s’exprime d’une maniére intrinséque par

(B:3)  Vuhay 20+ (Vo hg, 2> =0, Vb, Z' 4 (V, by, Z5 =0,

VZ,Z' € T,(8s). Bu égard & (1.3) et compte tenu de (2.3) on trouve aprés
calcul

(3.4) =0, I,=0,
et par conséquent I =1, = 0.

Toutes les secondes formes fondamentales associées 3 Iimmersion étant
nulles, cette immersion est, conformément & la définition générale [2], totale-

ment géodésique, propriété qui est en accord avee le caractére général minimal
de 8. On a done le
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Théoréme. Toute variété parakihlerienne possédant la propriété de Pois-
son est fewilletée par n swrfaces parakihleriennes Sp douées chacune dume im-
“mersion x: S —> M cylindrique dans M et dont Dinvariant arithmétique de
Chern est 2. 8i en outre les deuw vecteurs isotropes qui définissent le plan tangent
en chaque point de Sp sont des champs de Killing, Vimmersion @: Sg— M
est totalement géodésique.
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Summary

Let (M, 2,q) be a parakdhlerian mantfold and let Q2 = 26"‘/\9"" (o0 = 1, w13

23
o' = « + n) be the canonical symplectic 2-form on M. The paper studies the case in which

M has the Poisson property, i.c. in the neighborhood of any point p € M ihere ewists a
“coframe (6%, 0%y such that all the Poisson brachets {6%, 6%}, with respect to 2 vanish.
It is shown that in this case also the divergence property holds on M. HMoreover M is foliated
by n parakahlerian surfaces whose immersion in M is cylindrical.
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