Riv. Mat. Univ. Parma (4) & (1980), 261-209

VITTORI0O MANGIONE (¥)

Sulla curvatura di una varietd riemanniana

dotata di una %-connessione simmetrica (**)

1 - Introduzione

Nei lavori [6]1,2 sono state considerate e rappresentate, su una varieta
riemanniana V, le connessioni simmetriche della classe @ (1). Questo lavoro ¢
dedicato allo studio delle proprietd di curvatura della varietd V in relazione
a questa classe di connessioni e ad una sua sottoclasse notevole (n. 2).

Sia I" una connessione del tipo accennato. Si stabilisce anzitutto la sim-
metria del campo di curvatura di Ricei relativo a I (teor. T,, n. 3). Si mette
poi in evidenza come fra i campi tensoriali di curvature, curvatura proieftiva
¢ di Ricci relativi a I', sussistano alcune relazioni formali del tutto analoghe
a quelle che legano i corrispondenti campi relativi alla connessione di Levi-
Civita ﬁ (rel. (12), (13), n. 3). Interessanti proprietd dei campi di curvatura
relativi a I" sono poi contenute nei corollari C,-C, del n. 3. Semplici condizioni
su I" si traducono nella coincidenza fra i campi di curvatura relativi a I e

quelli relativi a I" (teor. T,, T;). Se poi I' & speciale (n. 2), le differenze dei
campi di cuwrvatura omonimi, relativi a I" e I, risultano parallele nella con-
nessione di Levi-Civita (teor. T,, n. 3).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italiy.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 23-XI-
1978.

(') Ved.[6],,. Tale classe & caso particolare della classe delle counecssioni affini A
per le quali la A-divergenza di un qualsiasi campo vettoriale contravariante della
varietd coincide con la divergenza classica.
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In alecune osservazioni, riunite al n. 4, sono indicate condizioni necessarie
e sufficienti, sulla connessione I, perché la varietd V risulti piaita, proietiiva-
mente piatta, simmetrica, proicttivamente simmetrica, & Ricci o di Ricoi speciale
(o0ss. 0,-0;, n. 4).

Il n. 5 & dedicato alle varietd, proiettivamente piatte rispetto « I'.

11 teorema T, dd una caratterizzazione di queste varietd, mediante una
relazione tra i campi di curvatura relativi a I' e segnala altre proprietd di tali
campi. Altri risultati riguardano le varietd proiettivamente piatte e simmetriche
rispetto a I' (cor. C;). Nel teorema T, si oftiene una notevole proprietd del
campo vettoriale della trasformazione proiettiva e si mostra come condizioni
su questo campo si riflettano sulla struttura di V. Infine, il teorema T, mostra
come le varietd proiettivamente piatte rispetto a I" possano essere caratberiz-
zate mediante la trasformazione di curvatura definita dalla connessione.

2 - Preliminari

Sia V una varietd riemanniana di dimensione n > 2 e classe ¢! (1>4), # un
punto di V, I lo spazio lineare dei campi tensoriali di tipo (r, s) su V. Sia
poi g il campo tensoriale simmetrico di 77 e di classe O® che definisce la me-
trica su V (?).

Indicati con o, & gli omomorfismi di simmetrizzazione, di emisimmelrizza-
zione di 7 relativi ai primi due indiei di covarianza, conviene considerare
anche isomorfismo involutorio o = o — ¢ (3); analogamente si denoti con I
I'omomorfismo di emisimmetrizzazione sui primi tre indiei di covarianza.

Sia ora I una connessione simmetrica su V appartenente alla classe Z; cioe
una connessione simmetrica soddisfacente alla relazione divyv = div v per ogni
campo v di 7} di classe C* (%).

Posto, come & lecito,

(1) I'=I'+22(),

(2} Per le nozioni fondamentali che intervengono si veda, p.e., [8], cap. 1,2, 3;
[91, cap. 1;[10].

(®) Introdotti in 7§ dagli analoghi omomorfismi di 77.

(3) Le connessioni della classe 2, definite mediante la nozione di divergenza gene-
ralizzata, sono state introdotte e studiate da V. Mangione e A. Vezzani nei lavori [6]; .
In virth della formula generale di rappresentazione (13) del secondo lavoro, I'esistenza
di connessioni simmetriche della classe 2 & ricondotta all’esistenza di campi simmetrici
di 7. ‘

(5} Ved. p. e. [8], cap. 3, p. 132-133; [6],, n. 5, p. 281.
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o
essendo " la connessione di Levi-Civita ¢ 2 un campo tensoriale simmetrico
di /3, le connessioni simmetriche della classe & sono caratterizzate dalla con-
dizione

(2) GE=0().

Q o
Siano poi D e D gli operatori di derivazione covariante rispetto a I, T
gh op )
rispettivamente; se & soddisfatta anche la condizione

(3) DI=0 ®,

la. connessione I' verrd detta speciale.

o
In particolare, la connessione I" definita dalla metrica ¢ & una connessione
simmetrica della classe 2 speciale (Z=0).
B utile nel seguito la relazione

(4) DE=DEA 2a(5Q ) — ER 5) .

o

0o [+]
Siano ora R, R; P, P; #, % i campi tensoriali di curvatura, di curvatura
O
proiettiva e di Ricei, relativi a I') I', rispettivamente. Come & noto, per 7, in
virtt della simmetria, sussistono le relazioni

) R=R+2DX+ 2329 %),
(6) P=R—2e?)® -+ 2:(0® 2) (%),
dove
1
(7) '@:——97261'@*%2_1‘3“% ()

(°) Ved. [6];, teor. T,, p. 105. In generale ¢i & la applicazione tensoriale di contra-
zione relativa allo ¢-esimo indice di contravarianza ed allo j-esimo indice di covarianza
(ved. p.e.,[2], p. 45).

(?) Llesistenza di I' soddisfacenti la (3) & riportabile alla esistenza di campi ten-
soriali simmetrici di 7 paralleli nella connessione di Levi-Civita.

(%) Per le (5), (6), ved. p.c. [8], (4.22a), p. 141; (1.12), p. 289. ¢ & il campo ten-
soriale di Kronecker.

(°) Ved. [8], (1.13), p. 289.
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Nel seguito interviene anche la relazione
(8) ¢ DR = 2¢DZ (1°) .

In particolare, operando sulla (5) con c; e tenuto conto della (2) segue

o o
1 T

(9) R=R+ DI q2),
avendo indicato con ¢(X) il campo tensoriale quadrato associato a X, cioe

6 (Z® X).
Se I' & speciale, le (5), (9), tenuto conto della (3), divengono

(10) R=R+2aAZR Z) (M),

I

(11) B=R— q(Z) .

3 - Prime proprietd dei campi di curvatura

Le premesse del numero precedente permettono di mettere in evidenza
aleune proprietd dei campi di tensori di curvatura relativi a I' e di stabilire
per essi alcune relazioni formali che, in base ad una osservazione del n. 2,
generalizzano quelle che legano i corrispondenti campi tensoriali relativi alla

o

connessione di Levi-Civita I
o]
Innanzitutto, dalla (9), tenuta presente la simmetria dei campi tensoriali 2,
o
DX e ¢(X), seguono subito i teoremi:

T,. Il campo R di Ricei relativo a I' & simmetrico.

o

T,. Condizione necessaria ¢ sufficiente affinche sia =X ¢ che g(2)
o]
= DX
In particolare da T, discende che la connessione I" & equiaffine, ciod I' con-
serva 4+ volumi (12). Inoltre tenute presenti le (7), (6), (8), per % tensori P, R, %

(1% Cfr. nota precedente, (5.27), p. 147.

(1) La (10) sussiste, pilt in generale, per una arbitraria connessione simmetrica
soddisfacente la (3).

(*2) Ved. p.e. [3], p. 706; [8], p. 144. Il risultato segue subito dalla (5.8) a p. 145
di [8].
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sussistono le relazioni

(12) P =R—n_le(é®92) (*),
i w—2
(13) ;. DP = o] ¢;DR .

Sussistono inoltre i corollari:

C,. Se P=R risulta #=0; e vicoversa.
Q o o]
C.. Se =% risulta P— R = P— R; ¢ viceversa.
C;. La simmetria del campo D# equivale alla condizione ¢;DP = ¢! DR = 0.

C,. La simmetria del campo DR implica la seconda identita di Bianchi per
il tensore di curvatura proiettiva relativo alle conmessione I’ ().

11 corollario C; segue subito dalla (12). Per C,, sottraendo dalla (12) Panaloga
relativa alla connessione di Levi-Civita si perviene alla

§

(14) P—BP=R-R— i18(5®(%—j)),

n

da cui segue subito P’asserto. C, segue immediatamente dalle (8) e (13). Infine,
per dimostrare C,, facendo agire 'operatore D sulla (12) e successivamente
I'omomorfismo B di emisimmetrizzazione (n. 2), poiché risulta E(DR) = 0 (%),
si ottiene

(15) BE(DP) = li_znz«w(e(a@ @) .

Si verifica poi con calcolo diretto che il secondo membro della (15), nell’ipotesi
di simmetria di D, risulta nullo.
Si supponga ora che la connessione I sia speciale. Sussistono i teoremi:

(%) Nel caso particolare della connessione di Levi-Civita = ]o’) ved. p. e. [9],
(3.33), p. 18.

(1) Ved. p.e., [8], (5.21), p. 147.

(35} Cfr. nota precedente.
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T,. La simmetria del campo DX, Pannullarsi del tensore quadrato q(2), &
o e}

condizione necessaria ¢ sufficiente perché risulti R = R, #= Z, rispettivamente.
] e 0
T,. I campi R— R, P— P, #— R, sono paralleli nella connessione i

Levi-Civita (*°).

In virt del teorema T,, nelle (8), (13) e nel corollario C;, ’operatore D
di derivazione covariante rispetto a I' pud essere sostituito con I’operatore 13
relativo alla connessione di Levi-Civita (*7).

Per stabilive T, e T, si procede cosi. Dalle (10), (11) tenuto conto che, in
base alla (4), risulta eDX = 2¢d}(X® X) si perviene subito al teorema T,.
Tlasserto del teorema T, si ottiene subito tenendo conto delle (10), (11) e,

per il campo P — P, della (14).

4 - Conseguenze geometriche

Conviene ricordare che la varietd V si dice sémmetrica, proiettivamente sim-
metrica, & Ricci, relativamente alla connessione Iy se risulta DR = 0, DP = 0,
DZ = 0, rispettivamente. In particolare V & piatta, proiettivamente piatia, di
Ricei speciale relativamente o I'y se risulta rispettivamente R =0, P =0,
Z = 0. .

Nel caso che I" si riduca a I, le rispettive varietd si diranno, semplicemente,
simmetriche, proiettivamente simmetriche, di Ricei, piatte, protettivamente piatle,
di Ricei speciali (18), rispettivamente.

Cid premesso, nelle osservazioni che seguono sono indicate alcune condi-
zioni relative alla connessione I, che implicano appartenenza della varietd V
ad alcune delle classi sopra definite con riferimento alla connessione di Levi-
Civita.

0,. Se il campo & — ¢, DX — q(X) é parallelo rispetto « I, V é una varieta
di Ricci; e viceversa.

0,. Se #=cDX+ ¢(X), V ¢ una varieta di Ricei speciale; e viceversa.
In particolare se V & di Ricei speciale rispetio a I' la condizione si riduce alla
X)) =—c D2

0 O
(16) L’essere R = R (teor. Ty) ed il parallelismo di R —E (teor. T,), sussistono,
piit in generale, per qualunque connessione simmetrica soddisfacente la (3).
(1) Basba infatti rvicordare che i risultati accennati sussistono in particolare con
o
riferimento alla connessione di Levi-Civita I ‘
(18) Quest’ultime vengono anche dette di Einstein speciali.



[7] SULLA CURVATURA DI UNA VARIETA RIEMANNIANA ... 207

In particolare, quando la connessione I' & speciale, rvisulta:

0;. Se R, P, Z sono paralleli nella connessione di Levi-Civita, V ¢é, rispet-
tivamente, una varieta simmetrica, proiettivamente simanetrica, di Ricei; ¢ vice-
versa. La parte diretta sussiste, ovviamente, se V ¢, ordinatamenie, una varietd
piatta, proieltivamente piatta, di Ricci speciale, rispetto o I

Q (o)
0,. 8¢ DZ# ¢ simmetrico, anche DR & simametrico; e viceversa (*°).

O;. Condizione necessaria ¢ sufficiente perche la varietd V sia piatta, di
Ricoi speciale, é che si abbia, rispettivamente, R = eDX, # = — ¢(X). In par-
ticolare, se V ¢ piaita, di Ricci speciale rispetio o I, le condizioni precedenti si
riducono, ordinatamente, a DX = 0, ¢(¥)= 0.

I risultati diseendono senza difficoltd dalle relazioni e dai teoremi dei
nn. 2, 3.

5 = Varietd proiettivamente piatte rispetto a I’

Sussiste il teorema

T;.

5

Se V ¢ proiettivamente piatta rispetto « I, risulta

2
(16) B=_——e0®%);

 —

e viceversa. Inoltre il campo :DR & nullo ¢ il campo DZ & simmetrico.
L’asserto discende subito dalle (12), (13) e dal corollario C, del n. 3.

B immediato il corollario

C;. Sia V proiettivamente piatia rispetto a I'. Se V ¢ simmetrica, piatta,
rispetto a I', V ¢ rispettivamente di Ricei, @i Ricci speciale rispetto o I

Sia ora # un punto di ¥ ed U un intorno coordinato contenente z. Conviene
ricordare che, se V & proiettivamente piatta rispetto a I, esiste in U un
campo p di vettori covarianti (campo della trasformazione protettiva) tale che

(17) . T=p@p—Dp (¥).

(*?) Le varietd riemanniane a campo D% simmetrico sono pil generali delle varietd
di Ricei e godono di interessanti proprieta. Ved. p-e. [4] e il lavoro [7] dove sono chia-
mate varietd di épo A,.

(2°) Ved. p.e.[8], (1.5), p. 288.
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Sussiste il teorema

T,. Se V ¢ proiettivamente piatta rispetio a I'y il campo p ¢ I-irrotazionale.
In particolare, se p & parallelo rispetio a Iy il campo di Ricci X & singolare ¢ Ve
wna varieta di Ricei relativamente a I'. Se p ¢ I'-solenoidale la curvatura scalare
di V relativa a I' & non negativa.

Invero, poiché # & simmetrico (teor. T;, n.3), dalle (7), (17) segue

(18) 2= 1—n)(p@p— Dp).

Dalla (18) appare che o¢Dp = 0 onde p & [-irrofazionale (*!). Anche nei casi
particolari Passerto segue senza difficoltd.

Sia ora (a, b) una coppia di vettori controvarianti tangenti a V in «, hnem—
mente indipendenti, ed R(a, b) la corrispondente trasformazione di curvatura (**).
Se v & un vettore contravariante tangente a V in @, risulta R(a, b)v = cic} o
(R® a® b® v).

Geometricamente, — } R(a, b)v rappresenta la parte principale dell’inere-
mento subito da » nel trasporto parallelo mediante la connessione I' lungo
un eciclo infinitesimo relativo ad @, apparbenente al 2-spazio vetforiale definito
dalla coppia (a, b) (*3).

Cid premesso, tenuta presente la (16) ed una osservazione di E. Borto-
lotti (*4), sussiste il teorema

T,. Se V ¢ proiettivamente piaita rispetto a I, allora, per ogni v, il vettore
R(a, b)v appartiene al 2-spazio definito da (a, b); e viceversa.

Come & noto, vari Autori hanno considerato la classe delle varieta V a
connessione affine A per le quali il trasformato di un qualunque campo vet-
toriale contravariante, mediante la trasformazione di curvatura relativa ad una
qualunque giacitura in un punto « di V, appartenga sempre & quest’ultima.
Il teorema T, afferma che se 4 & una connessione simmetrica della classe 2,
le varietd V appartenenti alla classe sopra accennata sono, tutte e sole, quelle
proiettivamente piatte rispetto a .

(21) Si noti che il campo vettoriale p, in virtd della simmetria di I risulta anche
irrotazionale in senso classico. Ved. [6],, teor. T;.

(22) Ved.[5], p. 133.

(23) Ved. p. e. [8], (4.1), p. 138; 3], (1), p. 703; [1], p. 57.

(24) [1], nota (*4), p. 80; [3], p. 703. '



[9]

(1]

(2]
(3]

(4]
[5]

(6]

(7]

(8]
191

(10]

SULLA CURVATURA DI UNA VARIETA RIEMANNIANA ... 209

Bibliografia

E.BorrororrI, Geometria delle varietd a comnessione affine, Ann. of Math.

N.
Al

P.

G.

K.

(IV) 8 (1930-31), 53-101.
BourBaxki, dlgebre, 3, Hermann, Paris 1958.

Cossu, Propriete di cwrvatura di wna particolare classe di varield a connes-
sione affine, Atti Accad. Naz. Lincei Rend. (VI) 8 (1949), 702-707.

DEsat and K. AMUR, On symmetric spaces, Tensor, 29 (1975), 119-124.

Kopavasur and K. Nowmizu, Foundations of differential Geometry, 1, 11,
Interscience, New York 1963-1969.

. MANGIONE e A. VEzzaNI; ], Due classi di connessioni sulle varietd rieman-

niane e quasi hermitiane, Rend. Sem. Mat. Univ. Politec. Torino 34 (1975-76),
97-110; [+], Teoremi di rappresentazione per le connessions della classe D e
di aleune sue sottoclassi notevoli, Riv. Mat. Univ. Parma (4) 2 (1976), 277-285.

B. Rizza, Campi irrotazionali ¢ di Willing sw una varietd compatta, Rend.
Mat. (1-2) 19 (1960), 143-167.

. A. SCHOUTEN, Ricci calculus, Springer, Berlin 1954.

Yaxo, Differential geometry on complew and almost complex spaces, Perga-
mon Press, Oxford 1965.

. Yawo and 8. BoCHNER, Curvature and Betti numbers, Princeton Univ. Press,

Princeton 1953.

Summary

Properties for the curvature tensor fields of the riemannian spaces with a symmetric
Z-connection I, are studied. A geometric condition gives « characterization Jor the case
of I'-projectively flat manifolds. Some properties of projective transformation vector field
are also obtained. Conditions on I’ lead to characterize Ricei spaces, special Ricei spaces,
symmetric spaces and riemannion spaces for which the covariant derivative of Ricei tensor
i3 symmelric.






