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Alcuni risultati

relativi alle colorazioni I, d’un grafo (**)

1 - 8Sia ¢ = (V,8) un grafo non orientato, F: NxP(V) — P(V) Vappli-
cazione che ad ogni (s, 4) € NX P(V) associa F(s, A) = {X CA: diam, X <s}.
Siano inoltre X , Kooy ooy Youy Yig, ... due famiglie di s.i. non vuoti di V tali
che Y, =7V e, per i>1, X, eF(s, Y. ,,), |[X;,| = max|X| X e F(s, Y.,
Ifi’srz Yz'__1,s - Xz‘,s (1)

Se y, & il numero s-cromatico di G [9]., ¢ la classe di tutti i grafi, posto
d, = |X,,|, 4, = y,— d,, in [4]; abbiamo provato che

(i) 3 = Min| Y, .|, affinché esista un grafo @ tale che A, = 1.
In questo lavoro dimostreremo che

(i) 6 = Min] Y. ,|, affinché esista un grafo G tale che A, — 23

(i) 9 = Min|Y,,|, affinche esista un grafo G tale che 4, = 8.

Nel provare la (iii) daremo un grafo (non planare) con [V]=24, | X,,|=15,
| Y12]=19, v, =18, A, = 3, rispondendo cosi (ma solo parzialmente) ad un

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, via Cesare Battisti, 98100 Mes-
sina, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 11-X-1978.
M) {X,,} & una partizione di V, {&;};>¢ & una partizionedi ¥, .. Si ha inoltre
<
160l 2 | Xty Y 2R¥ 00,0 Yoy = 0, U X0

j=1
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quesito, segnalato in [4], ed in [4];, relativo all’esistenza o meno di grafi tali
che A,> 2. Rimangono aperti altri problemi che segnaleremo in 4.

2 — Dato un grafo @ = (V,8), indicheremo con G+ il grafo tale che
V(Gs) = V(&) e {z,y}e S8(G) se e solo se d(z,y)<s, con G il grafo comple-
mentare di G. Per accoppiamento M di G s’'intenderd un insieme M C S i cui
elementi siano a due a due non incidenti; un vertice @ si dird saturo in M se
& estremo di uno spigolo se M. Se 4, BCV, per accoppiamento di A in B
s'intendera un accoppiamento M di G che satwri tutti gli elementi di A e tale
che se we A, {x,y}e M, allora ye B.

Teor. 2.1. (i) Fissati ¥,,, AeF(s, X)), per ogni j <<1i, j=1, esiste in
@ un accoppiamento M; di A in X;,.
(i) Per ogni X, X, j << 4, esiste in G un accoppiamento M,;; di X,
in X;,.

Dim. (i) Se J & il sottografo di G generato da X, v A4, proviamo che
in J° si ha |I(Y)|>|Y]| per ogni Y CA (%)
Infatti se per un Y C A fosse | Y| > [I.(Y)], si avrebbe

X;, VY- I(Y)eF(s, Yias, X, VY — IW(Y)] > P.INP

contro le ipotesi (efr. def. X, ;). Essendo J¢ un grafo bipartito in 4 ed in X,
la tesi segue dal teor. di Konig-Hall, [2], p. 128, applicato a Je.
(ii) Segue direttamente dalla (i) per 4 = X,,.

3 — In questo numero, dato un grafo @ = (V,8), indicheremo con K
un’applicazione iniettiva di X,, in un insieme ¢, i cui elementi si diranno
colori. Tn aleuni dei teoremi seguenti, per pervenire alla tesi, si cerchera di
estendere K a tutto 1 in modo che diventi un’opportuna colorazione L, di G.
Indicheremo, inoltre, con M, N elementi di ¢ — K(X,,). Diremo che un ver-
tice y e V— X, & (L,-) colorabile con un colore w € K(X,,) se, indicato con &
il vertice di X,, tale che K(z) = w, si ha d{z,y)>s + 1. Se ye Yy, indi-
cheremo, infine, con C(y) Pinsieme dei colori we K(X,,) tali che y sia colo-
rabile con .

Lemma. Dato un grafo G = (V, 8), sia ACV un insieme tale che

1) AeF(s, Y,

() Se Tyw) = {y € V: d(m, y)<s}, si ha, per YCV, I'y(X) = ().,

Ter
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oppure

(2) esiste una partizione {T'} di A con T, F(s, Yoo, AT, T)=s+1,
i ==,

Se V— (AU X,,) é Li-colorabile con h colori, allora A,<h.

Dim. (1) In tali ipotesi esiste in G* un accoppiamento M, 4 in X,,.
Se y e 4, si pud porre K(y) = K(x), ove » € X,, & tale che {z,y}e M, in G-.
Si ha la tesi assegnando ai vertici di V — (X1, U A) b colori w; ¢ K(X,,).

(2) Per ogni T; esiste in G° un accoppiamento M, di 7, in Xy,
My= U M; & un accoppiamento, in G, di A4 in X, .. Procedendo, allora,
come in (1) si perviene alla tesi. ’

Teor. 3.1. Se G=(V,8) & tale che [ Y,:1 <8, allora 4,<2.

Dim. Se |Y,,|<5, per il Teor. 3.2 di [4], si ha 4,<1. Supporremo, dunque,
| Y| =6,7,8 ed indicheremo rispettivamente con (A), (B), (C) i casi in cui
e Y, |= 6 7,8. Porremo Y, = {y1, ¥s, ...} con y, € X, ,, ¥, € X;,, per u < v,
1<i<j; Xy,= {w, @, ...}. Osserviamo che per | Y,,| <2, oppure per
| Y..|=3 e diam Y,,>s+ 1, o per |X;,|=1, la tesi segue immediatamente
dal Lemma (1) ove si ponga A= X,, e h=2. Se |Y,,|=3 e diam Y, .<s,
siha | X,,|= 3, 4, 5 in (A), (B), (C) rispettivamente. Se Yo, = {Yusr Yurs Yusals
per il Teor. 2.1 possiamo supporre d(y,, Yurs) =8+ 1, u=1,2,3. La (A) segue
allora direttamente dal Lemma (2) ove si ponga, per fissare le idee, T,={y.},
Ty = {Yuy}- La (B) [risp. la (C)] segue dal fatto che, supposto w; e C(y,) per
¥: € X, ,, poiché almeno uno dei vertici di Y,., ad esempio y,,,, & necessa-
riamente colorabile con un colore w 5% w, [risp. # Wy, Ws], Si pud porre
K(y) = Kyuy) = M, Kg) = E(gs) = N, E(fups) = o

Fatte queste premesse, potremo supporre nel seguito Yo, |>4, |X,,]>2.
Necessariamente sard 2< | X, |<4.

(1) Sia |X,,|=2. Segue |X,,|=2. Se | Xy,[=1, la tesi segue dal
Lemma (2), ove si consideri che, esistendo in & un accoppiamento di Aaq
in X, ,, Pinsieme X, ; U X; , & L-colorabile con due colori. Sia, quindi, | X, s|=2.

(A) La tesi segue dal Teor. 2.1, (ii), per il quale esiste in G* un accop-
piamento di X,, in X, 3sy ¢ dal Lemma-(1), ove si ponga 4= =X, , e si consi-
deri che X,, U X,, ¢ Lg-colorabile con due colori.

(B) Sia d(y,;, y:)>s + 1 per ¢ = 1, 3, 5. Per il Teor. 2.1 esistono in G+
un accoppiamento di X, in X, ed un accoppiamento di X,y in X, ;. Se, dun-
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que, & d(yy, ¥s)>s -+ 1, Ay, y)=s+1 (o, in modo analogo, d(¥u, Yura)
>s§ -1 per u=1,2), la tesi segue dal Lemma (1) poiché¢ Iinsieme {Y1,s Yo s,
Ys, ¥} & L,-colorabile con due colori e si pud porre A = {y;, ¥s}; se, invece,
& Ay, y)>s + 1, Aye, ¥5) =5 + 1, AYey ¥s)>s + 1, Ay, ye)>s + 1, la tesi
segue dal Lemma (2) poiché Vinsieme {y,, ¥4, ¥} ¢ ripartibile in insiemi T';
e {Ya, Y5, ¥s, Y-} & L,-colorabile con due colori.

(C) Sia [X;.|=2 (cioe Ay, ys)<s). Per il Teor. 2.1 possiamo sup-
porre d(Y., Yuia)>s + 1 per w=1,...,6. Se d(Yu, Yura)>5 + 1 per u = L2
(0, in modo analogo, per u=3, 4), si ha la tesi per il Lemma (1), ponendo
A = {y,, ys}. Se invece, & Ay, Yusa)>s + 1 per u = 2,4, AdYu, Yurs)>8 + 1
per w = 1, 3, la tesi segue dal Lemma (2) poiché W= {3, ¥s, Yo, ¥s} & riparti-
bile in insiemi 7, e ¥,,— W & L,-colorabile con due colori. Sia, quindi,
| X5, =] Xs.|=1 con d(y., Yuro)=s+1per w=1, .., 4 Se d(Yu, Yurd)>s + 1
per u = 1,2, si ha la tesi seguendo il mede31mo pmcedlmen’oo fatto mnel
caso precedente. Supponiamo, dunque, d(y;, y¢)>$ + 1, A(¥., ¥s)>s + 1. Sia,
inoltre, d(y,, ¥,) >s -+ 1. Se & d(ys, ¥s)>s + 1 [risp. d(ys, ys)>s + 1], la tesi
segue dal Lemma (2) poich® W = {y1, ¥a, Y2, ¥s} [¥i8D. W = {§1, Yo, ¥z, ¥s}] &
rvipartibile in insiemi T, e ¥, ,— W & L.-colorabile con due colori. In caso
contrario & d(ys, ¥.)<s per u = 3, 6. Segue d(y;, ys)>s -+ 1. Si ha, quindi,
la tesi ponendo K(y,) = K(ys) = K(y,) = M, K(y,) = K(ys) = N, ed osser-
vando che {y., y,, ¥s} & ripartibile in insiemi 7',.

(2) Sia |X,,|= 3. Essendo | Yp,| > 4,s0n0 possibili soloi casi (B), (C).

(B) Se |X;,|=3 la tesi segue dal Lemma (2). Infatti supposto
AWy Yus) > + 1, w=1,2,3, dys,y:)>s -+ 1, Pinsieme W = {Ysy Yo, Ya} ©
del tipo 4 e ¥, ,— W & L.-colorabile con due eolori.
Se |A,,S|_., a tesi segue dal Lemma (1). Infatti supposto d(¥u, Yuys) >s+1,
w=1,2, dy;, ye)>s + 1, P'insieme Y, ¢ L, -colorabile con due colori, essendo
A(Y,, y)>s+ 1 per w=4 o per u =5, ¢ si pud porre 4 = X, ;.

(C) Sia | X, |=38 e d(Yu, Yuya)>s + 1 per u=1,2, 3. Sia, inoltre,
|X,,|=1. Supponiamo, dapprima, che esista un vertice di X,, U X,,, ad
esempio yﬁ, a distanza maggiore di s sia da y, che da y,. Se dy;, y.)>s + 1
per u = 7 o per u = 8, la tesi segue dal Lemma (2), essendo W={y1, ¥z, ¥, Ys}
L, co]omblle con due colon e Y, ,— W ripartibile in insiemi 7';. Sia, dunque,
Ay, yu)<s per u="7,8 Se |0J7 [>2, o, in modo analogo, [Clys) | >2
[visp. se O(y;) — (C’(y,) U C(ys)) # 0], si ha la tesi attribuendo a y, un qual-
siasi colore di C(y,), & ¥,, ¥s una coppia di colori distinti (3) di C(ya), Clys)

(®) Una tale coppia di colori distinti esiste sicuramente essendo d(y,, yg) <s (cfr.
Teor. 2.1).
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rispettivamente, a ¥y, un colore di CO(y,) — {K(y,)} [visp. a ¥, ¥s, ¥s colori
qualsiasi appartenenti a C(y.), C(y.), C(y,) rispettivamente, a ¥, un colore di
C(ys) — K{y., ys}), e ponendo K(y,) = K(y,) = M, K(y.) = K(y;) = N. Sup-
poniamo, quindi, che sia C(y,) U C(ys) = O(ys), [Cly.)|=|C(ys)|=1(%).

Poniamo C(y,) = {o}, Clys) = {#}, Oys) = {a, B}, Poiché almeno un ver-
tice y; € Xp . — {y,} & tale che Cy,) — {«, f} # 0, posto i = 2, w € O(y.) — {«, F},
si ha la tesi attribuendo a #; un colore qualsiasi di C(y;), a ¥, un colore di
Cly,) — {K(ys)}, e ponendo K(y.) = o, K(y) = K(y,) = M, K(ys) = K(y,)
= K(ys) = N.

Dimostrato questo caso, supporremo che y, e y, non siano entrambi a
distanza maggiore di s da un medesimo vertice di X, U X;,. Osserviamo che
se esiste un indice u € {1, 2, 3} tale che d(y., ¥,)>s+1, A(Yuys, ¥,)>5+1, Ove
{v,v'} = {7, 8}, la tesi segue dal Lemma (2), essendo W= {¥., Yurs; ¥os Yo'}
ripartibile in insiemi T'; ¢ Y, ,— W L,-colorabile con due colori. Supporremo,
quindi, che una tale condizione non sia verificata (5). Sia, per fissare le idee,
AYs, Ys)>s5+1. Segue d(yr, ¥o) <8, AYq, ¥2)<8, AYs, yu)>s+1 per we {4, 5}
Sia =15 (se ¢ u =4 si procede in modo analogo). Segue d(ys, ¥,) <5 per
v=>5 ¢ per »= 2. Necessariamente & d(v., ¥,)<s per (u,v) e {(1,7), (4 8)}.
Segue d(y,, ¥,)>s-+1, ove w'= (2-+4u)/3. La tesi segue allora dal Lemma (2),
essendo W = {Yio_o, Y13_v) Y150y ripartibile in insiemi 7; e V— (WU X,,)
L,-colorabile con due colori.

Bsaminiamo, adesso, il caso in cui & |X,,|= 2 (ossia d(y., ¥s)<s). Sia
Yy Yurs) >8+1 per w =1, ..., 5. Se d(Yu, Yurs) >8+1 per v =1 0 per « = 2,
si ha la tesi per il Lemma (2), ponendo 4 = Y,,— W dove W = {¥.,
Yutss Yutey Ysy Yo} € Ls-colorabile con due colori. Sia, dunque, d(¥., Yuye)<$
per w=1 e per u = 2. Essendo diam {y,, ¥., ¥, ¥s}>s+1, possiamo sup-
porre d{y., ¥s)>s+1. Supponiamo, dapprima, d(y., ¥.)>s+1. Se d(y., ¥,)<s
per ogni (u,v) e H = {(2, 4), (5, 1), (8, 4), (5, 7)}, si ha una partizione di ¥,
in insiemi X, del tipo {., ¥s, ¥s}, {1, ¥s, Y2}y {¥a}y {¥s}, gid esaminata. Sia,
dunqgue, d(y., ¥,)>8-+1 per almeno un elemento di H. La tesi segue, allora,
dal Lemma (2), essendo W={y._1, Yos1) Yis(utuprrpusrzy (°) ripartibile in insiemi
T, e Y,,— W Lcolorabile con due colori. Sia d(y,, y:)<s. Segue d(ys, ¥s)
>s8-+1. Si ha, inoltre, d(y;, ¥s)<s: infatti se fosse d(ys, ¥s)>s+1 si avrebbe
una partizione di Y, in insiemi X,, deltipo {5, ¥z, ¥:}y {¥s, ¥s: Yo} (¥} s}

(4} Infatti dev’essere |O(y,)] < 2, |Clyg)| < 2, Olyy) — (Clyq) U Clyg)) = ¢. Se fosse
inoltre O(y,) = CO(ys) = {«}, sarebbe necessariamente C(y,) — (Cly,) U Clyg)) # ¢ (cfr.
Teor. 2.1).

(®) Ciot se {v,v'} = {7, 8}, allora d(y,, )28 + 1 = Yy s Yuts) <8 © Yy, Yuia)
Zs4+ 1= d(yv”yu)ss-

(¢) Se 2,2 e R, 25 0, R[2/z'] & il resto della divisione di z per 2'.
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gia esaminata. In modo analogo & d(y., ¥.)>s-F1 per we {5,6} (7). Si ha la
tesi per il Lemma (2) considerando che, se w =5 [risp. w = 6], linsieme
W= {Y2, ¥s, Y=, Ys} [risp. W={y., ¥, ys}] & ripartibile in insiemi 7', e ¥, ,—W
¢ Ls-colorabile eon due colori. Procedendo in modo analogo, si ha la tesi
anche per [X,.|=2.

(3) Sia, infine, |X,,| =4. Siha [Y,,|=4 (caso (C)). Se (ay, o, %, czy)

4 8

e[] Oy, (w1, 1w, w,, w,) € [] Clyy), per il Teor. 2.1 possiamo supporre
i=1 i=5 i

oy 7 o per ogni 4y j = {1, ..., 4}, 4 7 j, e w; 55 w; per ogni ¢, j = {1, ..., | X;,|}
i = j (*). Indicheremo, inoltre, con u un colore, se esiste, distinto da o, a,,
Oy Oy . Sara inoltre d(Y., Yu+)> s + 1 per w=1,..., [X, .

Sia, |X,,|=4. Poiché |{w} N {as, &, ot,}| <1, possiamo supporre w,
7= Otgy 0. e {wy, we} O {p, oy, 05} 5= 0, si ha subito la tesi. Infatti se w,
[visp. w,] € {, o, @a}, 1 pud porre K(y,, ..., ys) = (‘xla M, o[ N, Nlows], wy, M,
w,[ N1, Nw,]). Sia quindi, {w;, w,} = {o, ®}. In tal caso si ha la tesi ponendo
Ky, ooy ys) = (M, N, oy, g, M, N, w0y, w,).

Sia |X;,|= 3. Possiamo supporre d(y,,ys)>s-1. Nel caso {u, oy, oo}
N {wy, wo}s= O la tesi & immediata. Infatti se w, [visp. w.] € {u, oy, o} si pud
porre  K(ys, ..., ¥s) = ([ M], M[ots]y oty 0ty wi[M], M[rw.], N, N). Sia, quindi,
{10y, wo} = {otg, oty}. Supponiamo d(y,, ys)>s+1 (0 d(ys, ys)>s+1: in tal caso
si procederebbe in modo analogo). Se «; = w, si ha la tesi (?). Sia w, = «,.
Segue w, = oy, ¢ quindi w, € {u, a;, 0}, Osserviamo che, se w, € {u, a1, oty 03}
si ha la tesi. Infatti se w, € {u, oy, ot} si pud porre K(y,, ..., ys) = (M, N, a,
oy, M, N, w;, wy). Se wy = o, 8i pud porre K (yy, ..., ys) = (M, xo, N, cty, M,
oz, IV, o3). Sia, quindi, w, = «,. Segue d(ys, ¥s)>s+1 (29). Si ha allora la tesi
ponendo K(yy, ..., ¥s) = (ots, 0tay M, N, x4, oy, M, o). Se, invece, & d(ys, 7.)<$
per w = 5 e per u = 6, si ha w, € {u, oy, o} €, quindi, la tesi per K(yy, ..., ¥s)
= (M, N, o5, 00y, M, N, w0,, w0,).

Se ¢ |X,,|=2, la tesi segue direttamente dal Lemma (1), ove si consideri
che ¥Y,, ¢ L,-colorabile con due colori e che si pud porre 4 = X, ,.

Il teorema risulta cosi completamente dimostrato.

(") Se fosse, infatiti, d(y,, y5) <s, d(ys, ys) <5, si avrebbe una partizione di ¥, in
insiemi X, . del tipo {ys, ¥, ¥s}: {¥s> Ye: ¥os {¥1}s {¥a}

(8) Se Y15 s Yn € Yy g, Ay, 4;) <8, 1, S I, esistono in X, , b vertici distinti ay, ..., z,
tali che d(y,, ;) =s + 1. 8i ha allora K(=z) e C(y,) e K(z,) 5% K(x;) per ogni 4,j
=1, ., b 057

. (%) Basta porre K (¥, ..., ¥g) = (o, cty, M, 0t , cta, N, M, N).

(%) Infatti si ha C(y;)= C(ys)={o;} e quindi, per il Teor. 2.1, non pud essere

(Y5, yg) < 8.
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4 — In [4], abbiamo provato che
Teor. 4.1. Se in un grafo G si ha | Yy, <5, allora 4,<1.
Dimostriamo che

Teor. 4.2. (i) 6 =Min|Y,,|, affinché esista un grafo G tale che A, = 2.

(i) 9= Min|Y,|, affinche esista un grafo G tale che A, = 3.

Dim. Per provare la tesi basterd dimostrare che esistono almeno due
grafi @, i=1,2, ed un se IV tali che IY, (G| =30 + 1), A(G) =i -+ 1.
La (i) e la (ii) seguiranno, allora, rispettivamente dai Teor. 4.1 e 3.1.

Sia, dunque, Ky, un grafo di verbici 4y, ¥a, ... ed isomorfo al grafo com-
pleto con 3(i + 1) vertici, Hyqn un grafo di vertici 2y, 2, ... ottenuto dal grafo
completo costruito sui suoi vertici con Pesclusione degli spigoli {2, 25,11} DeT
§j =1, ..., 4+ 1. Siano, inoltre, T, il grafo costituito dal ciclo di vertici (nel-
Vordine) i, &, &g, T3, ¥g, &; © dallo spigolo (x5, @5}, T il grafo costituito dai
cieli di vertici (nell’ordine) @;, %g, Lay Ty, X5y L5 & L7y sy T O dagli spigoli {@,, .},
{@;, @546} per j=1,2,3, (@), @554} Der j=4,5. I grafo G, = (V,;, 8, tale
che V,= V(T)V V(I,) Y V(Hzips), 8= S(T) vV S(H;is) Y S(Hyip0) U U,
dove (1)

U= U {{wia i’/i} U} U {{Zz‘, f’f'a'+i+1}} % U {{?/a', zu}} y

7eNgits 4eNitq (4,u)eN ;4 gXNp s

uE j24—2, j—i—1,J

& tale che |V;|=8i-8, |Yi,|=3i+3, do= 5i+ 5, p.=6i+6, 4
= i+ 1. Da cui la tesi. Per verificare tali valori si pud osservare che il grafo
G2 & costituito da 37 -+ 3 vertici isolati e da ¢ 4 1 cicli di lunghezza 5. Segue
che un insieme Be F(2, V (G) ¢ costituito dai 3¢ 43 vertici isolati di G? e
da una coppia di vertiel p,, p., tale che {pi, po} & S(@?), per ogni ciclo di lun-
ghezza 5. Da cui dyo(@)) = 5i -+ 5, | Y= |Vil— do = 3i 4+ 3. Per determi-
nare il numero 2-cromatico di G,, osserviamo che agli elementi di un insieme
del tipo B vanno attribuiti 57 -+ 5 colori distinti e che si pud porre K(g)
— K(py), K(g) = K(ps), per ogni coppia ¢, ¢. tale che {(ps, @} € S(G). Al
vertiei rimanenti, c¢he sono ¢4 1 (uno per ogni ciclo), bisogna necessaria-
mente attribuire colori tutti distinti. Da cui y, = 6i -~ 6. Segue, infine,
Ay = ys— dy =1 + 1.

(1Y) Se helN, si pone Ny, = {1, 2, ..., b}.
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5 — I risultati ottenuti sono in relazione con altri determinati in lavori

precedenti. Tissato un $>3, in [4], avevamo provato che sup 4,(F)= + oo
. GeP

ove Z & la classe dei grafi planari. Per s = 2 avevamo solo segnalato esistenza
di grafi (planari) tali che 4, =0, 4, =1, A4, = 2. 1l grafo G, del Teor. 4.1 &
un grafo econ |V]=24 e 4,= 3, ma non planare. In [4], avevamo, tra le
altre cose, dimostrato che per |V |<11 si ha A,<1. Tali risultati sono tutti
parziali e, quindi, si pud cercare di miQﬁorar]i. Un problema, che riteniamo
importante, ¢ quello della determinazione del sup A.(G), per G planare, anche
se si pud cercare di risolvere il problema prima in ¥ e poi in 2. Un altro pro-
blema & quello di stabilire se esistono grafi con |V |< 24 tali che 4,= 3.
In altre parole, proseguendo la ricerca intrapresa in [4],, si tratta di stabilire
qual’¢ il Min|V| affinché si abbia 4, = 3. Per il Teor. 4.1, tale minimo
¢ minore o uguale a 24. Analogamente, fissato w ¢V, si pud cercare di
determinare (se esiste) il Min|Y,,| o il Min|V| affinché esista un grafo (pos-
sibilmente planare) tale che 4, = u.
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Sommario

Dato un grafo G = (V, 8), si dimostra che detii X;,, Y,  due s.i. di V iali che
X,,CV, diam X, ;<s, |X,| = max {|X]|: ICV, diam X s}, ¥;, = V— Xy, allora

3k = min ¥, ;, h= 2,3, affinché esista un grafo G tale che A|G) = h. Tale risultato
seN
sussiste anche per h = 1. La dimostrazione relativa a tale caso st trova in [4],.
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