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KRzvsz10F MOSZYNSKI (*)

Approssimazione spettrale di un operatore autoaggiunto

con il metodo dei momenti (**)

1 - Introduzione

Sia X uno spazio di Hilbert reale e sia 4: X -» X un operatore limitato,
autoaggiunto, tale che

- (Aw, ) (4a, z)
a = inf ——— b =sup —2-
®F0 (wy w) ’ x#? (.’17, 7")

Sia E(1), con 1 un numero reale, la famiglia spettrale di A4; dunque (v. [1])

(1) A= fz dm() .

a—0

Fissato un elemento z ¢ X, @ s 0, poniamo

0 per A<a,
s
2) (1) = — (B(A)x,x) per Ae(a,bd],
EA R per A>b.

Dalla definizione di F segue che @ & una funzione reale, non negativa e

(*) Indirizzo: Instytut Matematyezny PAN, Skrytka Poeztowa 137, 00-950 War-
szawa, Poland. i
(**) Rieevuto: 8-1X-1978.
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non decrescente, tale che

— T A<a
i @(Z)/ 0 per A<a,
N = jz|e per 2>b,

(ii) D+ 0) = DP(A) per ogni 4 €{(a,b),

(iii) (1) = const. per ogni 4, <A< Us,

se e solo se [B(p.) — H{u)]e=0. -
Siano ora f, g € G(a, b). La seguente forma bilineare

3) (F, )o = [{(2) g(A) AD(2) = (f(4) g(4) z, 2) = (f(4) @, g(4) @)

& un semiprodotto scalare nello spazio C(a, b).

Con tale semiprodotto si pud definire una successione di polinomi orto-
gonali rispetto a (+)s, nel seguente modo (v. [31).

3i pone

P,=0 e P,=-const, con (Py, Pole=1.
Se Py, Py, ..., P, sono gia definiti, si pone

(4) lPk(Z) = Ch-k+1P;.~+1(}~) -+ . P(A) 4 alxk—l-Plu—l()"%

per ogni 1 reale, dove i coefficienti a;; sono definiti dalle seguenti formule

;= [AP{D) P AD()  per (j=Fk—1,%),
(5)

b
Wprpr = J [2:PYAYAD(A) — @y — e >0

Si vede facilmente, che la successione {P;} & infinita se e solo se tutti i
coefficienti a.,, sono positivi. In questo caso si ha anche (P, P)e = 6,:,1.

Nota. In questo lavoro si suppone sempre che Pinsieme dei punti in cui
la funzione @ cresce sia infinito. Da questa ipotesi segue che la successione
dei polinomi {P}, definita da (4), (5), & infinita. Gli zeri di P, sono tutbti
diversi, reali e si trovano in [a, b].
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2 - La matrice di Vandermonde

Sia

V. = 2 E ven

n - a . . . ’

n—1 n—1 sn—1 N1
81 y 82 y S a .. .S'”

dove sy, 85, ..., 8, sono numeri reali.

Poniamo
¢y = (— 1) Proi(s) ’
(8; = 81) o (8 — $,0)(8; — $i41) v (8; — )
dove
P8} = 07781, Say wevy Sixy Siity «ovy Su)
con
07(21, 22y ooy 2,) = "R, e 2 L2, 2y ey ) = 1 .

Ski<p

91

11 simbolo 3’ indica la somma di tutti i prodotti diversi di fattori diversi.

Lemma 1.

(6)

=1 (8; — 81) ou (8, — 8 (8 — Si—:—-l) e {8, — 80) af

Dimostrazione. Si ha

1 n

K
z c;l'lrsr—l - -
r=1 (Sf - 31) (Si - Si—l)(si - Si+1) (Sf - sn) =1

Ma

n

2 (=1 PR (s) s = sv T PETN(s,) — sn 7 Py(s,) - .. (— 1)1 PN, )

=1

=S 8y) e (8 — 88 — Si41) o (S — 8,)

S o sl = (8 —81) e (8 — 89)(8 ~ 8,41) oo (5 — 8,) — Is) .

> (— )Py (s) 5
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Corollario 1.

(7) V=g

F S -

Dimostrazione. Dal Lemma 1 segue

n
di; = 2 ChsT? = 13(sy) = 04 -

=1

Lemma 2. Siano s¥,s¥, .., s¥ gli zeri del polinomio Py appartenente al

sistema di polinomi ortogonali rispetto a (-)e. Allora
b ) b i R
.f I';v()‘) d@(l) _—_“_r [I*;’(ﬂ)]zd(ﬁ()l) (] =1, 27 3’ revy -N) 3
TG -]
con

_ (s — 8¥) v (8 — sT-0)(s — 8%41) oo- (8 — 87)
(87— s7) o (87 — sT0) (8T — i) oo (55 — 83)

Dimostrazione. Osserviamo che I5(4) & il polinomio d’interpolazione di
Lagrange con i nodi s7, s, ..., sy per la funzione [I¥(4)]* che & un polinomio
di grado 2N — 2<2N —1. '

Si ha (v. le formule di quadratura di Gauss [2])

b b
[UF (AR AP = [ 1F(A) Ad(4) .

3 - 11 metodo dei momenti nello spazio C(a, D).

Ogni funzionale lineare e limitato I' € C(a, b)’" ¢ esprimibile come integrale
di Stieltjes del seguente tipo

b
Vie Cla,b)  F(f) = f(2)aP(),
dove @ € VBN (ab).
VBN (ab) & lo spazio delle funzioni di variazione totale limitata, tali che
per ogni @ € VBN(a, b)

D(a)=0, @A) = D(A -+ 0) per ogni Ae(a,b).
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VBN(ab) & lo spazio lineare normato con la norma
b
[Ply=V &= sup z [D(t;,1) — D(t)],
a i

dove la somma si intende estesa a tutte le suddivisioni finite dell’intervallo
(@, b] (variazione totale di @).

Sia ora f,, f., fs, ... una fissata successione di funzioni di C(a, b), tale che
ogni sua softosuccessione finita sia linearmente indipendente.

Siano anche, per ogni N intero ¢, ¢, ..., ¥, funzioni appartenenti a
VBN(ab) . Vogliamo approssimare la funzione & e VBN (ab) utilizzando le

¥

combinazioni lineari 3 ¢j ¢, dove i coefficienti ¢¥ sono calcolati risolvendo il
i=1

seguente sistema di equazioni lineari (metodo dei momenti)

4

(8) Sona =T,  g%=[1(2)ap}d) (i=1,2,.., 7).

=1 a

Teorema 1 (). Supponiamo che valgamo le sequenti ipotesi:

(1) La successione fi,fu, ..., fny ... sia um sistema linearmende completo
nello spazio O(ab). (L’insieme &i tuite le combinazioni lineari finite ¢ denso
in Clab)). :

N
(2) Le funzioni @y(2) = 3 ¢ @7(A), dove i coefficienti ¢ sono ottenuti dal
§=1
sistema (8), siano uniformemente limitati, cioé

WK< oo, VYN  |Buly =\:/ch< K.
Allora, per ogni fe O(ab),
Bf) > B, N>co,  dove  Falf) =[12)as()
Dimostrazione. Dalla completezza di f,, f,, ... segue che per ogni > 0

e f € O(ab) esiste N, tale che per N > N, esistono le costanti o, ..., o che
N

soddisfano la seguente condizione [f— ¥ o¥f,|< e, dove | | & la norma in
je=1

(*) Cfr. in[1], § 55, pp. 119-121.
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C(a, b). Si ha

B(f) = Pu(f) = F(f —

¥

K8 WL

)+ S ol B — Polf — 3 odf) = > al il

r=1 ye1

Ma da (8) F(f,) = Fx(f,); ne segue che per N > N,

P — PN — St Ll + 1l lf = 3 o]

(P14 01 = Sl < (] + K,

essendo | Fy| = |®

VY S

Sia adesso o(A) per 2 reale, una funzione limitata, integrabile, non negativa,
1
con supporto in [— 1,1], e tale che [o(d)dA=1. Per ognié € (a,b) e h>0 tali
e
che a<&—h, £+ h<b poniamo (la funzione peso nel punto &)

1 A— 4
(9) oal(h) = 7 of ""‘h—g ) s fe(2) =7.j. 0z(s) ds

Si ha

b b b
J.fch dq) 7_‘. Qs:h(s) dsq)(}")[ +.’. QEIA()‘) Q)(}") d}" b
e, essendo @(a) = Dy(a) = 0, risultano le medie

J fen(A) AD (A f @(2yar,
(]Ao) a .

j‘ fg,l(}.) d@N(A) ZI Qgh(l) CDN(;s.) aa.

In modo simile, con

/5—7 per A<&

A=1,
T\ per A=¢ ° f( )
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si ha rispettivamente

&
[ fo(A)ydD(R) = [ D(A)ydA,

(11)

Jb fo(2) ADy(2)= frpl\,(z) az;

a

jad() = ow),

(12) 5
J‘d(DN(X) == Q)N(b) .

Dalle (10), (11) e (12) ¢ dal Teorema 1 segue

95

Corollario 2 (v.(Y). 8e le ipotesi (1) ¢ (2) del Teorema 1 sono soddi-

sfatte, allora:

(a) In ogni ]nmto Ee(a,b) ¢ per ogni h > 0 tale che a<§—— h, 5—}—h<b

le medie convergono

b ®
[ 0an() Pu(2) A4 — [ 0sn(2) D(A) A2,  N->oo.

(b) Per ogni & € (a, b)

. :
[@u(2)dh >[D(R)dr, N —oo.

() Dy(d) —D(B), N — oco.

Il punto & si dice il punto di Lebesgue della funzione f, se

hm _H;f f(&y|dt=0.

w0

In ogni punto di Lebesgue & della funzione f I'integrale f (A d/l ha la deri-

vata uguale a f(£).
Ogni punto di continuitd di 7 & un punto di Lebesgue.

Corollario 3 (v.(Y)). Se le ipotesi (1) e (2) del Teorema 1 sono soddi-
sfatte e se le funzioni @y sono non decrescenti, allora in ogni punto & di Lebesgue
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di D, si ha
Dy(&) — D(&) .

Dimostrazione. Sia & un punto di Lebesgue di @. Siecome le @y sono
non decrescenti, per k, A>0 si ha

1 ¢ 1 &tk 1 &4

= Oy A< Dy(§) =7 [ DM dA< 7 [ Pu(A)dA,

h h k £ k £

1 4 é—n &

7 L[ Px(2) AR —[Dy(2) A7) < Dx(8) [ f o(A) A2 — [Dy(R) dA] .

Dal Corollario 2 segue (quando N — co)
1§ &= : 1 &tk & ‘
A [fD(2) dA—[D(2) AA] < lim inf Oy(&) < lim sup Dy(§) <3 [ [ @A)dr— [ D(A)dr].

Se h—0 e k—0, si ha infine

O(&) < lim inf Dy(£) < lim sup Dy(&) < D(§) ,

da ecui segue

lim @y (§) = D(&) .

N->00

Definiamo adesso

_ 0 per A< sy

(13) @i (A =< (¢¥ € VBN (ab)) ,

per 4> s¥

dove a < s¥ < s¥ < ..<s¥<b & una qualunque fissata successione di punti
di (a, b).

Lemma 3. Sia

20; @7 (2) ,

i=1

~

V—“Zlc

i=1

dove ¢, ..., ¢ sONO delle costanti. Allora | P!



[9] APPROSSIMAZIONE SPETTRALE DI UN OPERATORE AUTOAGGIUNTO... 97

N

r<Xlef

=1

Dimostrazione. T chiaro che |@y . Ma

H‘I’?Y E

b
lefly = Vo] =sup 3 | (@) — ¢ (@) | =1, dunque
a Z

[Byly< S |

=1

D’altra parte, se si pone a<a, < 8 < @, < 8) < oo < Wy_; < 85 < Wy< b
si ha

N1 N —1 ¥ N—1
E ! E 2 (97 (@) )!—E lch”()Hnl —Elé’m]—zlc [
==() =0 =1 : de=]

Teorema 2. Supponiamo che le funzioni @) (j=1,2,..., N) siano defi-
nite da (13), dove s7 (j = 1,2, ..., N) sono gli zeri del polinomio Py & grado N,
appartenente al sistema di polinomi ortogonali rispetio a (*)s, ¢ che le fun-
ziont fy, fa, ... stano definite da

(14) fi(2) = A1 (i=1,2,..).

In questo caso la matrice del sistema (8) ¢ la matrice di Vandermonde

1, 1, 1 e 1 “i
N v N N
Ve gy =| T R

(SO (s, (s L (s

La soluzione del sistema (8), [¢], ¢}, ..., c%] & della seguente forma

o

(15) ¢ =[1](A)dD(A) = [IF ()] AD(A) (j=1,2,..,N),

a G

dove 17(A) é definita da (6).
Se la funzione @ ¢ non decrescente, st ha amche la convergenza delle medie

(16) [ 0n(A) Ba(B) A = [ osa(A) B() 2

N> 6

in ognt punto £ € (a,b) e per ogni h> 0 abbastanza. piccolo, dove Og, € UNG qua—
lunque funzione-peso definita da (9).
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Inolire, in ogni punto di Lebesgue & € (a, b) di ®, si ha

(17) Oy(é) — D), N — oo,
ed anche
(18) Dy(b) = D), N - oo

(sempre per @ non decrescenie).
Dimostrazione. Si ha

b, . OGO
g = [ A7 dgf(A) = 2717 (2) | — [ (5 A7) ¢ (4) A2

a

b
= pi—l__ J ( d A AL = b=t — himt - (sY)i-1 = (5V)i-1
3 a2 , i ;

Applicando ora il Lemma 1, il Corollario 1 e il Lemma 2 si ottiene

X b N ) v
i =2c F(f,)= [ 3 el radl)= [ IN(A)dD(}) = f[l“ )2dD(2) .

r=] a r=1

Si vede che nel caso in cui @ & non decrescente, i coefficienti ¢] (j=1, 2, ..., N)
N

lp= > ¢’ (vedi il Lemma 3).
j=1

Dalla prima equazione del sistema (8), per @ non decrescente, si ha

sono sempre non negativi, dunque |y

[Pylv = + e + ... + ¢ = F(1) = D) — Dla),

dunque, tutte le funzioni @, sono uniformemente limitate.
Basta applicare adesso i Corollari 2 e 3 e il Teorema 1.

4 - Applicazione all’approssimazione dello spettro

Sia 4: X — X un operatore lineare, autoaggiunto, limitato di uno spazio
di Hilbert e sia &(2) = (B(A)w, @) la funzione non decrescente, definita in I.

Se 4, & un punto in cui @ cresce, allora 4, & un punto dello spettro di A.
Se in 4,, @ fa un salto, allora 4, ¢ un autovalore di 4.
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Dunque lo studio del comportamento della funzione @ fornisee alcunc
informazioni importanti sullo spettro di A.

Osserviamo che per studiare tutto lo spettro di A occorre studiare il com-
portamento della funzione @ al variare del punto ze X.

In ogni caso puod essere utile avere una approssimazione della funzione @.
Per questo si pud applicare il Teorema 2 di 3.

Consideriamo ora un esempio-modello. Sia I un operatore lineare tale che
il suo operatore inverso 4: X -+ X sia un operatore autoaggiunto e limitato,
definito su tutto lo spazio X.

Supponiamo che solo L sia noto e che si cerchi lo spettro di A. Questa situa-
zione & tipica quando L é, ad esempio, un operatore differenziale con le con-
dizioni al contorno.

Con questo operatore definiamo due successioni {x,}, {g:} nel seguente
modo.

Sia @, un elemento fissato nel dominio di L tale che |z]|=1 e sia gy=1Lx,.

Supponiamo che gli elementi

m—17$07a:1""’$7-'7 Q—-—17q07 %r--quy

(dove @_y = q_, = 0) siano gia definiti; definiamo ¥, 2,1, ¢ry; come soluzioni
delle seguenti equazioni

(19) =&,
(20) Y = U1 @ig1 + e~ Grp Ty
(21) Tp = Gy Qryr + G+ Gy Qe

1 eui coefficienti sono definiti dalle formule

s = (Y, Z;) (j=k—1,%),
(22)

Qg = VIWsys) — a3 — Gy >0

(il procedimento si ferma, se .., = 0).
In questo modo, dopo N passi si oftengono:

— le due successioni:

0, @y, 21, -.ey Ty 0, go, ¢15 ---) G5
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— la matrice tridiagonale simmetrica di ordine N

Agy gy O 0 0 ... 0 o
Ay Gy Gy O 0 0

By=| 0 an ap ay; 0 .. 0 ;
0 0 0 0 0 . Gy N Oy 1n_1

— il coefficiente ay_,y.
Siamo ora in grado di formulare il seguente teorema.

Teorema 3. Siano s7, sy, ..., sy gli autovalori della matrice By che sup-
poniamo tutti diversi dallo zero ¢ diversi dagli autovalori di A.
Siano r] € X le soluzioni delle seguenti equazioni

¥

. s .
) Irf =G+ et (G=1,2,..,N),
i
dove
Ay_ 15 Ox_an_1 -+ Goy
(24) Anj; =

(87— 87) oo (8§ — si) 87 (s§ — sfha) oo (55 — sF)

¢ (x, Qs sono definiti da (19) e (22) rispettivamente. Siano infine @y le funzioni
definite da :

/0 per A < s¥

(P?(A) = \1 (j=1,2,..., N)

» N
per 1> s}

¢ PoOniamo

(25) Dy(A) = 2 cipj(3)  (ef = (], @) -

=1
Allora, le funzioni @y approssimano la funzione D(A) = (B(2) @y, @) (dove Lk

¢ la famiglia spettrale dell’operatore A) nel modo descritio nel Teorema 2 (v. Ie
formule (16), (17), (18)).

Dimostrazione. Basta provare che

b
(26) of = ([ (4) o, wy) = [ 1](2) dD(A) ,

a

e poi applicare il Teorema 2.
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Con le formule (4) e (5) si vede facilmente che
@ = Pp(4d)w,, ¢ = LP,(A)z, = La, (k=0,1,2,..),

dove Py, Py, ... & la successione dei polinomi ortogonali rispetto al semipro-
dotto (+)a.

Siccome s} (j=1,2,..., N) sono gli zeri del polinomio Py, si ha
B = )

(A —s7) Py(s])’

(27) Po(s)(A— s{)I(A) = Py(d) .

Dlaltra parte Py(s}) = (s — s¥) ... (sF — s2)(s7 — s%.) ... (s¥ — s¥), dove
Py(l) = b32% + ...
Osserviamo che differenziando N volte la formula (4) per k=N —1 si

ottiene by} = ay_,xb%, da cui segue

1
bY =
A v Oy _oy_q ... Qpy
(perché b) = 1). Infine
Frory (89 = 1) o (87 — sT)(sF — sTy) oo (sF— s%)
(28) Pusi) = .

Ay _an On_on_y -.o Qg
Da (27) vediamo che
Po(s) (A — s¥I)I¥(A) &y = y .

Poniamo ora +f = 1f(4)z,; dunque P(s?)(4 — s¥I)r¥ = x,. Applicando
Yoperatore L e la formula (28), troviamo che

Po(sT) (¥ — s¥ In¥) = gy,

cioe 77 soddisfa ’equazione (23).

Siccome sf non ¢ un autovalore di A, allora loperatore I — /)1 e
invertibile (il suo inverso & uguale a (I — (A/s7)"1A4) e dunque Pequazione (23)
ha la soluzione unieca.
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Nota. Quando la risoluzione dell’equazione (23) presenta qualche diffi-

coltd si pud sempre applicare direttamente la formula
N N N . 5

(29) o = (¥(A)m,, x,) (j=1,2,...,N),
che ¢ meno economica, ma vale senza nessun ipotesi addizionale su sj.

Si vede facilmente che anche If(4) pud essere calcolato con il solo uso
dell’operatore L.

Osserviamo infine che quando, ad esempio, s§ & un elemento dello spettro
continuo di A4, Poperatore (s7I— A)-' esiste, ma non & limitato, e cosi, in
questo caso, il problema (23) & mal posto.
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