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F. R. MARSICANO (%)

Aspectos cualitativos del problema de tres cuerpos (**)

1 - Coordenadas y ccuaciones del movimiento del sistema para el caso 7; = 0

Sean Py; Py; P, los tres cuerpos de masas respectivamente Mgy My, My
Uoy Uy, Uy los vectores posicion relativos de un punto con respecto a otro

(l> 'ﬁi=.Pi_:.o“—.P{+1.

@ el centro de masas; 7, un versor de referencia con origen en G y parale-
lo a %,; §, el versor normal a i, situado en el plano de los tres cuerpos;
by =i Aj. La terna Gi,,j, k, es por supuesto una terna no inercial y no
principal de inercia.

(*) Indirizzo: Riego Numnez 747 Turdera 1834, Rep. Argentina.
(**) Del Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y T'éenicas de la Republica
Argentina. — Ricevuto: 25-1V-1978.
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Si introducimos los pardametros de Lagrange [2]

¢ P— a7 57 — 2

(2) Py = — Wyyy Wrga = (5, i, — 1)

lamamos M a la masa total M = m, + m; + m, y tenemos en cuenta la
relacion

(3) (F:7i42) — Dipy = ZPipH‘l y

se pueden calcular ficilmente los momentos de inercia y centrifugos del sistema
con respecto a la terna Gi, 9§, k,

Me(Mg -+ M)

Fu= ") S s,
P My(My + M) Py N Py +mg)  2mymg
e M A M W Do »
(4) ‘)
N My My
J:m::i___ji‘___’ Jm-__—_J%:O’

2 1,[ [my 7} 4 Po(Me — W[)]\/z]’ Piga-

Designando con # a la funcién potencial

& M1 Miys
®) U= =5,

0 U

la integral de las fuerzas vivas puede expresarse cOmo sigue Agostinelli [1]

: 2wk 2MU
(6) % = C, (C, == costante) ,

o bien introduciendo las funciones y; de Lagrange
(7) yi = 3l + W — W,
y desarroliando

my + My My + My My + My 2MU

- —q.
®8) 7o T m, T g My T oM, Mg Ty My t
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Por otra parte las funciones auxiliares de Lagrange [2],[1] =, ¥ P; para
el caso. 7, =0 se expresan asf

22522 .2
T =i =0 (Vi + Viez) s

9

9

e

0
Vi ==PiY: + T

donde g es otra funcidn auxiliar de Lagrange dada por
0 = Ugtly — Uy Uy == Ty Uy — o Uy = T U — T Uy -

Con las (9) y (10) es facil desarrollar la ecuacién (P) de Lagrange

2 m; 2 Y
(10) g——ﬁzz————:o

0 M 1My s

[

(0, = constante) ,

en funcién de las y,

Yo 2,02 2,02 < ] Y1 2 002 2,000
rims -+ rimy + 2pomyom,] + ramy - rim?:
(11) mEme [1 2 My = 200 M My ] mEme {ro 0
Ve 2, 2 2,02 | ¢ E 2 Mp*
+ 2pimg my] + —= [rami +riml L 2p,mim] = 0 — ——5%
P 1M My ]| o [romi 4 i mg Do My My | 2 Mg, My

La funcién auxiliar ¢ de Lagrange debe cumplir con la ecuacién (N) de
Lagrange, que en el caso aqui tratado es decir con la condicién 7, = 0 se
simplifica y toma la siguiente forma [4]

ot — 4p* 27'?’}/5 -+ 16 ZP,-PiH Z’Vi‘)/i-n =0.
o 0 0

Las dos ecuaciones (8) (11) lineales en las y, y la ecuacién () cuadritica
en p, permiten hallar las p, en funcién de las r; de las constantes C, de las
fuerzas y C, del momento cinético y de la funcién auxiliar o

(12)  yo=1pulrs; Ci; G35 0% s yr=110r; Ci5 €35 0%, 72 = palrs; Co; O3 @)

Pero en el caso que estamos tratando (7, = 0) los tres cuerpos se mueven
en ege instante eomo un sélido rigido que rota alrededor de @ con velocidad



28 T. R. MARSICANO [4]

angular 2 dada por [4]

(13) 0 = w7 + w, 7—'1 + wky

y o® en ese instante en el cual las #; = 0 vale [4]

(14) 0% = 4 3 PiPisa,

por lo tanto las y, pueden ser puestas en funcién de w, en lugar de g

(18) o= polrs; Cy; C53)5  yi= (5 13 0s; w:) s ve=palrs; O 035 @) .

Ademas los 77, (en el caso 7,= 0) estdn dadas por la férmula de Poisson
fTLf = (QA%,)? que puede desarrollarse segtin la identidad de Lagrange

(16) (QAT)? = 02— (2-4,)2, =0+ o]+ o),

Z

los productos escalares 2-%, se calculan ficilmente como sigue

T = — 7 €08 B, + 7, sen fj; ,
(17)
Uy == — Py COS &l — 74 SN afy , o == T8y,
de donde
Q Ty = ro(w, sen f — wy cos f)
(18)
0%, = — 1w, cosot— wysena), U= w7

A su vez es facil ver que

OMN

2
. P PiPipa ‘/Z PiDiys P
(19) eosﬁ:li——;—, selo =~ , senf= " coSx ="
vy 7s Tots ey

Con las (7) (16) (18) y (19) se pueden expresar las p, en funcidén de las 7;
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y de las w,
w} \/
2 1
y(,:a)~p(,+§;—2(p —Ps— 1Y) — w,w, ?p P
] \/
¢ 2 1
(20) V1= p1+972(]) —pi—1d) + w0, Zp D ig
~72
9 wiz 2 4 wg 3
Ve =W P (PI— 05— 1) — o5 X pipisa
2 2 0

W Wy — 2
IROTRUNSD \/%p%_l _

¥

Reemplazando las (20) en los primeros miembros de las (15) y resolviendo
por w,, se obtiene

(21) ;= wy (7 Oy C«f) y ws == wa(r;; Cy; C:) ’ w; = wg(r; Cy; 05) ’

es decir se obtienen las velocidades angulares w, en funcién de las distanecias
mutuas y las constantes C; y O,
2 - Las superficies de velocidad nula en el caso plano

Si el movimiento de los tres cuerpos se desarrolla en un plano, entonces
Ia tnica velocidad angular no nula es la w, mientras que w;, =0y w, = 0;
asi también O-%, = 0 luego de las (20) se obtiene

(22) Yo = W3 Pg , V1= w;P:, V2 = W, Do,

y de las (2) ¥y (7)

+ o

(23) = wird, = w, T}, Uy = w;
Asimismo de las (9) y (10)
(24) T == TI. a): )

(25) Y = w:(Pf -+ zpipi-f-l) )
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con lo que la ecuacién (8) se expresa como

: g SMU
= ‘ =
(26) WY = — G,
CTMe MMy My
v la ecuacién (P) como
2t 2 p'l 2 2
97 WY Loy = Ci.
(27) 3[%7 P T mgamy, % p”‘%m m:+1] :

TEsta tltima expresién, en base a las (2) se simplifica como sigue
(28) w3 (D, — ) = Ci.
< 4

La eliminacién de w?® entre la (26) y la (28) conduce a la ecuacién de las
superficies de velocidad nula para el caso plano

x./

MU
Mg My My

[ m

(29)

2
Z .
0

i
que coincide con la hallada anteriormente por otro procedimiento [3] salvo

un cambio inesencial en la constante (.. Otra referencia sobre la ecuacion (29)
puede verse en [5].

3 - Las superficies de velocidad nula en el caso isésceles a eje de simetria

Si ocurre que m, == m, = m y continuamente r, =71, =7y los tres cuer-

pos giran alrededor del eje fijo j; se obtienen las soluciones isosceles a eje de
simetria; las superficies de velocidad nula en este caso se obtienen haciendo
w, = w; = 0 en las ecuaciénes (20) con lo que se deduce

(30) Yo = (uipo y Vi = 05 P1 5 Ve = 0)3(_’[)2 I — ).
Ademas

(31) k Po=5, D= Doy Po=7""—Do.
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Con lo que la (8) queda expresada como

2
o 2 4 s Pia I
o2t ;p’pl“. 2MU
(32) Wy [— 4 — 5 ] = — .
m My r5m Mg My My

Por otra parte ya habiamos demostrado [4] que, en este caso,

(33) 0=20, Yi= DV,
(34) 7w = 2,
zpipz-i—l . N N
(35) Uy = o} [1? *J“‘T"*] y W=y, W= wiry.

de manera que la ecuacién (P) ahora queda expresada asi

22
s M?

m= 02
4m2 m? 2

(36)

la eliminacién de w? entre la (32) y la (36) conduce a la ecuacién de las super-
ficies de velocidad nula para el caso isésceles

(37) mr + myr, 2M  7E Mz

que coincide con la hallada en [3], y [3], por otros procedimientos salvo un
cambio inesencial en la constante O, .
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Resumen

A partir del sistema de ecuaciones de Lagrange para el problema de tres cuerpos, se
analiza el caso en que las distancias mutuas v; (i = 0, 1, 2) entre los ires cuerpos lienen
derivada primera temporal simulidneamente nulas, sin  ser necesariamente 7= 0;
comparamos luego algunos resultados perticulares con los oblenidos en trabajos previos
con otros métodos.

% % Kk



