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R. ConxT1 (%)

Equazioni differenziali lineari
asintoticamente equivalenti a <=0 (*¥)

A Giorcio SEsTINI per il suo 70° compleanno

1. — Consideriamo l'equazione differenziale ordinaria lineare
(A) - g— At s =0,

dove A:t+— A(t) & una funzione definita per ted = Jo, 0], —oco<e
< w< -+ oo, con valori A(t) e €>* (matrici n xXn complesse), continua.

Soluzione di (A) ¢ ogni funzione #: ¢ - z(f) definita in J, con valori #(t) € €7,
di classe C(J), tale che

da (1)
ds

—AM)a@t) =0, ted.

Indichiamo cbn E,: (t, 1) — B4, r) Voperatore di evoluzione associato
ad A (cfr. ad es. [2]), ossia la funzione con valori E,(t, t) € €, definita in
J xJ dalla

t
(1.1) B, t) =1im[I + [ A(t)dt, + ...
k T
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(*) Indirizzo: Istituto Matematico « U. Dini», Universitd, Viale Morgagni 67/a,
50139 Firenze, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 26-IV-1979.
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I matrice n xXn uniti.
Diciamo che H, ¢ €-convergenie se esiste

(1.2) Ew, v) =lim E,{, 7), det B (w, 1) 50,
t—>w
per (un, ¢ quindi per) ogni 7 eJ.
Cid significa che ogni soluzione a:t > #(f) di (A) ha limite ¥ per t—>w
e, inversamente, per ogni ye " esiste una sola soluzione # di (A) che tende
a y per t—w.
Pertanto si puo dire che (A) & asintoticamente equivalente a

(0) E=0.
Indichiamo con % la classe delle A per cui vale (1.2). Ovviamente O e @
e se A & costante € = {O}. Inoltre
AeC—A*c ¥,

A* trasposta coningata di A.
Diciamo che 4, B sono €-equivalenti e scriviamo A ~ B se esiste L: ¢ 1 L{t),
definita in J, con valori L(t) e €™, di classe C(J ), tale che

(1.3) [ L)) — A®) L) + ) B#) | at < + oo

per (un, e quindi per) ogni v eJ, ¢ tale che esistano

(1'4) L(CU) = lim L(t) 5 L"‘l(g)) = lim L—l(t) .

t—>w t—>wm

La %-equivalenza & un’effettiva 1elaz1one di equivalenza tra le A: ¢~ A(2)
continue in .J.
In particolare (L = I) si ha

(1.5) jwlA(t)—B(t)ldt< +oo=A~B.

T

Vale il

Teorema A. € ¢ la classe di G-equivalenza di O, ossia A e % se e solo
se esiste L soddisfacente (1.4) tale che

(1.6) jw]L(t A@)L@E)|dt < + oo,
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oppure
w

(1.7) [ L) - L) At) | dt < + co.

T

Dim. Se 4e%, L definita da L{{) = E,{¢, 1), con 7€ J fissato ad arbi-
trio, soddisfa (1.4) ed & L(t)— A(t) I(t) = O, quindi L soddisfa (1.6), ossia
A~ 0.

Inversamente, sia 4 ~ O. Supponiamo che valga (1.7) con L soddisfa-
cente (1.4). Allora esiste 1(0) > 0 tale che

a<f<v<t= L], [Lr)]<U0).

Dalla identitd
(1.8) Bty v) = L) L{r) + L) [ [LAs) + L(s) A(s)) Hals, 7) s ,

di facile verifica, applicando il lemma di Gronwall, si ricava, tenuto conto di (1.7),
(1.9) a<O<T<t = B, 7)< e(0), con e(f)>0.

Ancora da (1.8), sempre per il lemma di Gronwall e tenuto conto di (1.4),
(1.7), (1.9), si ha che per ogni ¢> 0 esiste 0. J tale che

a<Oe<t<t' <t’ = | B, 7)— B,y 1) | < e,

quindi esiste H(w, ). Da (1.8) per t —w si ha
By, 7) = L (0) L(t) + L) [ [L(s) — L(s) A(s)] Ba(s, 7) ds .
t

In virtd di (1.4), (1.7), (1.9), per z - il primo termine tende ad I, il
secondo a O, quindi E,(w,z) tende a I e pertanto det E,(w, )% 0. Dun-
que 4 e¥.

2. — Indichiamo con # la classe delle A per cui esiste

@.1) Ao(t) = [ A(s)ds = lim | A(s)ds.

I—w

Z e ¥ sono indipendenti, ossia esistono 4 € €\ ed esistono 4 € Z\F [5],.
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Tuttavia in tubtti 1 ecriteri noti di ¥-convergenza compare l'ipotesi A e %, a
comineiare dal pitt noto [1], [2]

w

1) lds< +co>4€?,

¢

—_
Do
o

~

dove A e % & contenuta implicitamente.

I1 criterio (2.2) si ricava immediatamente dal Teorema A usando L =TI
nella (1.6) o nella (1.7), indifferentemente.

Nel seguito, per brevita, indicheremo con % la classe delle A tali che

fTA(s)]ds < + o0,

Se A & un matrice diagonale allora A e Z = A ¥, poiche se 4 & dia-
gonale si ha

(2.3) B, ) = exp (th(s)ds) .

Data A e % se diag 4 indica la matrice diagonale i cui elementi diagonali
sono gli stessi di 4, si ha [5],

(2.4) AeZ, A —diagde > Aec¥.

Questo criterio si ottiene osservando che 4 e = diag A € Z = diag 4 € %,
mentre vale (1.5) con B = diag 4.
Un altro criterio di %-convergenza ¢ il seguente [5],, [3]

(2.5) Aez, Avde = Ac?.

Questo si ottiene dal Teorema A usando la (1.7) con L =1 + Ao.
L’ipotesi A»4 ¢ £ non implica A4»e ¥ come mostra Pesempio di

=1 log—% 0
A@) = (
t-lsent 0

~—

’ J =11, + oof .

Ciononostante si ha [5],

(2.6) deZ, Adoe = Aec?,
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che discende dal Teorema A usando (1.6) con L =1I— A4 (o anche osser-
vando che 4 e Z, Advc & equivale a — A* e %, (— A*)o(— 4¥)e & e quindi
implica — A% e % per (2.5)).

A sua volta Adoe % non implica A24A e ¥ come mostra P'esempio di
P

i~1sent 0

A(t) = i-tlog~%t 0 )y

J =11, 4+ oof,
quindi (2.5), (2.6) sono fra loro indipendenti.

Se A €2, posto L(t)=exp (— Ae(t)) si ha L(w)=L (w)=I ed inoltre [3]

dove
() = 27 [— do@), A@®)] + %[— Ao(t), [—Ae@), A1) + ...
[M,N}]=MN—-NM.
Dal Teorema A, usando L = exp (— 4¢) nella (1.6) segﬁe (3]

(2.7) Ae®R, FSeP=Ac¥.

In particolare [3]
(2.8) AeZ, Avd ~ JAve = A€¥F.

L’ipotesi 424 — AAve ¥ non implica A»4Ad e ¥, né Adve ¥, come mo-
stra Pesempio di

<
i

R.

Ovviamente, se valgono due delle relazioni
Avd e &, AAve &, Avd — Adwe £,

allora vale anche la rimanente.
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Cio si verifica, in particolare, se 4 € &, oppure se

AeZ, fld(s)|7ds < + oo, p>1,

t

[ldo@s)jrds < + o0,  g=plp—1),
t

oppure se
(2.10) Aed, Al)=0@1), AeecP.
Pertanto, sia il criterio (2.2), sia ciascuno dei due [5],
(2.11) (2.9) = 4¢e¢¥%,
(2.12) (210)=> 4e ¥,
¢ un caso particolare di ciascuno dei criteri (2.5), (2.6), (2.8).

Si noti che le ipotesi 4 € &, (2.9), (2.10), sono a due a due indipendenti
fra Joro. Tuttavia A € .& e (2.10) si possono considerare come casi limite di (2.9)
corrispondenti rispettivamente a p =1, p = + oo.

Sia A eZ. Se anche Ae4d e poniamo S, = 424, se anche S*AecZ

poniamo S, = S74 e, in generale, 8., = Spd, S, = 4.
Posto ancora

L=1-+ A4 487 ..+ 8;,
si ha I + LA = 8,.,. Pertanto dal Teorema A, usando la (1.7) segﬁe [3]
(213) Sy=4, Si=84, .., 8,=8,4€eR, Spdec ¥ = Aec?.
Simmetricamente, posto
L=I—A4® + Dy — ..+ (—1)"1D7,

con D, = AAo, D, = AD?, ete. si ha L— AL = (—1)*D,,, e dalla (1.6)
segue

(2.14) Dy=A, D,=AD®, .., Dy=AD" €@, AD'c L= Ac¥%.

Per &k = 0 si riottengono da (2.13), (2.14), rispettivamente (2.5), (2.6).
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