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FoLvia Sxor (%)

Sulle funzioni aritmetiche additive quasi-periodiche (*¥)

A GI10RGIO SESTINI per il suo 70° compleanno

1. - Introduzione

Entro la classe & delle funzioni aritmetiche f: N— R si prendano in con-
siderazione le seguenti classi:

&7 classe delle funzioni additive, cio¢ tali che

(1) fmn) = f(m) + f(n),
per ogni coppia di interi m, n e N con (m, n) = 1;

71 classe delle funzioni completamente additive, cioé tali che (1) risulti
verificata per qualunque coppia di interi m,n e N (cioé (m, n) =1);

(U, a)-qp: classe delle funziont quasi-periodiche lungo la successione U,
dove U = {uk} con ;€ IV, ;< #;,,, & una successione assegnata. f appar-
tiene a tale classe se e solo se esiste almeno un intero ¢ =1 tale che per
ogni & > 0 esista &, = ky(e; U, a) per cui

(2) [fu + @) —flw) | <e  ver k= Ty.
Il minimo di tali interi ¢ verra detto il periodo (minimo) di f lungo U
(*) Indirizzo: Istituto di Analisi, Universita, Via Carlo Alberto 10, 10123 Torino,

Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto; 21-111-1979,
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Nel presente lavoro ci proponiamo di stabilire aleune proprietd delle fun-
zioni aritmetiche che presentino simultaneamente caratteri di additivita e di
quasi-periodicita, nell’ordine di idee di un elassico teorema di P. Erdds[1],
che caratterizza il logaritmo nella classe delle funzioni aritmetiche additive,
teorema che, in relazione alle classi sopra introdotte, puod essere formulato nel
modo seguente

(E) fe o N (N, 1)-qp <= f(n) = clogn, ¢ = f(2)/log 2 .

Precisamente, nei prossimi nn. 2 e 3 stabiliremo dei criteri per la forma
fn) = clogn sotto ipotesi attenuate rispetto a quella in (E); nel n. 4 verra
stabilito un ulteriore criterio, di carattere un po’ diverso rispetto ai teoremi
precedenti, per funzioni f della classe 7/ N (U, a)-qp, nel quale si fissa P'at-
tenzione in modo particolare sulle proprieta di distribuzione della successione U,

descritte dall’andamento della sua funzione enumeratrice v»(z) = > 1.
up S

2. - Sulle funzioni additive, quasi-periodiche lungo successioni

Consideriamo dapprima il caso in cui f sia quasi-periodica lungo IN. Allora
si riconosce facilmente che sussistono le seguenti implicazioni

(3) fes N(N,1)-qp = fe /N (IN,a)-qp  per ogni a> 1,

(4) fe o N (N, a)-qp per qualche a =1 = fe o/, N (IV, a)-qp .

Se in (4) si sostituisce &7 ad &, 'implicazione non ¢ pitt vera in generale.
Per esempio, si consideri la funzione ¢ cosi definita: ¢ € o7, @(2*) =1 per
ogni intero h = 1, ¢(p*) = 0 per ogni primo p # 2 e ogni intero h = 1; essa
& quasi-periodica di periodo 2 e non di periodo 1 (infatti, ¢(2n) =1,
(20 + 1) = 0).

Di pit, sussiste la seguente

Proposizione 1. fe & N (N, a)-qp per qualche intero o = 1 <= f(n)
= ¢logmn, ¢ = f(2)/log 2.

Per a =1 Dasserzione & vera, come corollario del classico teorema (E)
di Brdos. Se a>1, lungo la successione {na} risulta f(na 4+ a) — f(na) — 0
per n — oo, da cui, essendo fe o7 f(n + 1) — f(n) — 0, e pertanto Passerto
segue ancora dal teorema (E).

La funzione ¢ sopra definita mostra anche che nella Proposizione 1 non
si puo supporre f € .« in luogo di f € 7, . Infatti, tale esempio prova la seguente
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Proposizione 2. 8ea> 1, esistono funzioni f tali che fe o/ N (N, a)-qp,
¢ ..

Passiamo ora a considerave una successione crescente U = {u,} di interi
naturali #,. I evidente che se la funzione f ¢ quasi-periodica lungo U ed &
additiva, le proprieta di distribuzione della U stessa entro IV (per esempio, la
sua « densitd » (1)) oppure certe sue caratteristiche di natura aritmetica saranno
collegate con Pandamento della funzione stessa. Un esempio classico di pro-
posizione che illustra questo ordine di idee ¢ fornito dalla nota econgettura
(non ancora dimostrata) di P. Erdos[1],:

Congettura (P. Erdss). «Se U = {u,;} ha densitdh 1,fe o e flu,+ 1)
— f(u;) — 0 per ¢ — oo, allora & f(n) = clogn, ¢ = f(2)/log2.»

Osserviamo che mentre le ipotesi della Congettura garantiscono la com-
pleta additivitdh della f (anzi, per questo sarebbe sufficiente 6*(U) = 1 anziché
MU) =1 (%)), quando il periodo minimo di f sia maggiore di 1 le analoghe
ipotesi non implicano pil, in generale, la completa additivitd (Prop. 2 nel n. 1).
Pertanto, in vista di criteri riguardanti le funzioni quasi-periodiche con periodo
qualunque, comineiamo con lo stabilire un criterio sufficiente di completa addi-
tivitd, che comprenders come caso particolare il criterio gid citato.

Teorema 1. Sia U= {u;} crescente (u,e€ N) con 6*(U)=1. Sia fe o/
N (U, a)-qp per qualche intero a = 1; se a > 1 sia inolire

(1) fp*) = kf(p) per ogni primo pla e per ogni intero k= 1.
Allora fe o7,

Bastera provare il seguente

Lemma 1. Sta U = {u;} crescente (u,e N) con 6*(U)=1. Sia fe o/
N (U, a)-qp per qualche intero a = 1. Allora risulta f(p*) = kf(p) per ogni primo
P X a, e ogni intero k= 1.

"Dim. Siano fissati il numero primo p con (p,a) =1 e l'intero » = 1.

() Data la successione U:{ui}, u; €N, u;<u;,, denotiamo con »x) la sua
« funzione enumeratrice» »(x) =Y. 1 (evidentemente, 0 =p(z) <x). Se esiste J =lim »(z)/z
wse
per x—-oco si dice che U ha densita (asintotica) d, (06 <1); in ogni caso si ha per
T — oo
0 =d, == lim inf v(z)/z <lim sup »(z)/o = 6* <1 .

I numeri 8, e 6* si dicono rispettivamente la densild inferiore e la densitd superiore
di U.
(%) Cir. [2];.
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Detto K(p) Pinsieme degli interi ¢ primi con p, cioé Iinsieme I(p)
= {g: g€ N, (p, q¢) = 1} (che ha densitd 1 — 1/p), ad ogni g€ K(p) associamo
Pinsieme finito S(g) (avente ap 4 1 elementi) cosi definito

Blg)={s:s=9p"q, s = ptig+v, v=10,1,2,...,ap —1} .

Ripartiamo quindi K(p) nelle due seguenti classi disgiunte (con U, deno-
tiamo il complementare di U rispetto a IV)

K'(p)={¢': ¢ € K(p), 8(¢) N U.= 0},

K'(p)={¢": ¢" K(p), 8(¢") " U, # 0} .

Proveremo che K'(p) ha infiniti elementi. Infatti, detta »(x) = > 1 la funzione

w=a
enumeratrice di U, si ha per ipotesi lim sup »(#)/z = 1 (2 — 4 o0); pertanto,
fissata una sottosuccessione {5,} di U massimizzante, cio¢ tale che v(&)E —1
per ¢ — oo, per essa risulta »(&,) = &,(1 — n,), con 7, — 0 per t — oo.
Consideriamo la coppia di intervalli contigui (&:-e(Ey)y (&, — ap)/p],
((&; — ap)/p, &/], con e(&)—0 per t — oo, e incomineiamo a provare che il
numero u(é&,) degli interi ¢ tali che S(¢)C (5:'6(5:), &,] verifica la disugua-
glianza u(&,)/§, =y > 0 con y = y(p, h) indipendente da t. Infatti, per ogni ¢
tale che &-e(&,) < p'q < (&, — ap)/p risulta evidentemente S(q)C (&,-&(£)), &]
e il numero u(&,) di questi interi ¢ & dato da

1 &, 1
—&el€)} (1 —]—7) (1 + o(1)) ~ (1 —f?) ;

— i §¢~CLP
p* D

ILL(§,)

d’altra parte, il numero p"(¢,) degli interi ¢” per i quali S(¢") C (&, -&(£), &]
verifica la relazione

w'(E) = (ap + 1){€ — (L —n)&F = o(&).

Ne segue che il numero u'(&,) degli interi ¢’ tali che S(¢') ¢ (&:-e(&0), &
risulta

' " Ei
22 (&) = !6(51) — K (&) ~]7h+

(1 1) per t —
— 'l —>oc0.
r

Dungque K'(p) ha densita superiore positiva, e pertanto contiene infiniti elementi.
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Consideriamo ora la funzione

wr = p,Ad's Py b) = {fprg + @) — f(prq)} — {f' g + ap) — f@1 )5

risulta

1

w, = {f"d + a) — ")} — g (e 4 av 4 a) — f(p*g' + av)} — 0,

per ¢'—> oo, tenuto conto della quasi-periodicity di f e della definizione di I'(p).
Draltra parte, si riconosce subito che u, & indipendente da ¢': infatti,
essendo (¢, p) =1, (p, p*¢'+ a) = 1 e f additiva, risulta

p, = f(p*t) — f(p*) — f(p);

pertanto & 4, = 0, ed & provabo l'asserto.

3. - Alcune caratterizzazioni della funzione clogn

I Teoremi 2 e 3 che seguono forniscono delle caratterizzazioni del loga-
ritmo nella classe & N (U, a)-qp (¢ =1) che, in certo senso, si avvicinano
alla citata congettura di Erdos: in essi, da un lato risulta attenuata lipotesi
sulla densitdh di U, e d’altro lato & introdotta una ulteriore ipotesi che vin-
cola f lungo una successione di interi che, pur avendo densita zero, ha tuttavia
una particolare struttura aritmetieca.

Teorema 2. Sia U = {u;} crescente (u; € N) con 6*(U) = 1. Sia fe & N
(U, a)-qp per qualche intero a = 1; siano inoltre verificate. le sequenti proprietd

(i) se a > 1 sia f(p*) = kf(p) per ogni primo pla e per ogni intero k= 1;

(i) posto o(n) = (z) {f(s®) — f(s* — a?)},
MNs=n—a, r=012,..,[n/e¢]—-2,

risultt olak) = O(1) per k — oo (ke N).

Allora ¢ f(n) = ¢logn, ¢ = f(2)/log 2.
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Osservazioni. I. — La condizione (ii) risulta soddisfatta per esempio
quando {ma}C U (m e N).

II. — II classico teorema di Erdos (n. 1, (B)) si ottiene come corollario
assumendo U = IV, @ = 1 (in tal caso risulta infatti o(n) — f(2)).

Dimostrazione del Teorema 2. Per il Lemma 1 risulta fe /.
Ne segue

(s%) = f(s* — a®) = {f(5) — f(s — @)} — {f(s + a) — f(s)},

da cui si deduce facilmente la seguente identitd, valida per ogni intero a = 1
¢ ogni intero n = 2a,

4)  fr+a) = fn) = f(n — a{[n/a] — 2}) — f(n — a{[nja] —1})
- (Z) {f(s*) — f(s* — @)}
M) s=n—ar, 1r=0,1,2..,[nfa]—2.
Risulta quindi o(ak) = f(2) — {f(ak + a) — f(ak)} = O(1), da cui f(k -~ 1)

— (k) = O0(1) per k — oo. Un noto risultato di E. Wirsing [3] assicura allora
f(n) = clogn 4 O(1), ed essendo f completamente additiva ne segue 1’asserto.
) g

Con tecnica analoga si dimostra che sussiste il seguente

Teorema 3. Nelle ipotesi del Teorema 2, nel quale si sostituisca alla con-
dizione (ii) la seguente condizione

(i)’ Posto o(n) = 3 {f(s*) — f(s* — a?)},
(*)
#)s=n—a, r=0,1,2,..,[n/a]—2,
la funzione o(ak) 4+ f(2) abbia segno definitivamente costante per k — oo,
risulia f(n) = c¢logn, ¢ = f(2)/log 2.
‘Per la dimostrazione basta qui osservare che f(k + 1) — f(k) = a(ak) 4+ f(2)

risulta avere segno definitivamente costante; pertanto f, come funzione addi-
tiva e monotona lungo N, & ¢ log n, in base a un classico teorema di Erdos ®).

(®) Cir. [1]1,2 .
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Osservazione. La condizione (i)’ risulta verificata, per esempio,
quando sia definitivamente f(s*) = f(s* — a*) (oppure definitivamente <), da
cui segue la monotonia di ¢(n). Tenuto conto che le ipotesi assicurano la com-
pleta additivita di f, la disuguaglianza sopra scritta, che & equivalente a
f(8) = {f(s — a) + f(s + @)}/2, pud interpretarsi come una proprietd di conves-

sitd imposta alla f.

4. - Un ulteriore criterio per la forma ¢ logn

Il teorema che viene stabilito in questo numero si propone di assegnare
un criterio sufficiente per la forma ¢ log #, ancora nell’ordine di idee dei teo-
remi presentati nei numeri precedenti, ma, a differenza di quelli, esso pre-
scinde dalla considerazione di proprietd aritmetiche di speciali sottosucces-
sioni, per tenere conto invece, in modo essenziale, delle proprietd di distri-
buzione della, successione U = {u} lungo la quale viene vincolato ’anda-
mento di f. ‘

Poiché nella letteratura sulPargomento si trova aceanto alla condizione di
limite f(u; 4 1) — f(u;) = 0 anche quella f(w,.,) — f(u;) — 0, riteniamo utile
premettere una breve osservazione.

Si considerino le due seguenti condizioni di limite

() fe o, flu,)—flu,) =0 lungo una successione crescente U = {us}
con O{U) =1,

(B) fe o, f(v + a) — f(vy) = 0 lungo una successione crescente V == {vs}
con O(V) =1, per almeno un intero a = 1.

Si riconosce facilmente che («) => (f) (con @ = 1 intero qualunque), mentre
non ¢ garantito in generale il viceversa.
Infatti, se vale (&) si fissi @ = 1; posto
Va={meN:meU,m+an}:{vk} eon ¥y, < Vgyq
da 6(U) =1 segue §(U\V,) = 0 e quindi &(V,) == 1. Inoltre
[F(vr + a) — flop) | < ae per ogni k = ko(e; U),

e pertanto

(5) () = fe N (Vg a)»qp con §(V,) =1 (a=1).
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Per quanto rignarda Pimplicazione inversa, basta invece osservare che se
@ > 1 la condizione () non garantisce la completa additivitd della funzione f,
a differenza di (o).

Teorema 4. Sia U = {u;} una successione crescente di interi u,e N,
tale che, posio v(z) = > 1, si abbia
wEe

(i) w — v(n) = O(u) ,

per almeno una successione di numeri reali o, = o(u;) = 0 -+ per k — co.
Sia fe o ¢ tale che per ogni @: U — N con

(ii) o) = Ot — k 4 1) per k — co
risulti
(iid) > [f(ig) — flus)| — 0 per b — co.

up— gl )< Sy,

Allora ¢ f(n) = clogn per ogni ne N, ¢ = f(2)/log 2.

Osservazioni. I. - (i) = §(U) = 1.

II. — Scelta ¢(u;) = 1 su U, da (iii) segue f(u,) — f(a) — 0, per k& — oo,
e quindi anche la quasi-perioditad di f, eon periodo 1, lungo una successione
di densita 1.

III. - La successione complementare U, ha infiniti elementi se la con-
dizione (i) ¢ verificata con o(u;) — 0 in modo da aversi o(u;) log %, —> oco.

IV. — Esistono successioni U = {u;} che verificano (i) e per le quali
«©

Lim sup (%, — %) = - co. Per esempio, U =01, dove I,={h+h<n
h=1

< (b +1)M (h=1,2,3,...) e o(t) = 1/log logt.

V. - 8e U= N, (i) risulta verificata per qualunque o, — 0 -; (ii) si

riduce a @(k) = 0(1); (iii) si riduce a > |f(i -+ 1) — f(i)| — 0, che &
E-g(k)<i<k

equivalente a f(¢ 4 1) — f(¢) — 0: il Teorema 4 si riduce quindi al classico

teorema (E) di Erdos: «fe o, filn 4+ 1) — f(r) — 0 = f(n) = ¢log n ».
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Dimostrazione del Teorema 4. (a) Dalle ipotesi segue che fe o7,
(osservazioni I e II, e Lemma 1). (b) Fissato il numero primo p, si considerino
le successioni (creseenti) U = {u}, pU = {pu,;}, U, = U 0 pU. Risulta ovvia-

mente §(U,) = 1/p > 0.
Si consideri u,e U: si tratta di valutave f(u,) (per % sufficientemente

grande).
Denotiamo con u,, Pelemento di U cosi definito
P, = max {u, € U,, u; < ty};

allora risulta certamente verificata la relazione

Uy, — PUp, = plu — k + 1) = O(ugF),
per le ipotesi (i) e (i). Ne segue, essendo fe o)
flau) = f(pukl) + flu) — f(?”"kl) = f(p) + f(ukl) + {f(uk) - f(pukl)} .

Tenendo conto di (i) e (iii), dove si assuma ¢(u;) = p(u, — &k + 1) -+ 1,
fissato ¢ > 0 si trova, per k = K(¢),

f(ug) — f(pukl)‘ = Z lf(ui+1) — fluy)| = Z U('“i-,u) — flu) | < e

w e UN{p U, ugl w€ UN(ug—Flug), upl
Pertanto risulta

(6) flu) = f(p) + f(we) + 60, con |6, < 1.

Analogamente, f(u,,) = f(p) + f(us,) + €0, con |6,]<<1, e cosl via per un
numero x4 == u(e) di volte, fino a trovare Ui, = Ug(ps e)=min {me U,, m=u K(E)}.
In definitiva, risulta

(M) fw) = pf(p) + flus) + 3,0,

=1

Valutiamo ora Pintero u = p(e). Posto

Ay =y — puy,, Ay = U — PUyyy oy A, = Upey — Db s
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e = ug(ps e) pt + A, prr 4 dop - 4y
3
= pi{us(p; e) + 0( 3 4,)}
rel

= pfuy(p; &) + O(u, — k + 1)}
= pi{us(p; &) + O(u)},

con la costante implicata in O(...) eventualmente dipendente da p e da e.
Ne segue (per & fissato) ‘

log u; = u(e) logp + O(1) + O(or loguy) ,

da cui p(e) ~ (logw,)/(logp) per k — oo, qualunque sia e.
Pertanto, da (7) si ottiene, per k — oo

f(p)

log p

fluy) =

log w; + o(log 2

flaw)[log w, — f(p)logp,

da cui f(p)/logp = costante = f(2)/log2: tenendo infine conto della completa
additivita di f, si deduce f(n) = (f(2)/log2) logn per ogni n e N.

(1]

[2]

(3]
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Summary

Properties of additive arithmetical functions f: N—R which are almost-periodic on
some subsequence of N having density (or upper density) 1 are investigated. Results are
applied o state some characlerizations of log n, in connection with an unsolved conjecture
of P. Erdés.



