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S. ForTE (%)

Sopra alcuni tipi di potenziale elastico (**)

A Giorg10 SESTINI per il suo 70° compleanno

Introduzione

La ricerca della forma del potenziale elastico da attribuire ad una classe
di corpi la pilt vasta possibile, & antico e dibattuto problema. Data l'impos-
sibilith di controllare sperimentalmente se una forma sia piu aderente alla
realtd fisica di nn’altra, soltanto criteri indiretti possono guidare alla soluzione
del problema.

Sono state percid proposte, in epoche diverse, forme del potenziale elastico (1)
suggerite prevalentemente da criteri di semplicita, mentre, allo stesso tempo,
si faceva strada Popinione che non convenisse precisare la forma del potenziale
stesso, ma piuttosto fosse utile ricercare soluzioni elastiche valide universal-
mente [14]. Tale ultima impostazione appare perd insoddisfacente, in quanto
la soluzione di problemi concreti impone la scelta di un potenziale elastico.

In questo lavoro si & cercato di paragonare i risultati che si ottengono appli-
cando a deformazioni semplici forme di potenziale diverse e cid allo scopo di
avere qualche indicazione sulla maggiore o minore plausibilitd fisica dell’una
o dell’altra.

1 potenziali scelti sono stati quelli suggeriti rispettivamente da Signorini [9],
e da Bordoni [1], applicati alla dilatazione uniforme, alla estensione semplice

(*) Indirizzo: Istituto di Matematiche Applicate « U. Dini », Facolta di Ingegneria,
Universith, Via Diotisalvi 2, 56100 Pisa, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 28-11-1979.
*) Cir. [1]3 [2]’ [3]: [4‘]’ [5]3 [6]’ [7]1,2’ [8]’ [9}1,2
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e allo scorrimento di un corpo elastico omogeneo ed isotropo nella configura-
zione di riferimento.

I risultati sembrano indicare una migliore plausibilitd fisica del potenziale
di Signorini.

1. - Notazioni

Siano B, ¢ B due diverse configurazioni del continuo & in esame; indico,
come & abituale, con F il gradiente di deformazione B,—>B, con C= F* F
=1+ 2E il tensore di deformazione destro di Cauchy-Green.

Con @ indicherd la posizione della generica particella di # in B,.

Interverrd anche il tensore di deformazione inversa definito da
c= (F7)"1-F1=B7"=1+ 2e, dove B ¢ il tensore di deformazione sinistro
di Cauchy-Green.

Insieme, T sard sempre il tensore degli sforzi di Cauchy, mentre, quando
occorrera, T, sard il tensore di XKirehhoff corrispondente.

Un solido & elastico quando Ty & una funzione di F; un solido & iperela-
stico, quando esiste una funzione o (detta potenziale clastico) tale che

(1.1) Ty= 0,00 .

In questa g, & la densita materiale in B,, indipendente dal posto se il corpo
& omogeneo.

Indicherd brevemente con I, I,, I, gli invarianti principali di E. Questa
terna pué essere messa in corrispondenza biunivoca con la terna I, I,,
J = det F > 0 mediante la relazione

J =V1 + 21, + 41, - 81, .

Insieme I, I,, I; sono gli invarianti principali di e, mentre

J =det F-1 =1 + 2], + 41, + 81, .
Chiamerd contrazioni specifiche ¢;, i valori propri di e,

=1,2,3).

o=,

€ i > - %‘ (
Con 1, indicherd gli allungamenti principali

Ai= (1 + 2e,)7* (t=1,2,3),
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mentre con §; la differenza A, — 1 (allungamento principale unitario) o, che
¢ lo stesso, 6, = (1 - 2¢,)*— 1.

t; saranno i valori propri di T, detti sforzi principali e 7'; gli sforzi prineci-
pali per unitd di superficie indeformata

T, =1%1- 20i+1)_5(1 + 2'3’1'_4.2)_é (i=1,2,3).

Con af (i =1, 2, 3) indicherd una terna cartesiana ortogonale di assi.

Si supporra il corpo # iperelastico, omogeneo ed isotropo nella configu-
razione di riferimento.

In questa ipotesi

T = — 0,J(1 -+ 2e)3,6(e),

dove § ¢ una funzione di e solo attraverso i suoi invarianti prineipali.
Essendo ¢,6(e) una funzione tensoriale isotropa di e, ammette la rappre-
sentazione

0. 0(e) = I1 4+ 2me - ne?,
con I, m, n dipendenti da e solo tramite i suoi invarianti principali, o, che

¢ lo stesso, tramite I, I,, J.
In base allidentita di Caley-Hamilton T ammette la rappresentazione

(1.2) T =11+ 2Me + Ne®,

dove

1.3) ﬂff—goi<§—;+'1§7fi jg‘;)
N =2g(,jg‘;2

Nel seguito supporrd B, configurazione di riferimento « naturale », ovvero
una configurazione in cui il solido sia isotropo ed esente da forze esterne.

Una deformazione B, — B & infinitesima, se, posto H = F— 1, si considera
come parametro di piccolezza ¢ = |H|.
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Con un errore o(e) C=B=1-+H-4 H*, E= }(H-- H?) = ¢;
c=B"'=(F)F'= (1+ H)'(1+ H)7' = [(1+ H)(1 4 H")]*
=14+ H-+ Hr+ HH?) = 1— (H + H*+ HH") + ...
per cui, con un errore o(e)
c=1—(H-+ Hr), e=—YHI+ H)=—¢=—E.

Se in (1.2) si sviluppano in serie i coefficienti L, M, N come funzione di
I, 1,,J, con un errore o(g)

(1.4) T= 21,1+ 2ue,

dove si & tenuto conto della condizione che B, sia una configurazione di rife-
rimento «naturale ».
(1.4) & la ben nota legge di Hooke. I coefficienti di Lamé A e u soddisfano a

(1.5) 3442u>0, u>0.

Una relazione formalmente del tipo (1.1) é soddisfatta dai cosiddetti corpi
termoelastici, per i quali ¢, olfre che essere funzione di F, dipende anche dalla
temperatura della configurazione attuale 6 e dalla temperatura uniforme =
della configurazione di riferimento.

In tal caso o non differisce dall’energia libera y del sistema, di modo che
si ha

T,= 00057, n=—100y,

p = P(F, 0, ), n entropia specifica.

2. - Potenziali di Signorini e di Bordoni

{(a) L’ipotesi che Signorini formula & che per un corpo termoelastico
omogeneo ed isotropo nella configurazione di.riferimento

— f(617 627 63)

J _Q(07 T) ’

(2.1) 1/{(01,02,63§0, T) = ¢(j17j2aj907 7)
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dove f ¢ un polinomio simmetrico, di secondo grado nei suoi argomenti, a
coefficienti funzione solo di 6 e 7.

Tale ipotesi fornisce per ¢ la forma
—p +m( +1) +nlt—el,

(2.2) Py, Iy J 50, 1) = 0o

—4q,

dove p, m, n, ¢, ¢ dipendono esclusivamente da 0 e <.
Tenuto conto della espressione generale dello sforzo in funzione degli inva-
rianti della deformazione inversa, valida per solidi isotropi, si ha
L =—p-(m—2n+e)l,—el, 4 nl?,
(2.3) M=3—2m+c—202n+ )1},
N =2¢.
Naturalmente ogni relazione deformazione-sforzo deve ridursi per defor-
mazioni isoterme infinitesime alla legge di Hooke.
Trascurando nella (1.2) i termini di ordine superiore al primo nelle ¢,; ed
essendo per deformazioni infinitesime E==¢, e==—¢, I,==— I,
2.4)  T={—p(7, 7)— [m(z, ) — 20(7, 7) — e(7, 7)] .} 1
-+ {2m(1:, 7) — ¢(t, r)}e .
Paragonando la (2.4) alla legge di Hooke
p(r, 1) =0, —m(z, 7) + 20(z, 7) + o(z, 7) = 4, m(7, 7)— fev, 1) =p .
Poniamo ¢(z, 7) = ¢, allora

1
(2.5) me, T =p 450, wEHY =@ +p—z).

Poiché m, n, ¢ dipendono solo da 0 ¢ 7, le definizioni date in (2.5) valgono
anche per deformazioni finite isoterme.
Per deformazioni finite isoterme

.1 . . .
(2.6) T.= (= A+ 5+ p—3) B—eL)1—2(u+ 4 + p + ) ;) e + 2ee2,

18
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e Penergia libera

.1 i - -
Pp=—={(p+zoi+1)+ A +pu—z)Ii+ cl}.
0o 2 2
Signorini si limita al easo ¢(z, v) = ¢ = 0; il caso generale ¢(z, 1)~ 0 ¢
stato esaminato da Tolotti [10].
Per il potenziale isotermo si ha

{ud, + 1) -i—% (A-+p) 23— .

=

(2.7) Wt:é)o ['If)(jla j2)j3 T, T) “Tﬁ(070y15 T,T)]=

W, risulta definita positiva per ogni trasformazione isoterma a partire da B,
se e solo se sono verificate le seguenti condizioni

(2.8) w>0, 92+ 5u>0 .

(b) Per la formulazione di un diverso tipo di potenziale elastico per solidi
isotropi omogenei, Bordoni trae spunto dall’osservazione che la legge di Hooke
esprime la relazione tra deformazione e sforzo nel caso di una deformazione
infinitesima ed isoterma.

Se la deformazione ¢ nulla (E = 0) e il corpo assume una temperatura
0 5~ 7, lo sforzo T & non nullo e deve risultare una trazione o una pressione
uniforme, ovvero

T=—p0,7)1.

Inoltre, sempre nell’ipotesi che la deformazione sia infinitesima e la tem-
peratura variabile, le costanti di Lamé A e u dovranno essere sostituite da due
funzioni m ed n dipendenti solo da 0 e 7.

Perecio, per una deformazione infinitesima non isoterma di un corpo termo-
elastico omogeneo ed isotropo

T =[—p(0, 7) + n(0, ) ,]1 + 2m(0, ) &,

‘oppure, se teniamo conto che per deformazioni infinitesime E = ¢, e = — s,
I,=—1, ’
(2.9) T =—[p(0, ©) + n(0, 1) I,]1 — 2m(6, 1)e .

B ben noto che una relazione di primo grado nelle ¢;; non pud in generale
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essere valida per deformazioni finite [9],. La relazione deformazione-sforzo pro-
posta da Bordoni & ottenuta da (2.9) moltiplicando il secondo membro per una
opportuna funzione f dei tre invarianti di e, Iy, [,, J.

(2.10) T,=— {[p(0, v) + n(0, ©) 11 + 2m(0, 7) e} f(Ly, I, J) .
Ricaviamo da (2.10) la forma dellenergia libera .
Da (2.10)

—[p +nlif(L, I, J),
(2.11) M =—mf(l, I., J),
N =0.
Dalla nullith di ¥ e da (1.3) segue che 9¢/ol, = 0.

$ risulta percid indipendente da I, e da (1.3) risultano indipendenti da I,
anche L e M e quindi T ed f.

I B 1 7
L = QJ{J8.7+8L}—_—[p_l—nI‘]f(I‘ J)
(2.12) .
Y I S o
=—poJ o, 1Y),
N =90.
Da (2.12) G, Ty =)
) 2 1 m aIl
Sostituendo f in (2.12),
LN N .
{Jaj—l_ajl}'—";ﬁ[p—*—n-ll]ajl'

¢ deve dunque soddisfare ’equazione

(_gz n = a¢=j8¢

Soluzione di (2.13) ¢ una qualunque funzione @ di ¥y = (m? /n)[l bJm
‘(L — (p/m)— (njm)-1,)], con b funzione arbitraria di 0 e 7.
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Allora
(2.14) Py, J; 0, 1) = o) — q(0, 1) ,

con g funzione arbitraria; senza ledere la generalitd possiamo supporre ¢(0) = 0.
Per L e M si hanno allora le espressioni

L= —bJ®m{p 4 nl}e', M = — bJ ™ e
dunque [v. (2.12),] f = bJ"™ g’ o
(2.15) T = — bJ®m{(p 4+ nl)1 + 2mel e’ .
Affinche questa sia accettabile, deve ridursi per deformazioni infinitesime iso-

terme alla legge di Hooke.
Per deformazioni infinitesime isoterme (2.15) diviene

(2.16) T =—b(z,7) {[p(r, 7) (1 + 7% ) I, —n(t, D] 1—2m(7, 7) &} ¢' | 5mo -
O=1

Innanzitutto deve essere

W goe#= 0 e br, 1) 0.
0=t ‘

Per Darbitrarieta di v e di b possiamo supporre

Plpo=1 e bz, 1) = 1.

O=t
Per E = O, (2.15) si riduce a
T=—p(r, 1)1
se la configurazione di riferimento & « naturale » p(z, v) = 0. Allora #n(r, t) =1,

m(z, T) = K.
Da (2.14) segue per il potenziale isotermo

W= go[$(l1, J; 7, 7) — $(0, 1; 7, T)] = go[p(y) — p(0)] = Qo(y) .

Osservazione. Si pud dimostrare che se 1> 0, x> 0, allora y>0 per
qualunque trasformazione isoterma a partire da B,.
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Nell'ipotesi che 2> 0 e x> 0, bastera che ¢ abbia lo stesso segno del suo
argomento, perch¢ W risulti definita positiva per ogni trasformazione iso-
terma a partive da B,.

Nel seguito, quando faremo uso del potenziale di Bordoni, supporremo,
in accordo a quanto fa lo stesso Bordoni, 1> 0, u>0, o) =yv.

3. = Trazione uniforme

Supponiamo che il corpo %, omogeneo ed isotropo, subisca una deforma-
zione omogenea B, B del tipo

3.1) T > oc[i a@allx (> 0).

Per « > 1 tale deformazione & una dilatazione uniforme, per « << 1 una con-
trazione uniforme.
Da (3.1)

F=ol, C=u1, ¢=C1!=g>

l.\./lH

(e —1) = % 1=cel (c:%

per 0 <a <1 (contrazione) 0 < ¢ << - oo, per a> 1 (dilatazione) — % < e < 0
bp=0=o0—1 (i=1,2,3).
Gl invarianti principali di e sono

(3.3) I, = 3¢, I, = 3¢%, I,=e, J = a1,
La trasformazione sia isoterma.

(a) Il potenziale di Signofini ci fornisce la relazione deformazione-sforzo
(3.4) Ty=—o{(3A+2p) + 3(A+ ) e} 1.
Gli sforzi prinecipali ¢, hanno dunque un comune valore ¢

t=—o{(34 4 2u) + 34+ p)e} .

Consideriamo gli sforzi prinecipali per unitd di superficie indeformata

Ti=1T=—e{(382+2u) + 31+ p) )e}(1 -+ 2¢)-1 (i=1,2,3).
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Per ¢>0 T < 0, come ¢ naburale frattandosi di una compressione. Invece
per — }<e< 0, T & positivo finché

Me) = (344 2w) + (A + @) e>0.

Ma h, funzione lineare di ¢, & crescente e per ¢ = — % assume valore positivo,
quindi 7> 0 per — § < ¢ < 0, (come ¢ naturale trattandosi di una estensione).
Inoltre, ovviamente, 7'= 0 per ¢=0; lim 7 = — oo, lim T’ = - oo. Si

constata facilmente che f & una funzione strettamente decrescente di e.
Esprimendo 7' in termini dell’allungamento unitario J e poi sviluppando
con la serie geometrica 1 — 1/(6 + 1)2

3 81+ bu

)+ ),

che si riduce, com’® naturale, alla relazione dell’elasticita lineare quando si
trascurino termini dell’ordine di 6%

(b) Nelle stesse ipotesi per la deformazione di 4, facciamo uso del poten-
ziale di Bordoni

T =—Jwe (A, 1 + 2ue] = —o~3tmirg(34 + 2u)1 .
Gli sforzi prinecipali {; coincidono in un unico valore
Ct= o 3UFMIRe(BA 4 2u) .

Se si considerano gli sforzi principali riportati all'unitd di superficie indefor-
mata

T = — gstmlng(3) + 2u)(1 + 2e)*,

poiché 1+ 2¢ = o3,

T = —e¢(l + 2e)6Hmi2n (34 4 21) .

BEssendo 32 4 2u >0, per — +<e<0 7'>0, per ¢>0 T <0, d’accordo
con Yimmediata intuizione fisica.

Naturalmente 7 = 0 per ¢ = 0, ma anche per ¢ = — §, contrariamente
a quanto accadeva nel caso di Signorini.

Inoltre nell’intervallo — } < e < 0 T risulta positiva: esiste allora almeno
un valore massimo di 7 nellintervallo (— %, 0).
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Si constata facilmente che tale massimo & unico, e corrisponde al valore

e¥ = — Hup/(d +p) di e
I1 valore corrispondente di T &

f2

5(2—}—/&)( 3].—{—5

e —

)(37+/t)/°/4 (32 + 2p)

L 34+ u

w2 (3 9 1 1
<;.>)I ) Py XA - :
3(4 )" 3(4 +:“))3 IR (32 ) < 3 (34 + 2u) —=

V3’

Invece per ¢ - -+ co T —— oo.

Osserviamo che in estensione uniforme, per il potenziale di Signorini, 7' &
strettamente monotono ed assume valore infinito nei casi limite, mentre, per
il potenziale di Bordoni, 7' tende all’infinito nel caso limite in cui il corpo si
riduca ad un punto, in estensione invece risulta prima crescente, raggiunge
un valore massimo, poi decresce fino a zero quando il corpo si dilati all’in-
finito. Nel caso di Bordoni si perde dunque I'unicitd nella corrispondenza
deformazione-sforzo.

Esprimendo 7 in funzione del’allungamento unitario ¢

5 A
T = 034 + 2p) (1—~<S(§ +3ﬁ) + ..,

espressione che da ancora la forma dell’elasticitd lineare in prima approssima-
zione, ma differisce dall’espressione ottenuta nel caso di Signorini nei termini
di ordine superiore al primo.

4. - Estensione semplice

Supponiamo che il corpo %, omogeneo ed isotropo subisca una deformazione
omogenea B, — B del tipo

(4.1) 2y 3 (@) + e @,

dove «, y sono costanti positive, y = 1.
Tale deformazione prende il nome di estensione semplice pamllela,mente
ad a?,
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Da (4.1)
F=oa[y>(@®a)+a®@a],
=1
C=F"F=F:= az['yzi (¢ ® a) + *® ],
(4.2) -
c =C1=a2p2 3 (¢'®a’) + a*® a*] ,
=1
2
e =14c—1)=1¢ 2 {(a'®a’) | ea*Ra®,
=1
dove
11—af 1 , 11—afy? ,
e=3—  lZ—3) Y=y (¢>=3)
Gli invarianti prinecipali di e sono
I,=2%¢1¢, I,=¢*42¢¢, I,=¢"¢c,
. (4.3) :
J =yrtad =[] (1 4 26,)t = (14 2¢')(1 4 2¢)* .

i

La trasformazione sia isofterma.
(a) Il potenziale di Signorini ci fornisce la relazione deformazione-sforzo

(4.4) Ty={— 2L+ 3+ mIEN—2{u+ A+ul}e.
Gli sforzi principali ¢; e ¢, hanno un comune valore

th=t,=4A+pe— de—2(A+ u)e'*— 2(A+ u)e' .

Se si suppone che #, e f, siano nulli (*) si ottiene un legame tra le contrazioni

specifiche ¢ ed ¢

1 A
4.5 e =—_-(1— [e2_
(4.5) 2( \/s 2/‘L ‘ue+1)

(%) %, e t, sono omogenee (costanti), quindi se si suppone siano nulli sul contorno

sono nulli ovunque.
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dove si & .soarmm la radice ¢ = — }(1 + Ve*— 2(A[(A 4+ w)) e + 1) per la con-
dizione ¢ >— .

Sia g(e) = e*— 2(AJ(A -+ p)) e + 1 = (1 + 2¢')*, deve risultare
(4.6) gle) >0 per ogni ¢>— %.

Verifichiamo che le (2.8) sono condizioni sufficienti per la validitd di (4.6).

Discende immediatamente dalle (2.8) che 2 -+ x> 0. Questa condizione,
insieme alle (2.8) ci assicura che — B/4<A/(4 -+ u) <1.

Poiché g(e) ¢ minimo per e, = A/(A -+ w), gle,) =1— 23(A 4 p)? se
IAJ(A + )| <1 gle) >0 per ogni e

Se invece — 5[4 < Af(A -+ p)<—1 g{e.) <0; pomhe g—H=5/4+ 1A+ u) >
en<— %, gle) risultera positiva per ogni ¢ > — %, che ¢ il caso che ha mtelesse
fisico.

Per lo sforzo principale {, risulta

A . A
A+p —1)+ (e T A+

— () (e + o= (g}

riportando t, all’unitd di superficie indeformata, T,= (14 p)f(¢) dove
fle) = {— (e e— A4+ w) — 1) (g(e)) "~ (e + H(A+ ) + 1)}

Nelle ipotesi in cui ¢i siamo posti f risulta una funzione (= per ¢> — },
strettamente decrescente. Si puod dimostrare che lim f(e) > 0 finito, f(0) = 0,
lim f(e) = — oo. S
>+

Essendo A - u >0, 7, ha il segno opposto ad ¢, d’accordo con l'imme-
diata intuizione fisica,

Iim I,>0, T,0) =0, lim Ty=—o0.
e——1[2% e—>+
Dimostriamo che nel caso della trazione (ovvero per — } << e<0) una con-
dizione sufficiente affinché risulti, in accordo con l'esperienza, d*T,/dé* <0,
¢ che |A/(A+p)|<l.
Poiché ¢ = §((1 + 6)-*— 1)

aT, N . ' -
5 =G =— 0+ p O+ o
L — A @0+ 8+ 37O + 01,

P© =8 (5 gt (e o

p
Tt
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11 polinomio (¢* 4- ¢ — 2/(4 -+ p) — 1) ammette una radice minore di — 1
e una radice positiva per |A(4 4 p)| < 1.

Percid per |2/(A 4 p)| <1, f(e) risulta negativo per ogni ee (— %, 0). In
definitiva tutti i termini di (4.7) sono negativi, di qui la tesi.

(b) Il potenziale di Bordoni ci fornisce una relazione tra deformazione
e sforzo

(4.7) T,=— (14 261 + 20) #9390 1 0) 1 + 2} .

Gli sforzi prineipali #; e #, hanno un comune valore #, noi supporremo ¢ = 0.
Si oftiene dunque un legame tra le contrazioni specifiche A(2¢' 4 ¢) +- 2ue’ = 0,
ovvero — ¢'fe = 2/2(1 -+ u). Da cui

. A ;
(4.8) [ ——0m>““’g, )s.,‘l.t>0,

quindi dobbiamo supporre e << (A -+ u)/A.
In definitiva

1 ;u'“}—‘u
(4.9) —5<e <=

I1 rapporto — ¢'fe risulta indipendente dall’ampiezza della deformazione e
coincide con il modulo di Poisson. Caleoliamo 7,

(4.10) Ty =— (1 + 2¢")Mr (1 4 2e)wtPien ((2¢' 4 ¢) -+ 2e) .
Sostituendo in (4.10) il valore di ¢ dato da (4.8)

__q,u(3l + 2p) o1 — A

(4.11) T, = p p

e)?./u (1 -+ 20)(,u+).)[2/1-

I1 coefficiente u(34 -+ 2u)/(A + p), indipendente dalPampiezza della defor-
mazione, ¢ il modulo di Young. 7; ¢ nullo per ¢=0, e=—1 e per ¢
= (4 - p)/2; inoltre nell’intervallo — } < e << (2 -+ p)/A ha il segno opposto
ad e. Per — §<e<0, T, ammette un punto di massimo é, per 0<e
< (A+ w)/A, T, ammette un punto di minimo e.

. L ft 4 2 ~_1p 4
02‘1(»_\/1+7—)’ Zéz(1+\/l+——)'

Lo et
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Nel caso del potenziale di Bordoni esiste dunque un valore massimo per le
trazioni ed un valore minimo per le pressioni.
Dimostriamo che in trazione (— } << e < 0) non & verificata la condizione

a7

4.12 $<0.
(4.12) —= <0
Infatti

@ 34 -+ 2 AL .

- _ G- 9 ¢)am)eu §

d ¢6® ‘ul—lr.u (1 }’u—%—#c) WL A 20ERREE)
dove

- 1

fle)y = m {0 (T2 + Bue) + 3u(du® + 3Au—32%)e

—3u(2u 4 64 ++ 34 4 6Au)e* + 324332 -+ du)er} .

Si verifica che f(()) >0 e f(— 1) < 0, il polinomio f(e) nell'intervallo in
esame cambia dunque di segno.

Poiché il prodotto dei primi tre fattori di (4.13) & negativo per — }
< e< 0, la disuguaglianza (4.12) & verificata per ¢e (#,0) E>— 1.

Concludendo, mentre per il potenziale di Signorini lo sforzo principale
nella direzione dell’estensione risulta una funzione strettamente monotona del
coefficiente di contrazione specifica ¢, cid non ¢ pilt vero nel caso di Bordoni.

Inoltre il potenziale di Bordoni ¢ definito solo per ee(— %, (A -+ p)/A) e
in trazione non & sempre verificata la disuguaglianza d27,/ddé2 << 0, il che ap-
pare in disaccordo con l'esperienza.

5. = Scorrimento semplice
Esaminiamo un altro tipo di deformazione da B, — B definito da
(5.1) e (1 ke'®aed) (keR).

Tale deformazione prende il nome di scorrimento semplice e & ¢ detto entita
di scorrimento. Da (5.1)
F=1+4Fka®a?), C=1+ka®a' + a' R a2) + ke*® a?),
B=c'!'=14Ka*®@a'+ a*® a?) + ka'® o),
c =1—ka*@ a4+ a*® a®) + F(a*® a?),
e =%c—1)=—Lika*®a' + a'® a?) + ke ® a?) .
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Gli invarianti prineipali di ¢ sono

(5.3) J=1.

~
-
I
o
=
1)
by
@

I
|
e
o

13
~
e
I
o

Il corpo & sia omogeneo ed isotropo ed occupi inizialmente una configura-
zione di equilibrio naturale B, a temperatura uniforme .
Da (1.2)

(5.4) T=L1— (M + N ka*® at + a* @ a?) + FNEH ' ® at)
(4 ML+ 1) ) @ ® @)

dove L, M, N sono funzione degli invarianti di e, ovvero di %z
La funzione

Ak = — (M 4~ L Nk2)

si chiama modulo di scorrimento gemeralizzato. Per deformazioni infinitesime
A(0) = p. fi & una funzione pari di k, per cui la componente di taglio dello
stress & una funzione dispari di & (come & fisicamente naturale). Si puod veri-
ficare che (f,— 4)/(2;— 2;) = A(K?). Se il corpo soddista alla disuguaglianza
di Baker-Ericksen (B-E) fi(K?*) > 0. Viceversa se #£(K?) > 0, nel piano 1 — 2
dello scorrimento il maggiore degli allungamenti principali 2, corrisponde al
maggiore degli sforzi principali.

Osserviamo che in (5.4) le componenti normali del tensore degli sforzi
Ty, Ty, Ty non possono essere trascurate per deformazioni finite, in tal caso
infatti L, M, N dovrebbero essere nulli, e quindi #(k?) = 0. Il materiale
dunque, in una configurazione di equilibrio naturale sarebbe soggetto a scor-
rimento semplice con sforzi nulli.

In assenza delle componenti normali del tensore degli sforzi, & naturale
pensare che il corpo si dilati o si contragga (effetto Kelvin). Tra le due com-
ponenti normali dello stress Ty ¢ Ty e la componente di taglio 7., sussiste
la relazione (deducibile immediatamente da (5.4))

Ly~ Ty = Tk,

allora ¢ necessario che 7., Ty, (effetto Poynting).

(@) Supponiamo che la legge deformazione-sforzo derivi dal potenziale di
Signorini. II corpo subisca uno scorrimento semplice e la trasformazione sia
isoterma.

In questo caso N =0, d(k?)=— M =p+ A+ p), L= p-+ LA+ p k.



[17] SOPRA ALCUNI TIPL DI POTENZIALE ELASTICO 769

Dalla disuguaglianza (2.8) segue che u(k?) > 0.
. 1,.,,1 .
(5.5) T, = {~5lk~ +§ (A -+ k31— {20 + (A -+ wkle
1., 1
=y ART — A T )R 1 \ { t (e a a a-
(5 M5+ O+ { S (o) B @ 00 @ )
1
— i+ 5+ ) (@R ).

Da (5.5) si deduce T, 7= T,, (effetto Poynting) e Ty, = T; mentre, in gene-
rale, se N =0, 1Ty, e Ty, sono indipendenti (v. (5.4)). L'uguaglianza delle due
componenti normali del tensore degli sforzi 7, e Ty, & dovuta alla semplifica-
zione fatta ponendo ¢ = 0. Da (5.5) inoltre risulta 7', = z},»k{Qlu + (A4 w k?},
Too = — 3k2{(2 + 2u) + HA + w)ke}.

La fmza di contatto sulle superfiei di normale a2, ha una componente tan-
genziale funzione dispari di k (infinitesima del primo ordine rispetto a k), e
una componente normale funzione pari di % (infinitesima del secondo ordine
rispetto a k).

Calcoliamo le componenti normale e tangenziale (risp. n e t) della forza di
contatto sui piani inclinati di un angolo ¢ rispetto a piani di normale a.

2 11 15 ket 3 ke
=—= (A A ) —= A+ pu
n (7-}—4u)7 1 (8;+8‘u)752—!—1 8(1 .“)kz+1’
k 73

Mentre la componente normale della tensione ¢ funzione pari della entitd di
scorrimento (infinitesima del secondo ordine rispetto a k), la componente tan-
genziale & funzione dispari (infinitesima del primo ordine).

(b) Supponiamo adesso che la relazione deformazione-sforzo derivi dal
potenziale di Bordoni.
Anche in questo easo N = 0, fi(k®) = — M = pu > 0. Nel caso del poten-
ziale di Bordoni il modulo di scorrimento generalizzato & indipendente dal-
Pentitd di scorrimento e coincide con il modulo della elasticitd lineare.

(5.6) T,=— 32?1 — 2ue = — Lk 1 4 pk(a® @' + a* @a?) — uk(a® Qa?).

Da (5.6) si deduce Ty, 5= Ty, (effetto Poynting) e Ty; = Ty, Mentre nel caso
di Signorini 'uguaglianza delle due componenti normali del tensore degli sforzi
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T, e Ty & dovuta alla semplificazione fatta ponendo in (2.6) ¢ = 0, nel caso
di Bordoni essa nasce invece dal carattere particolare del potenziale proposto.
Da (5.6) inoltre risulta

T = pk, Top == — L LA + 2u) .

La forza di contatto sulle superfici di normale ¢®* ha una componente tangen-
ziale funzione dispari di % (infinitesima del primo ordine rispetto a k) e una
componente normale funzione pari di % (infinitesima del secondo ordine rispetto
a k). Tali componenti coincidono con quelle ottenute nel caso di Signorini a
meno di termini o(k?).

 Caleoliamo le componenti normale e tangenziale della forza di contfatto
sul piani inclinati di un angolo ¢ rispetto ai piani di normale a®.

22 k

— 9 P g
" 7+1 ( ")7"+1’ )

SO )
La componente normale della forza di contatto ¢ dunque una funzione pari
di k (infinitesima del secondo ordine rispetto a k), mentre la componente tan-
genziale & una funzione dispari di & (infinitesima del primo ordine rispetto a k).
I valori di ¢ e di n desunti dal potenziale di Signorini e di Bordoni coincidono

a meno di termini o(k2).

Conclusioni

I potenziali di Signorini e di Bordoni soddisfano entrambi a condizioni di
plausibilita fisica. Si riducono per deformazioni infinitesime al potenziale di
Hooke; in entrambi i casi (con ipotesi non restrittive) il potenziale isoter-
mico W risulta definito positivo. Gli sforzi principali per unitd di superficie
indeformata T'; risultano positivi in estensione e negativi in compressione
(in accordo con l'intuizione fisica).

In estensione semplice e in estensione uniforme il potenziale di Signoriui
da luogo a sforzi principali per unitd di superficie indeformata strettamente
monotoni, mentre nel easo di Bordoni c¢io non & pitt vero e si perde dunque la
unicita nella corrispondenza deformazione-sforzo.

La condizione d*7'/do? suggerita dalle esperienze fatte sottoponendo corpi
a trazione semplice, verificata nel caso del potenziale di Signorini, non & valida
per ogni ee(— %, 0) nel cago di Bordoni.

In scorrimento semplice Pespressione del tensore degli sforzi data dal poten-
ziale di Bordoni non ¢ che 'approssimazione di quella di Signorini a meno di
termini o(k?).
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Signorini.
1] P
(2] P
[3] G.
(4] F
(5] M
[6] R
[7] R
[8] B
[9] A

[10] c

[11] c

2]

[13]

[14] C
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I risultati ottenuti nell’esame dei due potenziali di Signorini e di Bordoni
sembrano dunque indicare una migliore plausibility fisica del potenziale di
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Summary

Since it is impossible to verify by ewperiments whether the form of an elastic potential
fits physical phenomena better than another, only indirect tests can guide to the solution
of the problem.

In this paper we tried to compare the results obtained applying different forms of elastic
potential (the form due to Signovini and the one due to Bordoni) to simple deformations,
in order to gel some informaiion on which one has the best physical accepiability.
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