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PAoro SANTORO (%)

Contributi allo studio del ceniro
per le equazioni differenziali autonome

non linearizzabili (¥*)

A Grorgro SEsTiN1 per il suo 70° compleanno

1. —~ Sia R» lo spazio vettoriale di dimensione p sul corpo reale R e sia C?
lo spazio vettoriale di dimensione p sul corpo complesso C. Se s e C indi-
chiamo con Z il suo coniugato.

Indicato con ey, e,,...,e, i versori e, = (1,0,...,0), e, = (0,1, ...,0), ...,

P P
e, =(0,0,...,1) se xc C» porremo x = Y ¥, e;; ed inoltre se x = > @, e, ed
» _ fd k=1 ? k=1
y = > y,e., indichiamo con x=> %, e, xy=2 @, 9,; |x|= (xx)/?,
k=1 k=1 k=1
Rex = (x + x)/2; Im x = (x — x)/24.
Sia &7 un aperto in C? (ovvero in R?) e sia 0 ¢ .. Indichiamo con E(C?)
Pingieme delle funzioni f: .7 — C» continue e tali che: (i) f(0) =0, f(x)==0

per x == 0; (ii) &7 sia semplicemente connesso; (iii) Pequazione

ammetta una sola soluzione u(l, x,) per ogni x,€ of essendo u: RxCr — Cr

tale che
d

A& u(t, xo) =f[u(i, x)], u(0, x,) = %, .

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Applicata, Via 8. Marta 3, 50129 TFirenze,
Italy.
(**) Ricevuto: 6-1I-1979.
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In modo analogo si definisce Vinsieme E(R?) delle funzioni f: .o/ c R? — R».
Se uf(t, x,) ¢ definita per ogni ¢ > 0 indichiamo

Y(T, %) = {u(l, x,), 0<t<T}.

Si dice che si ha un centro per Pequazione (E) se qualunque sia x, € .27,
xy, = 0 esiste T' = T(x,) per cui y(T, x,) ¢ una curva chiusa, semplice di
Jordan, cioé u(T, x,)==u(0, x,) ed inoltre wu(t, x,) 5% u(t’, x,) per 0 <t, t'<< T.

L’insieme delle fe E(C?) per cul si ha un centro per l'equazione (E) non
¢ vuoto; basti osservare che si ha un centro per I'equazione lineare x = Ax,
A matrice tale che o(4) = {4 e C: det (4 — 1I) = 0} abbia autovalori 1,, 1,,
...y A, non nulli, distinti, con parte reale nulla, e tali che 2,/ & razionale qua-
lunque siano 7 e k.

Naturalmente segue che se fe E(R*) si pud avere un centro per lequa-
zione (E).

D’altra parte ¢ noto all’autore che se fe E(R®) non pud mai presentarsi
il caso del centro (cfr. ad es. [2]).

ki
Sia x: R — Cr, x(t) = 3 @,(t) e;; ponendo «,(t) = o.(¢) exp (40,(2)), si ha

k=1

P

x(t) = 2 04(t) exp (i0.(t)) e;..
k=1

In particolare per ogni soluzione u(f, x,) dell’equazione (E) scriveremo

Ma

1) u(l, x0) = > ox(ty %) €Xp (‘i@,‘.(t, xo)) e .

)3

i

1

Evidentemente si ha un centro per I'equazione (E) se e solo se qualunque
sia xp = > 7) e, € esiste T= T(x,) per il quale si abbia, per &k = 1,2, ..., p,

(2) 0:(L, x,) exp (7;07;(17: xo)) = 0:(0, x,) exp (’mk(oy %)) = @y .

ke
Posto v = {y1, ¥ay oy Vb

yillly x) = {2 € C: 2 = 0,(t, x,) exp (0,1, x,)), 0 <t < T},

diremo che per y(T, x,) vale la proprieta F se esiste T'(z}) tale che y,(T'(2}), x,)
& la frontiera di un insieme Q) aperto e limitato, semplicemente connesso
diCe0el,.

Se per ogni xye ' = {x = > w.e. €7, 5,50}

(a) vale la proprietd F per y.(T(23), x,) per k =1,2,...,p,

(b) il rapporto T(«})/T(x)) ¢ un numero razionale per 1<h, k<p,
si ha un centro per I'equazione (I).
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Nel n. 2 di questa nota si trovano condizioni necessarie e condizioni suf-
ficienti perché valgano le proprieta (a) ¢ (b).

Nel n. 3, si dimostra che le proprieta (a) e (b) non possono valere nel caso
fe E(R¥»).

Nel n. 4 si esaminano le condizioni (a), (b) alla luce delle definizioni di
rango numerico e di spettro locale, ritrovando le condizioni necessarie per
Pesistenza di un centro che sono nella teoria classica delle equazioni lineari
e quasi lineari.

L’ipotesi (a) per Pesistenza di un centro & intuitiva ma restrittiva. Nel n. 5
si osserva che la teoria svolta mel n. 2 pud essere generalizzata.

Alcune altre osservazioni ed un esempio chiundono il lavoro.

2. — Se per yi(T(xY), x,) vale la proprieta I, allora dalla formula inte-
grale di Cauchy per le funzioni olomorfe, si ha

(3) )—j; [ (@fsyds=1.

STy (a(al)so)
»
Poniamo in (B) f= >f.e. € Der k=1,2,..,p, indichiamo con
k=1
@r: /' — C le funzioni definite da gu(x) = @ fe(2)/ @]

Proposizione 1. Da (1) si ha

d N :
) < logoi(t, ) =2 Reguluh, @),

d
(5) Z(ﬁ 0,(t, x,) = Im pilul, %o)] -

P
Dim. Posto u(t, x,) = > ui(t, %) e, si ha u(t, x,) = fr[u(t, x,)] e quindi
r=1

d o d. ﬂﬂl.%—éi.’u,;
oy log 03(t; %0)= g l0g T 1= _L_bh—iéi—] =2 Re p[u(l, )],

. ] iiﬂ'ov.—ﬁ;uv. o
24 Tm g [u(t, x)] = —’—W = 2i0,(t, x,) . c.v.d.
k

Proposizione 2. Se per yi(T, x,) vale la proprieta F, allora Pinsieme
delle x e 7' per cui Regy(x) =0 non ¢ vuoto.




718 P. SANTORO : [4]

Dim. Se per y, vale la proprietdh F allora esiste T(2;) per cui
log oi(T(}), x,) = log p3(0, x,). L’affermazione segue dal teorema di Rolle-
Fermat e da (4). c.v.d.

Proposizione 3. Se per y (T, x,) vale la propricta I, allora Vinsieme
delle xe o/’ per cui Impu(x) % 0 non & vuoto.

D1m Se per y, vale la proprietd F, vale (3) ed inoltre & log ox(T(a3), x,)
= log |@;|% Se fosse Img.(x) = 0 per qualunque x e .o/’ si avrebbe

1 1
1= (1/s) ds = I (§1s]?) ds
200 12 (20), %) 27 3260),%0)
176D @ty x) el %) 1 2lep)
=om J _T%EEﬂT_M j Im @ fu(t, x,)]dt =0

0

e saremmo caduti in assurdo. ec.v.d.
Indichiamo con Q Pinsieme dei numeri razionali e con & Pingieme delle
funzioni 7: o7 — Qr, ©(x) = (7,(x), 7,(x), ..., 7,(x)). Poniamo inoltre 6(t, x,)
(Ol(ta Xo)y Ou(ty %o)y ..y O,(t, xﬂ))~

Proposizione 4. Valgono per Uequazione (E) le proprieta (a) e (b) del
n. 1, allora la proprietd (b) & equivalente alla sequente

(b)" esistono p—1 e solo p—1 funzioni ~,e 5 j=1,2,.,p—1)
lincarmente indipendenti tali che =;(x)8(T, x) = 0 per ognt xe e per

j=1,2,...,p—1.

Dim. Nelle ipotesi poste si ha un centro per equazione (E). Esiste quindi
T(x,) tale che

u( T (%), x,) = Zeh( 0)s Xo) XD i0,(T(%,), %) €, = w(0, x,) = =,

e yi(T(}), x,) ¢ frontiera di un insieme aperto semplicemente connesso. Allora

posto T(w,) = T, si ha 0.(T, o) = 2n4(%0), (14(x) intero) e 0,(T, x,)/04(T, x,)

= ny(%)/na(%o) € quindi la proprietd (b'). :
Viceversa valgano (b)’ ed (a), allora 04(T, x,)/0,(T, x,) = 7(x0) € Q. Sia

T(ay) # 0 tale che 0.(T(xp), %) = 27, allora T = n,(x,)T(a?), (ni(x,) intero)
Do) T(ay) = ny(x0) /i) € Q e quindi vale (b). c.v.d.
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Proposizione 5. Hsistanop—1 ¢ solop—1 VELLOrt Tyy Tay vy Ty (1 € Q7)
linearmente indipendenti per cuti ¢

B

(6) EImepyx) =0, T = (Th T} s 1)y
k=1

allora vale la propricta (b)'.

Dim. Sia (0, x) = x, e, quindi, sia (0, &) = 23, 0,0, %) = 0, allora

I

da (6) tenuto conto di (5) si ha

P . P .
> E0,(ty, x0) =0, 30,0, %) =0 (j=1,2....,p—1),

?
ovvero 3 7:0,(t, ) = 0 e cid implica 0.(t, %0)/04(t, %) € Q per ogni ¢ e.v.d.
r=1

3. — Proposizione 6. Se ¢ Imf(x) =0 (oppure Re fi(x) = 0) qualun-
que sia x€ o', allora per (T, %) non vale la proprieta I.

Dim. Sia Im fu(x) = 0; allora, posto wu.(t, %) = gx(f, o) €XP (30, x0)),
si ha

1y, = Gi(ty %o) €XD 20.(¢, %) + 10,.(t, x0) 01(F, x0) €XP 10,(2, %) = f.lu(t, x)]e R,

cioé 0, = kz qualungue siano ¢, x, e percid la (3) non pud essere soddisfatta.
c.v.d.

Osservazione 1. Se f:.o/ c R? — R, allora 'equazione

(B,) x = f(x)
pud essere complessificata in vari modi, eccone alcuni.

(a) Se f & analitica reale e sc =z — F(z): C» — C? ¢& tale che, posto
x = Rez, si abbia f(x) = F(Resz) = Re F(z), allora la complessificazione &
evidente. Tipico caso ¢ Pequazione lineare x = Ax (A4 matrice, ~e R?) che
ha la stessa trattazione di z = Az, z€ Cr.

(b) Se f(x) = ﬁ:fz;(x)em si pone F(x +iy) = >f (=) + ifu(y) e © si

consideri Yequazione x -+ iy = F(x 4 iy).
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»
(¢) Se x = > w.e, € R, si pone

E=1

D (@ag—y + imy) €y, se p = 2q (g intero),
Bl

(7 z = ’
) N
z (a1—1 + ar) €1 -+ Bogrs €44y se p=2q-+1,
k=1

allora 'equazione (E,) ¢ trascritta nella forma

(B,) 5= g(®),
dove

_z" (fzk—1(z) + ?;f‘.’.k(z)) e se p = 2¢q,
@ ets) =<

a

z (fzk—l(z) -+ ifEl:(z)) € + foqt1(%) €g1a se p==2q+1.

k=1

Corollario. Se f: .o/ c R¥+1 — R+l allora per Vequazione (E) non pos-
sono averst le proprieté (a) e (b) enunciate nel n. 1.

Dim. Discende da (7), (7)’ e dalla Proposizione 6. c.v.d.

4. ~ Proposizione 7. Se per ogni vilT, x0) vale la propricta T, allora
gli imsiemi ~

o ={xecl: x#0, Imxf(x)¢0} ed oL y={xcsl: x+#0, Rexf(x)z()}

B EE

SONO non VuUoli.

Dim. =

Im;f(x) = i |2 |2 Im T fil) = i |

wklz
Img,(x).
DI S FIER N P R PIER

Se fosse Im xf(x)/|x[> =0 per ogni xe.o/, allora comunque si pren-
dono p vetbori x,, x,, ..., x, appartenenti ad .7, linearmente indipendenti,
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= (o}, o}, ..., %) si avrebbe Z I{ i i
Fe=1 x;

quindi ¢,(x;) =0 per ogni x,€5/ e per ogni k, contro la Proposizione 3.
Quindi Pinsieme .27, non ¢ vuoto.

Analogamente, utilizzando la Proposizione 2, si dimostra che Vinsieme 7,
non ¢ vuoto. c.v.d.

Tndichiamo con E’(Cr) Pinsieme delle funzioni continue che soddisfano le
condizioni (i) ed (iil) ed inoltre '

Il‘n(pk(x’.) == () (]:1,27 ...,_’p) e

(i)’ esistono due costanti K = K(f) ed m = m( f) positive tali che
|f(x)| < K |x| per x€ B0, m) = {xe C: |« <mics.

Sia p(x): B(0, m)\{0} — C la funzione definita da y(x) = xf(x)]|x]?; si
definisce rango numerico ny( f) Tinsieme

no(f) = chiusura p(B(0, «)\{0}) .

o<asim

Si dimostra (cfr. [1], [3]) che
— mo(f) & un sotboinsieme di C non vuoto, compatto, connesso;

— se pen(f), esiste una successione {x,} c o/ tale che %, 7% 0, x,—0,
P(xa) = 43

— se f & lineare, f(x) = Ax, 4 matrice pXp, allora no(f) = w(A) = {xdx:
|| =1} chiusura o(4) = w(d4).

Proposizione 8. Se esiste peno(f) tale che Reu =0, Im u 5 0, allora
gli insiems o, ed of, sono non vuoti ¢ la loro intersezione non ¢ vuota.

Dim. Basti osservare che esiste, per definizione, una successione {x.}
in 7 tale che x,%0, x,—0, ed infine =x, flx)]|%.]® — L’affermazione
della proposizione segue allora dalla proprieta dei limiti. e.v.d.

Se fe E'(C?) e 1€ C indichiamo con do(A— f) il numero

@m—ﬁ=mmMUEtﬁﬂ.

x>0 ||
Si definisce spettro locale o(f) di f in 0 Pinsieme

= {AeC: G(h—f) =0} .
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B noto che (cfr. [1], [3]):
— se f & lineare, allora o(f) coincide con lo spettro usuale delle matrici;

— se f ¢ differenziabile in 0 ed f7(0) ¢ la derivata, allora lo spettro locale di f
in 0 coincide con lo spettro della matrice J(0);

= o(f)c m(f).

In accordo con la teoria classica per le equazioni differenziali quasi lineari
si ha

Proposizione 9. 8e per ogni peo(f) si ha Reyu =0, Im u+ 0 allora
1 due insiemi o7, ed o7, definiti in Proposizione 8, sono non vuoti ¢ la loro inter-
sezione é non wvuota.

Dim. Segue dalla constatazione che o(f)c ny(f) e dalla Proposizione 8.
c.v.d.

5. — Osservazione2. Si osservi che la proprietd F pud essere sosti-
tuita da quella pit generale propricta F': esiste T(@) per cui ¢

(3) 5)1 (1/s) ds = n(zy) € N (interi) per xye.o7’.

T 5 (2G), 0)

Infatti in tal caso le Proposizioni 1, 2, 3, continuano a valere insieme alle
loro conseguenze.

Osservazione 3. Qualora si consideri I'equazione (E,), .7 limitato,
Jf: o/ c R — Re»; fe E(R*), (oppwre fe E'(R™)) ed esista J: .o/ — % c R»,
J(0) = 0, # limitato, J iniettiva e suriettiva, provvista di derivata J "(x) con-
tinua (quindi J'(x) s 0 per ogni x € ./) conviene talvolta prima di comples-
sificare Pequazione ridursi all’equazione

®,) y = (&) flglx),

essendo g tale che goJ ¢ l'identitd in 7.

Osservazione 4. Indichiamo con P il polidisco P = {x e Cr: |a,|< 1,
(k=1,..,p)} e con FrP la frontiera distinta di P, ciod Fr P — {x e Cr:
|@y|=r. (k=1,...,p)}. Siano D, D,,..., D, aperti semplicemente connessi
limitati, contenuti in ¢ e tali che OeD, (k=1,2,..,p) e sia & = 1D
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(I1 = prodotto cartesiano). Indichiamo con 4 il disco Ad={eC: |z|<1}.
Sia J; un isomorfismo analitico di D, su 4 tale che J,(0) = 0, J;(O) >0 (per
il teorema fondamentale delle trasformazioni conformi un tale isomorfismo
esiste). Sia J: o/ — C» definito da

REN 0 0 () 0 .. 0
0 Jo(wy) ... 0 0 Jw,) ... 0
J(x) = sen sen .n sen ; J—l(x) -
0 0 e dJy®y) 0 0 e I ay)

Sia P un polidisco contenuto nella sfera unitaria B(0,1) allora J-Y(Fr P)
= Fr J-Y(P) (= frontiera di Shilov di J-1(P)). Quindi se I'equazione x = Ax
ammette soluzioni tali che y(7, x,) ¢ sulla frontiera distinta di un polidisco,
Pequazione z = g(s), dove z = J-1(x) e g(z) = (JY(x)) AJ-*(») ammette solu-
zini w(¢, ,) analitiche tali che

I't, =) = {z€ C*; z = v(t, %), t€ R} c Fr J-YP).
Esempio. Per lequazione
(1) B = 2, Gy == — 2,

(#1y %) € C*, si ha un centro, e si ha anche un centro per Tequazione

. - - . — & v
(I1) &= 7’7*+—71 (& +1)2 T=E (7 + 1),
(&, ) € C2, ottenuta da (I) mediante la sostituzione lineare
(R1y 22) — (é_-,f_ 37 77—;7—1), (#1,2)e P = {(zu 2)eC? |a| <1, 2| <1} y

e si ha anche un eentro per il sistema
(—u® 4 v+ ) (0 —y* —2y + 1) — 2z0(y + 1)
(u +1)2 + o2 !

_ 20— Fu)(wy + 1) — o(@ —y? — 2y + 1)
o (0 +1)% + o2 ’

— U —v? 4+ 20 + 1) —2(2* — y* —y) (w0 + 2)
@+ (y +1)° ’

—2(@* —y* —y) (W — 0> 4 2u + 1) — w(uv + v)
4 (y + 1) ’

dove (2, y, u,v) € o/ = {(&, y, u,v) € B*; a2 + 9> <1, w? + 0* < 1}.

w.:

Yy

n =

7}——_—
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