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SILvio NOCILLA (%)

A proposito di una equazione integrale non lineare

con nucleo singolare e valor medio (**)

A Giorglo SEsTINI per il suo 70° compleanno

1. -~ Introduzione

Il presente lavoro & dedicato allo studio dell’equazione integrale seguente

(1.1) p(7) = g(z) + Mg, v) — M(p)
con
_, _ a(l + Ap(z)) F . )
(1.2) Mg, 7) = Mg(r)plz) + —— - ﬂf/ sins-g(s)ds ,
_ 1 /2
(1.3) Mp) =~ _I/OM(% 7)dr,

tel =[— =/2, n/2], ¢g(r) funzione assegnata, @ e 1 costanti assegnate. Tale
equazione integrale & caratterizzata dal fatto che (1) & non-lineare; (2) contiene
il nucleo singolare sin s/cos = che diventa infinito per v = 4- n/2; (3) contiene
anche il valor medio M dell’operatore M.

(*) Indirizzo: Istituto di Meccanica Razionale, Politecnico, C.so Duca degli Abruzzi,

10129 Torino, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 22-1-1979.
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Essa costituisce pertanto un modello semplificato dell’equazione integrale
alla quale & stato ricondotto in [2]; il calcolo delle soluzioni periodiche armo-
niche,; cio¢ con egual periodo della forzante, dell’equazione di Duffing senza
dissipazione

(1.4) & kyw - Eya® = f, sin Q.

Scopo della presente ricerca ¢ di far vedere che, sotto certe condizioni aderenti
alla natura del problema fisico di partenza, la (1.1) ammette una ed una sola
soluzione, calcolabile con procedimento iterativo coi metodi del punto fisso
negli spazi di Banach.

2. - Precisazione dello spazio funzionale per la ¢(7) e proprieta dei vari operatori

Osserviamo anzitutto che dalla (1.1) si ricava subito

al2 n/2
(2.1) flqa(r) dr = j;g(r)dr .
2 —nf2

Ora nel problema fisico di partenza la g(z) vale
(2.2) g(t) = ¢, cos 27, con g, costante assegnata .

Essa ha pertanto valor medio nulle in I, e quindi in tal caso anche la (1),
se esiste, deve avere valor medio nullo in I.

D’altra parte questa condizione ¢ basilare nel problema stesso, come dimo-
strato in [2],. Inoltre la g(z) ¢ funzione pari in 7: anche alle @(z) tmporremo
di esseve funzione pari di T, A’accordo col fatto che se tale & la ¢(7), tale risulta
pure la M(gp, v), come si verifica subito dalla (1.2), e quindi i due membri
della, (1.1) risultano entrambi pari in 7. D’altra parte anche il fatto che la ¢(7)
sia pari ¢ imposto dalla natura delle soluzioni periodiche cercate della (1.4).

Partendo dalle osservazioni di cui sopra svilupperemo la presente tratta-
zione supponendo che la g(r) sia del tipo seguente, pill generale della (2.2),
ma sempre part in T ¢ con valor medio nullo in I = [— x/2, /2]

0

(2.8) g(t) = Z‘ Jan COS 20T con ¢., costanti note .

n=1

Sotto la stessa forma cercheremo anche la funzione incognita ¢(r)

(2.4) @(T) = > by, cO8 2nT  con by, costanti da determinarsi.

n=1
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Supporremo inoltre che la serie (2.3) sia folalmente convergente, ossia che

[
L)

lg(7)| <

n

g2n < OO,

L8

ed analoga proprietd richiederemo anche alla serie (2.4), ossia

M3

(2.6) (1) | < 3 [bau} < o0

n=

|
-

Il problema ¢ allora ricondotto alla determinazione del vettore ad infinite
componenti

2.1 b= {be, by, ey bau, ...}

nello spazio di Banach I, (v. ad es. [3]) ossia con norma
(2.8) 102 2 [0 -
n=1

Chiameremo S, lo spazio funzionale delle @(t) del tipo (2.4) con norma
(2.9) ' I 22 3 1baal

per le quali ¢ bel,. Anche §; ¢ uno spazio di Banach perché in corrispondenza
isomorfa con I,.

Infine per ogni funzione f(r) definita in I introdurremo i due simboli se-
guenti

(2.10) () :% 1} f(z)dv = valor medio in I, Fz) = f(z) — (7).
o —afa

In altri termini il segno ~ sovrapposto alla funzione significa che da essa viene
sottratto il suo valor medio in 7. Risulta allora

=0, e inoltre f, -7, = (f, £f.) -

2
aSH

(2.11)
Con questo simbolismo dalle (2.3) e (2.4) si trae

(2.12) g=0, &=0; ossia j=g9, ¢=¢.
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Cid premesso introduciamo l'operatore ausiliario, lineare in ¢

T

= sin s (s) ds
cos T _,J,.2 pls)ds,

(2.13) Z(p, 7)

che risulta anch’esso una funzione pari di v qualora tale sia la ¢(7), ma in ge-
nerale a valor medio non nullo, come apparird dai calcoli seguenti. La (1.2)
si pud serivere

(2.14) M(p, 7) = aZ(p, T) + Hg(v)p(T) + ap(r) Z(g, 7)) ,

mentre 'equazione integrale (1.1), col simbolismo (2.10), si serive pil sinte-
ticamente cosi

(2.15) ¢ =9+ aZ + Ugp + agl) .

Per procedere nello studio della (2.15) & necessario anzitutto studiare le pro-
prieta dell’operatore Z, da cui poi le proprietd di M. Il punto fondamentale
sta nel dimostrare che se ¢(t) appartiene a S, lo stesso accade anche per Z
e q?Zl La dimostrazione procede per gradi come segue.

Lemma 1. Se g(r)eb, anche Z e S,.

Dim. Nelle ipotesi (2.4) e (2.6) possiamo trasformare la (2.13) come segue

T

o0
1 .
Z(p, 1) = D byy —— sin s cos 2ns ds
(¢, 7) ,Zl " eos T J,e me

(2.16)
1 gb [ 1 cos (2n—1)T 1 cos (2%—!—1)7:}
2.4 op—1 coS T 20 + 1 cos T ’
Ora risulta
1 cos(2n+1)r 1 n .
S T T sy — 1)+ cos 2k
) 005 T 5 (=1 +;Zl( ) T,

(2.17)

—

cos (2n—1)7

1 n—1
=~ (—1)" — 1)1 cos 2k
— g1 3 7,

oy

e pertanto, dopo alcune trasformazioni, otteniamo -

(2.18) Z(@, ©) = Z(p) + Zlp, 1),



[5] A PROPOSITO DI UNA EQUAZIONE INTEGRALE NON LINEARE ... 651

con
2 2n
(2.19) Zl " g e
(2.20 icos 9nr[( 1) by, + z Ykl il bai]
= ) ne=1 + o Te=n+1 4k*—1~ ’
da cui la maggiorazione
2.21 z|<3 L) bl < Sl = 9]
(2.21) = A 212,—1 Com 1S e
¢ inoltre
222)  121=3 gk bt Sy
(2.22) Ao 1T A ok —1 %
© 1 =3 © 47‘ .
a2 el o
g z—{—l ,,,]—}—nzq(n—l) — [bex
1 @
:3‘ ]+§ 4/),“__ )‘bZn g b?.n .
Dunque
(2.23) 12]<

Le (2.20) e (2.23) mostrano che il lemma & vero, ed inoltre le (2.21) e (2.23)
forniscono due maggiorazioni base per [Z| e |Z], di cui ¢i varremo in seguito.

(*) Si applica la formula

© k-1

(3.:) Z Za'nk—'z Za'nls

n=1 k=ntl k=2 n=1
che per a,, = a, diventa

(b)

«©

(k—— l)ak .

M

[
2=
k=n+1

n I3

[l
-

Alla fine del n. 4 la (a) verrd applicata per a, ;= 1-a;, nel qual caso essa diventa:

@ <o < o
(e) 2 Ena= ZaLZn—Z‘k (k—1a,.
n=1 kL=n+1 k=2 n=1 k=2

Gli indici & nelle sommatorie ad ultimo membro vengono poi sostituiti con ghi indiei n.
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LeyMyaA 2. Date le due funzioni @(t) e p(t)

(2.24) p)=¢+¢, pO=3%+79,

con G e pe s,
o o0

(2.25) = > by, cO8 20T, Y= D €, CO820T,
n=1 ne=]

allora risulta

— e

(2.26) lo-wl<Igl-19] + 191181 +1el- 191 ~1¢-%]
<lgl- 1wl +19l-1¢l + Il 1¥] -

In particolare, se ¢ ¢ = P = 0, risulta
(2.27) lg-2l<lol-1%] -

Dim. Dalle (2.23) e (2.24) abbiamo

(2.28) pp=¢F+¢p+ PG+ ¢y,
da cui
(2.29) TP =GP+ PP+ G P,

e quindi la maggiorazione

(2.30) le-wl <16 1% + 19| 16] + 16-79] -

Si tratta allora di maggiorare opportunamente I'ultimo termine, e per questo
anzitutto trovare una espressione idonea per il prodotto delle due serie di
Fourier totalmente convergenti (2.25). Effettuando il prodotto termine a ter-
mine, applicando le formule di prostaferesi ai vari prodotti a due a due dei
coseni, ed ordinando opportunamente i termini, si perviene alla formula se-
guente

(2.31) G p=F 33 bsntsn+ %D 0082n—1)T Y (BarConsors + Danpor_2Cor)

n=1 n=2 k

Invs

+ Ji z COS2(7L+1) T z b2k02n.—2k+2 )

n=1 . k=1
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da cui
.—~ oo
(?71/’ - }3‘ z b2n02n )
(2.32) ne1
—— o ne=1
Gy =1} cos 2nt z (barConrar + Danpor Cax) + % Z €08 21T > by Con_ar: -
n=1 k=1 n=3 k=]

Ne consegue che

3

¢ E = lzb‘znc‘;‘nl(' z[bzn Icznl ’
(2.33) n=1 n=t
~ © o o p=t
g -p] = Z |z borConpor - DonporCor| + % z |z DarCon_o:| -
n=1 k=1 n=2 k=1

D’altra parte il prodotto delle norme di ¢ e  pud esprimersi o nell'una o nel-
Ialtra delle due forme seguenti

(2.34)  |gl-lvl = E [D2n ] | €2n| + E Z (100 ] - [Conyme| + [ Dangar ] [C2r)

n=1 n=1 k=1
@ n—1

= E [bar ] - | Can_ee]
n=2 k=1

ul) + P

J&MS

g 2k I Icﬁn_.sk

=161 17— 3 S 10wl lew| < 151+ 171 — 3 l:ibz"caf

ne=l

Dalle (2.30) e (2.35) si ricava immediatamente la (2.26) ed il lemma risulta
dimostrato.

Applichiamo questo Lemma 2 alle funzioni ¢(z) con ¢ = 0, e p(z) = Z(p, 1)
data dalle (2.18), (2.19) e (2.20). Tenuto anche conto delle maggiorazioni (2.21)
e (2.23) otteniamo

(2.36) I0ZI<|Z1- o] + 1Z]-lo] <2lp]*.
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In virtu della (2.29) e della seconda delle (2.32) scritte per p = Z, e della mag-
giorazione (2.36) risulta cosi anche provato che se ¢(t) € 8y, allora anche
pZ el

Corollario. Dai lemmi ora dimostrati e loro conseguenze, ¢ dalla (2.14)
risulta che se g(z) ¢ @(r) € Sy, anche M = aZ + Z(_(T(ﬁ —+- aq';Z) en;.

A proposito dei caleoli sopra sviluppati osserviamo che il ricorso alla serie
di Fourier (2.4) ed alla norma (2.9) portano indubbiamente a formalismi un po’
pesanti, che si potrebbe pensare di evitare ad esempio impiegando la norma
massimo modulo, nell’ipotesi della continuitd delle diverse funzioni. In tal
modo perd non sembra sia possibile sfruttare la condizione base di valor medio
nullo, e le corrispondenti maggiorazioni risultano meno buone. A titolo esem-
plificativo vediamo come la disegnaglianza (2.23) si modifica con la norma

{2.37) lo(z)]. = max |p(7)].
Terl
Anzitutto si dimostra che la Z(gp, 7) & funzione pari in 7 e continua in I, estremi
P, P ’
inclusi, se tale & la @(z). Quindi si osserva che sins ha segno costante in
[— =/2, 0] e quindi, per il secondo teorema della media, esiste un valore — «
compreso tra — /2 e 7 tale che, tenuto anche conto della paritd di (), sia

; 1 -
(2.38) JWﬂﬁ=c%TM—aLﬁm8®:=~M@ (—7/2<1<0).

Ma data la parith di Z(p, r) la stessa proprietd vale anche per 0 < 7 < 7[2.
Ne segue che risulta '

(2.39) 1Zl.<le@)l. e |ZI<|¢l.,
e(iuindi
(2.40) 2= 12— Z|.<|Z|. + |Z] <2]¢]..

Si tratta dunque di una maggiorazione dello stesso tipo della (2.23), ma col
coefficiente 2 anziché 1, e quindi molte meno buona.

3. - Applicazione del teorema di punto fisso nello spazio 9.

Riscriviamo Pequazione (1.1) nella forma sintetica

(3.1) o= T(p),




<t
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dove, in base alla (2.15), ¢

(3.2) T(g) = g + aZ + MUgp + apZ) .
Siano

oo
&
by, €OS 20T,  @F = D b,, €OS 20T

2n

(3.3) =

n

I8

[y

ne=

due funzioni €8, che supporremo sempre contenute in uno stesso intorno
dell’origine

(3.4) lel<d, lo*l<o.
Vogliamo dimostrare che
(Tesi). In certe condizioni che preciseremo per a, 2 e [g{, esiste un K <1

tale che

(8.5) |7(9) — Tlg*) < Ko — ¢*

qualungue siano ¢ e ¢* contenute in tale intorno.

Dim. Posto per brevita
(3.6) Zr = Z(g*), T*=Te%,
dalle (3.1), (3.2) abbiamo
B T =T <lal- 12— 2% + |21 lgp— g +lal- |A] - |9Z — 7" 2] -
Si tratta allora di maggiorare opportunamente i tre termini a secondo membro
della (3.7) in modo da pervenire alla (3.5) determinando altresi il valore di K
e le condizioni in cui esso sia minore di uno. Abbiamo

1° termine. Data la linearitd delloperatore Z(p) risulta, in base alla (2.23)
(3.8) 12— ZF|<lp — o™l -

2° termine. In virtu della seconda delle (2.11) risulta

(3.9) g9 — 99* = glp — ¢¥) .
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Applicando allora il Lemma 2 nella forma (2.27), dato che per ipotesi &
= ¢ = ¢* = 0, abbiamo

(3.10) log — g™l <lgl- o —¢*| .

3° termine. Dall’ovvia identitd
(3.11) pZ — Q¥ Z* = (74 — Z*) 4 Z*(p— ¢*)
abbiamo, in virtt delld seconda delle (2.11)

(3.12) 0% — 7 = (G4 — 2%)] + (255 = p™)]

e quindi, applicando due volte la (2.26) con ¢ = @* = 0, la maggiorazione
seguente

(313) gl —g*Z*| < |glZ—2%)| + | (5 — o™
<|Z—Z*|- || + 12— Z*|- || + |Z%| - jp— ¢*| + |12*]- g — o*].

In virtu delle (2.21) e (2.23), nonché delle analoghe in virtt della linearitd di
Z(p) rispetto a ¢

(3.14) Z—2* | <lo—g*l, 12— Z¥l<lp— "],

otteniamo in definitiva, tenuto anche conto delle (3.4),

e ——

(3.15) ipZ —*Z* | <2(lo] + l¢*1) - lo — o*| <46]p — ¢*] .

In virth delle (3.8), (3.10) e (3.15), dalla (3.7) otteniamo infine la (3.5) con K
eguale a

(3.16) K= (14 46]4])- e[+ 4] ]g] .
Osserviamo ora che risulta
(3.17) T(0)=¢g e quindi [70)] = ||g] .

Alla luce del teorema del punto fisso [1] dobbiamo dunque determinare in quali
condizioni per |a], |A| e |g|] sussistono contemporaneamente le condizioni

(3.18) lgl<d1—K) e K<1,
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con K dato dalla (3.16). Conviene eliminare § mediante la (3.16). Siamo cosi
ricondotti alla diseguaglianza

(3.19) dlal-|2] 19l <@ — IO(K —|a|—[2]-|g]),

che ponendo per brevitd

(3.20) 2]+ lg] = e>0,
diventa
(3.21) 4lale<(l— K)(K —|a|—e), con K < 1.

4, - Discussione delle condizioni trovate e considerazioni finali

Passiamo ora a discutere le diseguaglianze (3.21), distinguendo:

caso {a). A =20, e quindi ¢ = 0. Le (3.21) equivalgono a
(4.1) la| <K <1
e risultano pertanto indipendenti dal valore di |g].
caso (b). 2% 0, e quindi ¢ > 0. Si tratta di determinare a quali condi-

zioni devono soddisfare |a| ed & affinché esista almeno un K reale soddisfa-
cente contemporancamente alle (3.21), ossia affinche risulti

(4.2) E:— (14 ja| +e)K+ |af +e+4|ale<0,
per almeno un K reale positivo << 1. Ora tali condizioni equivalgono a

(4.3) A

il

la]? 4 &*— 14lale— 2]a| — 2¢ +- 10,
(4.4) E =31+ la|+e—A4)<1, ossia |a]-+e<l+ /4.

La curva 4 = 0 sul piano (|a]|, &) (v. figura) & costitnita nel primo qua-
drante da un ramo di iperbole tangente agli assi nei punti A(1,0) e B(0,1),
e con asintoti di equazioni

1 V3 1
4.5) . e +5 = (1£4V3) (la[+5) -
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Nel dominio 2”, compreso tra gli assi coordinati (|a|,e) e detta iperbole,
la (4.3) & soddisfatta. Nella parte 2 di tale dominio interna al triangolo OAB
in cui ¢ |a| -+ e<<1 ¢ pure soddisfatta la (4.4). Viceversa si riconosce che
nella parte 2’ di 2" esterna allo stesso triangolo OAB Ia (4.4) non & piu soddi-
sfatta. Se ne conclude che Pequazione (1.1) ammetie una ed una sola soluzione
se le grandezze reali ¢ positive la| ed ¢ =|A|-|g| hanno valori che sul piano
(lal, e) appartengono al dominio & delimitato dai segmenti OA ¢ OB ¢ dall’iper-
bole di equazione A = 0, con A dato dalle (4.3). In forma sintetica

(4.6) (lal,e) €2

o
D=Du i

B(0/) o lelve=4

\
&A:o‘i, i
B N\
0 Ath,0) lof

Figura 1. — Dominio 2 per Ja| ed ¢ = [A]-]g] in corrispondenza del quale la (1.1)
ammette una ed una sola soluzione calcolabile col teorema di punto fisso qui utilizzato.

Tale soluzione pud essere calcolata col consueto algoritmo iterativo

(4.7) P = T(pW), ¢V =g,

che nelle condizioni sopra precisate converge alla soluzione stessa.
Concludiamo osservando che le condizioni ricavate per l'esistenza ed uni-

citd della soluzione appaiono dipendenti anche dalla norma scelta (2.9), che

pur é sembrata la pilt semplice e naturale per questo problema, e dal tipo di
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maggiorazioni effettuate nel corso delle dimostrazioni. T lecito ritenere che
ritoccando tale norma e migliorando le maggiorazioni sia possibile migliorare
le condizioni qui ottenute nel senso di renderle meno restrittive ampliando il
dominio Z in corrispondenza del quale la soluzione esiste ed & unica.

Infine non ¢ escluso che la (1.1) ammetta soluzione anche quando non sus-
sistano le condizioni necessarie per poter applicare il teorema di punto fisso
qui utilizzato.

Queste osservazioni trovano conferma in risultati numerici preliminari gia
ottenuti applicando il metodo iterativo (4.7) alla (1.1) e ad altre equazioni pit
generali dello stesso tipo: su tali risultati non & qui il caso di soffermarsi. Esse
poi appaiono evidenti nel semplicissimo caso particolare lineare

(4.8) A=0, g(tr)=g,cos27,

in cui la (1.1), come si riconosce immediatamente, ammette la soluzione esatta
(4.9) @(r) = g, cos 27/(1 + }a),

valida per

(4.10) as—3.

Applicando Palgoritmo iterativo (4.7) la p(T) viene espressa mediante la serie
di potenze

(4.11) @(T) = g, cos 27 i‘ (— $a),

n=0

che converge al valore (4.9) solo se &
(4.12) la] < 3.

Si tratta dunque di un esempio in cui la soluzione esiste, ed ¢ unica, se vale
la (4.10), mentre per poter applicare il teorema di punto fisso qui utilizzato @&
richiesta la condizione molto piu restrittiva (4.12), rispetto alla quale poi la
condizione (4.1) qui oftenuta per il caso lineare 1 = 0 sarebbe ancora pit
restrittiva. C’¢ perd da notare che in questo esempio tutte le b, con n > 1
sono nulle, e pertanto in base ai caleoli (2.22) la diseguaglianza (2.23) pud essere
subito migliorata come segue

(4.13) 1Z] <Xle@],

il che porta proprio alla condizione (4.12) anziché alla (4.1).
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Per migliorare in generale la condizione (4.6), e in particolare la (4.1) nel
caso lineare, proponiamo, senza svilupparla, una variante del procedimento
qui seguito, consistente nell’adottare, in luogo -della (2.9), la norma seguente

w0

(4.14) lp(e) 2 B 3 n|by, |

n=1

il che implica, come ben noto, la continuita della derivata prima della g(z)
e della @(r). Ci limitiamo a dimostrare come, con questa nuova norma, si mi-
gliora la diseguaglianza base (2.23). Precisamente in tal caso le (2.22) ven-
gono sostituite da

> s 4k
(4.15) 1Z}a= g ‘m + 1 bon > (— 1) P Ul

k=n+1

AN
M

n
2,'2/__*_1 |b2"] .;S‘.q z 4Lq_ !b"’I (

n ke=ntl

[
bt

n

S < @, 2%k —
wgl2?L+l lbqn!+kg)4]°__ Ib"’ {nzlw’“ggl+1| 2n|+zo AL — 1 ibzkl
1 < 7 203 (n — 1 @ 1
== = |by] ‘*‘n:zz [2n+1 -+ Tn: — ]Ibqnl 3}b2[+2n§;n 477/2_1) |Den]

> n|baal.

n=1

L\TJI}—*

1 o0
— 3 ;n(l 4n~—— =) 1l <
Dungue
(4.16) 1Z).< %ol

Con questa nuova norma dunque il valore maggiorante per la norma di Z viene
dimezzato. Nel caso lineare 1= 0 risulta K = 1|a| e la condizione (4.1) si
migliora come segue

(4.16) la] <2

(*) Si applica la formula (¢) della nota a pie di pagina relativa alle formule (2.22).
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Summary

The integral equation (1.1) is studied with the assumplion that the Eknown funciion
g(z) and unknown @(t) are even in T, with zero mean value in the range [— 72, n/2], and
that they admit totally convergent Fourier expansions. With these assumptions, by applying
the fixzed point theorem, the existence and unicity of the solution is demonstrated when the
known constants a and A and the known funclion g(z) salisfy to determined conditions.
Finally the possibility is considered of improving such conditions and making them less
restrictive with the aid of other norms.
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