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CARLO SILLI (%)

Alecune osservazioni
sulle onde straordinarie di discontinuita

in una membrana (**)

A GIorGgro SEsSTINI per il suo 70° compleanno

1. - Introduzione

In tre miei precedenti lavori [16],, [16], e [16]; ho studiato la propagazione
delle onde straordinarie di discontinuitd in una membrana termoelastica non
omogenea ¢ non necessariamente perfetta [18], nel caso generale del legame
non lineare tra sforzi e deformazioni. Se il piano tangente ad essa & continuo
in ogni suo punto e in ogni istante ho mostrato che la membrana termoelastica
non pud esser sede di .onde straordinarie di discontinuita meccaniche [16];.
Nell’ipotesi, invece, che mentre la membrana si muove vi sia su di essa una
linea di discontinuitd per il piano tangente (linea questa che si propaga col
tempo anche sulla membrana stessa) ho mostrato che questa superficie & sede
di onde straordinarie di discontinuitd meccaniche ed ho determinato 'espres-
sione della velocitdh di propagazione Uy [16],. Infine, con riferimento ad una
generica membrana S e sempre nell’ipotesi dell’esistenza di una linea di discon-
tinuitd per il piano tangente nella configurazione attuale, ho dato I’espressione
del’ampiezza dell’onda attraverso la linea di discontinuitd stessa in funzione
del tempo ¢[16];.

Nella presente nota, rimuovendo lipotesi fatta in entrambi i lavori [16],
e [16], che lo sforzo specifico ¢, sia sempre ortogonale alla linea attraverso cui
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si esercita, ma tutto situato nel piano tangente e per il resto arbitrario, si
mostra la continuitd del modulo dello sforzo specifico e Iesistenza di un legame
lineare tra le sue componenti da entrambe le parti del fronte d’onda nell’ipo-
tesi che il piano tangente alla membrana § sia sempre continuo in ogni punto
¢ in ogni istante, e I'esistenza di onde straordinarie di discontinuitd, meccaniche
nel caso in cui si sia in presenza di una linea di discontinuita del piano tangente
stesso.

Anche in questo lavoro, come in [16],, [16], e [16],, & opportuno rinviare,
per quanto riguarda la propagazione delle onde di discontinuitd e per lo studio
delle Jamine e delle membrane, ad esempio, ai lavori citati qui di seguito.
Ad aleuni di questi lavori si ¢ ispirata questa nota come le precedenti [16],,
[16]., [16];.

T. Manacorda [11], G. Lampariello [10], P. Chadwick e B. Powdrill [4],
M. Pastori [15], e [15],, C. Truesdell e R. Toupin [19], A. E. Green e W. Zerna [9],
P. M. Naghdi [12], H. Cohen e A. B. Berkal [6], e [6],, P. J. Chen [5], S. S. At-
man [1], J. L. Eriksen [7], J. W. Nunziato [13], M. M. Carrol e P. M. Naghdi [3],
C.-C. Wang [20], B. Finzi [8], Ray M. Bowen e P. J. Chen [2], M. Shahipoor [17 1
J. W. Nunziato e E. XK. Walsh [14].

Io ho studiato la propagazione delle onde straordinarie in un filo termo-
clastico [16],, [16];, [16];.

2. - Posizione del problema

Si consideri anche qui, come in [16],, [16], e [16],, un continuo bidimensio-
nale §, mobile, non necessariamente perfetto [18], in cui la sollecitazione in-
terna, che si esercita attraverso ogni suo elemento lineave, & rappresentata da
un unico tensore T di § stesso e cioé si consideri anche qui una membrana [8].

Come in [16];, [16], e [16]; per qualunque versore situato sul piano tangente,
ove questo piano esiste unico, lo sforzo specifico t, = Tn & sitnato tutto nel
piano tangente stesso e ora, in particolare, non & necessariamente parallelo
al versore n.

Precisamente noi qui supponiamo che, detto n il versore ortogonale alla
linea attraverso cui si esercita lo sforzo t, e u il versore ad esso tangente (op-
portunamente orientato), sia

(2.1) t,=tn-+ tu,
con i, positivo, ¢, non negativo e a priori arbitrari.

Sulla configurazione attuale ¢, di S al tempo ¢ ci sia una linea 7:, dotata
di versore tangente sempre continuo e variabile in generale col tempo ? su oy,
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attraverso la quale pud essere discontinua, con discontinuita di prima specie,
la velocitd » dei punti della membrana stessa oltre ad altre grandezze del
fenomeno in esame.

Considerato anche qui, come in [16]; il gradiente di deformaszione super-
ficiale F' definito da

—
o
o

~—

dP = FdPpP,,

con dPeg, e dP,e X, con X configurazione di riferimento di S, supponiamo
che le componenti del tensore degli sforzi T siano funzioni a priori generiche
della temperatura § e della deformazione, misurata da una conveniente con-
figurazione di riferimento X, e rappresentata da F.

3. - Continuita del modulo di &,

Cominciamo con esaminare il caso in cui la membrana § sia dotata in ogni
punto e in ogni istante di piano tangente continuo.
Resta ancora valida la (4.1), di [16], che ¢

(3.1) — 90%[’02] = [t v],

e la (4.1), sempre di [16]; che & a sua volta

(3.2) 2o[v]Ux + [£,]1=0,

dove ¢ ancora

(3.3) t=t,J,

con Uy velocita, di propagazione delle onde e J’' coefficiente di dilatazione

lineare (cfr. [16],, [16],, [16]) e &, dato dalla (2.1).
Dalla (3.1) si ha

*

(3.4) [0? - 2 Qto" 7l =0,
da cui

* t*z
5.5) [0+ 2y =]

Qo UN Q?) sz' )
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Ma per la (3.2) dalla precedente risulta

(3.6) il =047,
B quindi continuo il modulo di t, =t,J".

Per la corrispondenza biunivoca e continua che intercorre tra le configura-
zione di riferimento X' ¢ la configurazione attuale ¢, della membrana S si ha
per il coefficiente di dilatazione lineare

(3.7) J' = J'(P, n)

(con P eog, e con n versore di ¢, ortogonale all’elemento d’arco attraverso cui
¢ calcolato J')

(3.8) Jr=J-=J e cioe [J']=0,

sempre attraverso y,, dove, per esempio, J'+ ¢ calcolato nel seguente modo.

Si consideri una linea y, € ¢, di discontinuitd e per un suo punto P il piano z
ortogonale ad essa. Come nei lavori [16];, [16], e [16],, gia citati, dette ancora
ot e o= le due porzioni della configurazione attuale o, della membrana S rispet-
tivamente nel verso della propagazione dell’onda e nel verso opposto, sia 5+
la linea secondo cui z taglia o*. Considerando ora la totalitd dei piani che pas-
sano per i punti P’ di #*+ e che sono ad essa ortogonali, indichiamo con ¥+ Pin-
tersezione di uno di questi piani con o+, Calcolato ora J' attraverso y+ e pas-
sando al limite per P’ che tende a P si ha J'+ come si voleva.

Ora, poiché & ¢, = ¢,J', dalla (3.6) e per la (3.8) si ha

(3.9) B4, =1 1

e quindi attraverso y, & continuo il modulo dello sforzo specifico ¢,.

4. - Relazioni tra componenti

Sempre con riferimento alla membrana S con piano tangente continuo in
ogni punto e in ogni istante ei proponiamo ora di determinare le relazioni che
intercorrono rispettivamente tra le componenti ¢, e 7, , di £ e le componenti
t e t,_ dit, oltre la (3.9) gid ottenuta.

Considerato, in un punto P della linea di discontinuitd y: di o, la terna
cartesiana ortogonale costituita dai versori n, u giy definiti ¢ da un terzo ver-
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sore [V ortogonale ai precedenti e situato rispetto a o,, ad esempio, dalla stessa
banda della velocitd v, si ha dalla (3.2) e per la (3.8)

Uy Uy
@) === 0], bt = =220, 0= [0,

con v,, v,, vy componenti della velocitd v secondo n, u e IV rispettivamente.
Posto per comodita

(4.2) hy—t_=a, ty—1t_=20b,
dalla (3.9) e dalle precedenti (4.2) si ha il sistema

(4.3) oA, =0+, ta—to=a, fy—t, =D,

¢ da questo ne discendono le relazioni
(4.4) 2aty, -+ 2bt, = a4 0%, 2at,_ + 20, = — (a® - b?),

che ci dicono che, nel caso studiato per il piano tangente, la relazione che lega
1. @y, (cosi come quella che lega ¢, a ¢, ), in ogni punto P di y, € ¢,, & lineare.

Si pud ora osservare che se, ad esempio, esiste una funzione scalare, continua,
strettamente crescente f (o ¢), per cui valga in tutta ¢;, e indipendentemente
dai suoi punti, la relazione

(4.5) by = f(ts) (o 1, = g(ty),
dalla. sola relazione (3.9) e per la continuitdh di f (o ¢) ne discende
(4.6) by =1t_, t,y=1_ dacui £ =¢ o[t]=0.

Dalla continuitd di J' (cfr. (3.8)) si ha, per Uy diverso da zero, dalla (3.2)
(4.7) [v]=0,
attraverso y, e quindi, nell’ipotesi citata (4.5) per lo stato di tensione della
membrana S, non si hanno onde straordinarie di discontinuitdh meccaniche per
il fenomeno in esame, cosi ¢ stato visto nel caso gid studiato [16];, in cui si era

supposto

(4.8) tn.

o
8
I
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5. = Discentinuita di v

Rimuoviamo ora I'ipotesi assunta nei paragrafi 3 e 4 e cioe supponiamo,
come in [16],, che il piano tangente alla membrana non sia necessariamente
continuo in ogni punto e in ogni istante e precisamente supponiamo che mentre
la membrana si muove vi sia su di essa una linea di discontinuita per il suo
piano tangente, linea questa che si propaga su di essa col tempo e che in ogni
suo punto ¢ dotata di versore tangente.

Dalla (4.1), di [16], si ha ancora

(5.1) 0o[v] Uy = — [t,:] ’
e da questa si ha

tJr—t, J-
(5.2) [v] = — =

Qo Uy

A questo punto & utile osservare che la considerazione del paragrafo 3 con
cui si & osservato che il coefficiente di dilatazione lineare J’' & continuo attra-
verso y,, nel caso del piano tangente sempre continuo, continua a valere anche
nel caso dell’esistenza di un suo spigolo v, € ¢,, e quindi anche in questo caso
si ha attraverso y,

(5.3) [J']=0.

Si ha allora dalle (5.2) e (5.3)

!

(5.4) [v] =— Qo—_Ux (65— &) .

Per Pespressione (2.1) di ¢, si ha
(5.5) t=tn"+tfu e ¢ =t n -+t u,

(eon u versore tangente a y,) per cui &

s

(5.6) (o] = — o (fn] + Ju)

ma per il segno sempre positivo di £, e poiché ora & nt £ n— il secondo membro
della precedente ¢ sempre diverso da zero. Ne risulta dunque che per la velo-
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cita. v dei punti della configurazione attuale ¢, della membrana S si ha
(5.7) [v]+#0,
attraverso y, ¢ quindi si hanno sempre onde straordinarie di discontinuitd,
meccaniche per il fenomeno in esame come nel caso gid studiato in [16], in cui
era stato supposto
(5.8) t, =1in.

Risulta inoltre, dalla (5.1) e dalla (5.3), sempre nel caso di t, dato dalla (2.1)

(5.9) [£.] 70,

sempre attraverso lo spigolo v, €o,.

6. - La velocita di propagazione Uz,

Con ragionamento analogo a quello fatto in [16], per calcolare il quadrato
della velocita di propagazione UZ nel caso &, = tn, si ha ora nel caso di £, dato
dalla (2.1) per il quadrato della velocitda di propagazione delle onde, e nel caso
in cui dette onde esistono e cioé quando siamo in presenza di una discontinuitd
del piano tangente come nel paragrafo precedente

_ Ltyn + t,ul?
oo + [nJ 1} [tin + t,u]’

(6.1) Uz

con f3 e J gia definiti in [16],.
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Summary

In this paper extraordinary discontimuity waves in a membrane ave studied in the
general case of a non linear siress-strain relation. The membrane is asswmed to be non-
homogeneous and not necessarily perfect. Assuming a tangent plane to the membrane it
is shown that there exists a linear relation between the components of the specific stress
from both sides of line of discontinuity. Asswming a dividing edge the membrane exhibits
extraordinary discontinuily mechanic waves.
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