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Paoro UDESCHINTI (%)

Equazioni hamiltoniane linearizzate

del campo gravitazionale einsteiniano (**)

A Grorgio SEsTINT per il suo 70° compleanno

Alle equazioni gravitazionali di Einstein si pué dare forma lagrangiana di
equazioni di campo, grazie ad una opportuna densitd lagrangiana.

B noto come dalla forma lagrangiana si possa passare a quella hamilto-
niana introducendo, accanto ai potenziali gravitazionali, opportune variabili
coniugate.

NelP’ipotesi di campi deboli, si studiano qui le equazioni hamiltoniane linea-
rizzate, unitamente alle equazioni di vincolo, tenendo presente il significato
geometrico delle variabili hamiltoniane.

Si ottiene anche una forma ridotta delle equazioni, particolarizzando il
sistema di coordinate.

I risultati ottenuti vengono poi collegati con quelli ben noti, relativi alle
equazioni lagrangiane, che portano ad equazioni d’onda di d’Alembert.

1. - Equazioni di eampo

Le equazioni einsteiniane del campo gravitazionale, riguardanti le dieci
funzioni potenziali g,4(a°, #*, 2%, ), («, # = 0, 1, 2, 3) che individuano la metrica

(¥) Indirizzo: P.le Baracea 1, 20123 Milano, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 29-XII1-1978.
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spazio-temporale, possono dedursi da un principio di azione stazionaria d4 = 0,
essendo

(1) A =& dx

Pazione costruita con una densita lagrangiana % (d'z = da®dat de*dz® e 7re-
gione spazio-temporale qualsiasi).
Nel caso del puro campo gravitazionale, si pud assumere
o« __ — v Ty ] Ty
(2) L = \/_ ggAﬁL[‘Zﬂ F[/i‘r—‘ f\,e ]—';qu) ’

dove I',, sono i simboli di Christoffel di seconda specie ¢ g = |/gus]-
Le equazioni di campo nella forma di Eulero-Liagrange sono allora

¢ 0¥ o°%¥ 1
(3) a—ww‘"@ﬁZV—g(Rw*sz{Iw):O,
ove gff = 0g*#[0s’, Rap € il tensore di Riemann contratto ed R = Rapg*s.
Per la formulazione hamiltoniana della teoria conviene assumere, accanto
ai potenziali g.s, come variabili dinamiche coniugate, i momenti densita p=#
definiti dalle relazioni

(4) pzxﬁ — a_‘:? = .ai .
Ofas agqﬂ,o

I valori delle variabili dinamiche sulla generica ipersuperficie spaziale
a® = cost. individuano lo stato fisico del campo gravitazionale.

L’hamiltoniana H & espressa dall’integrale spaziale (esteso all’ipersuper-
ficie z* = cost.)

(5) H=[# b,

essendo 52 la densitd hamiltoniana, dedotta da quella lagrangiana (d’z =
dat do? da®).

I utile decomporre il tensore metrico spazio-temporale gss (di segna-
tura — -+ 4+ +), e di conseguenza gli altri enti ad esso connessi, cosi da met-
tere in evidenza gli elementi tensoriali delle ipersuperfici tridimensionali spa-
ziali #° = cost. (indicheremo pertanto con lettere greche «, f,... = 0,1, 2,3 gli
indici spazio-temporali e con lettere latine 4, j,...=1,2,3 gli indici spaziali
sull’ipersuperficie 2° = cost.)
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B 1 T B 00
Yoo = ?]’6‘0 + v, g
(6) Gap | Yor = r goh g% = — g0y’
{ ___h ij_«]ii iﬂioi_lij 00 5y% 9]
Gis =y y~b+guogg~b+gvv-

11 tensore metrico dell’ipersuperficie #° = cost. & ¢,; = h,; nella forma co-
variante ed k¥, tale che g¢;hi" = §¢;, nella forma controvariante; », sono le
componenti di un vettore, g, ¢ g sono sealari. Il determinante 3¢ = |g,,| della
metrica dell’ipersuperficie tridimensionale spaziale a® = cost. & legato a quello g
della metrica spazio-temporale dalla relazione /3¢ = v/— gv/— ¢®.

Poiché le otto variabili g, p*® possono essere eliminate dal novero di varia-
bili dinamiche, lo stato fisico del campo gravitazionale é individuato su ciascuna
ipersuperficie «° = cost. soltanto da dodici variabili coniugate: i sei potenziali
superficiali g;; = h;; ed 1 sel momenti coniugati pi’/ = 0.2/2q,;, che costitui-
seono una densitd tensoriale superficiale dell’ipersuperficie 20 = cost. A questi
compete espressione esplicita

. s . re
(7) P = +/3g (hir i — R¥ hr) ;/——__’“(703 ,
da cui, introducendo il secondo tensore fondamentale b,, = I'"]v/— g% dell’iper-
superficie #° = cost., si ottiene l'espressione lineare in b,,

®) P = Vg (b — D)

(ove b = b, h7s & I'invariante lineare di b).

I momenti pi/ sono funzioni soltanto del primo e del secondo tensore fon-
damentale dell'ipersuperficie a° = cost. e hanno quindi carattere tensoriale
sull’ipersuperficie stessa.

Nella teoria hamiltoniana della gravitazione, lo stato fisico del campo gra-
vitazionale ¢ dunque caratterizzato da entrambi i tensori fondamentali g;;, b,;
che danno la metrica e la configurazione dell’ipersuperficie #° = cost. nello
spazio-tempo. ’

11 legame fra le velocitd lagrangiane §,; e i momenti ¢ il seguente

. 1
(9) G = =g /g (Pos— 5 29:) + vty o
dove p = p,” e la barra & simbolo di derivazione tensoriale sull’ipersuperficie.
T’espressione esplicita della hamiltoniana (5) é
1 . '
(10) H xf(ngaj H* + Gor ) Vit




526 P. UDESCHINI [4]

dove le due densita 5% # (scalare la prima e vettoriale la seconda) sono
funzioni soltanto delle variabili dinamiche g,;, p¥’ ¢ delle loro derivate spaziali

1 3 . .
(11) A = Jag @up? =3 9%) + VR,
(12) AT = —2p) = W pUgss ;—2(pP),.)

essendo *F linvariante di curvatura dell’ipersuperficie a° = cost. .
Sussistono le quattro equazioni di vineolo che traducono Pannullarsi di s+
e di s

(13) 3R+ (pu’” pg) :07 P =0

Pertanto i momenti p?/ costituiscono una densitd solenoidale i cui dune in-
varianti lineare e quadratico sono linearmente legati all’invariante di curva-
tura dell’ipersuperficie a® = cost. .

Le equazioni canoniche g,; = 0H[dp#, p = — 0H[dg,;, ove & & simbolo
di derivata variazionale, assumono esplicitamente ’espressione

2
Gis = V=g (Pis — % Pgs) +vis + v

(14)
P = =G (3 p*prs — L DY B 4 pp¥i — 2pinp,d)
\/39

— \/ (sRn — 1 3R7b”) -+ \/3,[,1 (

- lg ),rs (BriRsi — Rrepid)

PV e — PV — iy,
2. - Campi deboli
Per deboli campi gravitazionali, & possibile scegliere un sistema di coordi-
nate (quasi galileiano) per il quale gas differisce di poco dai valori galileiani 74p

(ap = — 1, 41, 0, secondo la solita convenzione per gli indici).
In prima approssimazione, poniamo semplicemente

(15) Go8 = 1ag + Gos = Nap + Vas
1

0Ve gup = yap SONO quantita piccole, |vss] < 1, tali da poter trascurare le po-
1
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tenze di ordine superiore a quelle che si considerano nelle varie equazioni.
Anche ¢g## differisce da #* per quantitd piccole e si ha

(16) ‘(/fxﬁ = 7]6\'[1‘ — y:\'ﬁ cOonn 7,5\'/3 —— yﬂp,]ﬂa?}m X

La densita lagrangiana (2) assume allora un’espressione quadratica nelle
derivate prime (ordinarie) spazio-temporali dei potenziali

(17) L = L (— Jauy ¥ - 200x p 91 — 200 ® P A Y0 P7)
1

ove y = yu,un*, od anche, per comoditd di ecalcolo

ary ”_ i (_, Gon Y A (G, 1+ Guap) GO — 20008 g, grow Niw Mo -+
1
A gty gF g, 77@#) ’

cosicché le equazioni lagrangiane 0/0w(0.Z[0¢* u) — 0L [0g* = 0 risultano
linearizzate

(18) — (Gas — Fg08) 0+ (Gan — F7,0) 8
+ (o — 57.8),0 = (o~ F VM) g = 0 .

Nell’approssimazione considerata, una soluzione delle (18) & definita a meno
della trasformazione « di gauge »

(19) ' Jop = Gop— (Eﬂ,a + &Eap),

indotta dal pitt generale cambiamento di coordinate che rispetti la condizione
di « campo debole », del tipo

(20) a¢ = %+ Eo(atpt glat) ,
ove &% e le sue derivate prime sono infinitesimi dello stesso ordine di yag.

La condizione di armonicitdh per le coordinate: (Jas— % 95xs)?= 0 equi-
vale ad un’opportuna scelta per &. nel passaggio da ¢us 2 Jap, € precisamente

(21) O &a = yas — 3y,6= (Yas— Ly7as)? -
Le (18), in coordinate armoniche, assumono la classica espressione
(22) [dgap= 0, con la condizione (gug— LyNap)? =0,

essendo [ Poperatore di d’Alembert dello spazio-tempo minkowskiano.
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3. - Equazioni hamiltoniane per campi deboli

La decomposizione (6) del tensore metrico spazio-temporale risulta, per
campi deboli

Jis= iy = 04+ yi;,  h¥ = 0V —pii
(23) Joi = Voi s g = — %,

Goo =—1 =+ Yoo, gP=—1-—p",
¢ si ha pertanto

1
=

V3 =1+%%, ovedy =y, 00, /=gP=1-+Ly, =1—%y".

Il secondo tensore fondamentale delP’ipersuperficie 20 = cost. diventa
T

]’TC; "' Frso
(24:) brs == 1 + _ll)_yOD — 1 + ,.12_,}}00 == E?’rs,oy

=

ed il suo legame con i momenti
(25) PU=0Y—b0", by =p,;—%pbs,,

ove p = pid,; = — 2b = — 2b9§,;.
Si oftiene poi, sempre nell’approssimazione considerata

(26) 2By =i+ Viri — V0 — Vi = Ve — 50,0, i il — 329.0),0— Vs s
3R = R0 =y, —3p 7.
Le due densitd scalare e vettoriale s+, 57 (11) e (12) diventano
27) =1 =) P — %) + L+ P05 —0),
(28) = —2pm  — 2L 4 piy. T,
quindi la densitd hamiltoniana ha P’espressione

(29) o = (1— Ly) % | g, A
=Pup— 3P+ (L — 3y ++ ) (e — 2,0 — 290, 7, -
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Le equazioni hamiltoniane (14) risultano

9
i = ﬁﬁ (Pis— $P0s) -+ v+ 5,

V3y o 9 |
e A R

in;i o

),” (éri 059 — s 517)

e quindi, sempre in prima approssimazione, tenendo presente le (26)

Vis = 2Py — PO+ vi s+ 5
(30) jSi s }2 ((yir’r — %s,},’z’),a’ + (yir,r — %31/,;-),1‘ — )’i",rr) + ;lz(yrs’rs - 3,}/’77‘) 57
— p00ii L L0 515

In definitiva il quadro delle equazioni hamiltoniane per campi deboli, unite
a quelle di vincolo di prima approssimazione, & il seguente

Vis = 2P — PO+ Vit Vi,
(31) P=—f s+ Pl = Byt ) — S0t 5%, 01
Yol = i=0, pi;=0.

Tenendo presente il legame lineare (25) fra i momenti coniugati ed il secondo
tensore fondamentale dell'ipersuperficie a° = cost., le equazioni hamilto-
niane (31) possono esprimersi in termini dei due tensori fondamentali di detta
ipersuperficie, oltre che dei parametri y; = g,; e g (legati, com’¢ noto, alla
normale dell’ipersuperficie)

Gii = 2by; 4 2085+ vi; + v,
(31)’ bii— )i — T3 B 3 sy i i ) Lo Lo 7o
Yig—2i=0, b, —bi=0.

Una forma particolarmente semplice si puod perd ottenere per opportuna
scelta del sistema di coordinate sull’ipersuperficie #® = cost. di metrica
ds? = (0;; - y4) dat dai.

Scritte le (31) nel modo seguente

Vi =204 — 00+ vi; 4 v,
(32) %=1 (0 = Fop o (7 — o)) - by By,
(Y —2%p:)'=0, P9, =0
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e assunto un sistema di coordinate (armoniche sull’ipersuperficie) per ecui
(33) Pind = B = (i — Fp0u) = 0,
si ottiene infatti

Gis = 2Py — POy + Vi Vit

(34) pii —_ %—A(h“ + 9006“) + ‘}z.goo,i; ,
Ay =0, pi, =0,

dove 4 & Poperatore di Laplace.

Dalla forma hamiltoniana delle equazioni dei campi deboli si possono de-
durre le equazioni lagrangiane corrispondenti. Derivando la prima equa-
zione (31) rispetto ad 2° e tenendo conto della seconda, si ottiene, previa eli-
minazione dei momenti

(35) Vii = = Virg = Vit = Viig + V0= 7% F Gois -+ Gosri s
ossia, raccogliendo opportunamente i termini,
(33)’ Vis = — (Via— 59 — Via— F7050)f 4 pusr -
Assumendo il sistema di coordinate che soddisfi alle tre condizioni
(36) (ia—3ynum)e =10,
si ottiene
(37) Oya=09¢x = 0
¢ cioe si ritrova per i potenziali superficiali g,; l’equazioné delle onde di
D’Alembert.

Le condizioni (36) per le coordinate spazio-temporali, seritte nel modo
seguente

(36) (Y — 71237"51‘:')”' Vo~ ?1_),‘900,1‘ =90,

mostrano che per passare dalla forma hamiltoniana ridotta (34) alla forma
lagrangiana ridotta (37) occorre aggiungere alle condizioni (33) (per le coordi-
nate superficiali) le ulteriori condizioni per go; ¢ §°: go:p + $9°°; = 0 chein-
volgono i parametri estrinseci alle ipersuperfici 2° = cost. .
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Cosl, nell'impostazione hamiltoniana, basta imporre le tre condizioni (36)
alle coordinate per dare la forma tipica di equazioni delle onde alle equazioni
di campo riguardanti i potenziali g,;.

Ciob si accorda con quanto deducibile dalle equazioni einsteiniane di campo (3),
espresse opportunamente, per Pimpostazione del problema di Cauchy, nel
sistema

(38) By—}Rga =0, R;=0.

Anche nel problema di Cauchy, le ga, sono spogliate di significato intrinseco,
mentre tale significato compete alle sei g,;. Le equazioni R°— 1 Rg? = 0 costi-
tuiscono quattro equazioni « di vincolo» che devono essere verificate anche
dai dati iniziali (valori, su di una ipersuperficie spaziale, dei potenziali gi; ©
delle loro derivate prime temporali ¢,;) e sono equivalenti ai quattro vincoli
hamiltoniani. Le rimanenti equazioni R, = 0 costituiscono le equazioni di
evoluzione e per campi deboli, in prima approssimazione, diventano

N%(Vioses + Viesio — Visoo — Veois) = 0,
ossia

5% o =270+ W) — 37— v = 0,

che coincidono con le (35') e pertanto si riducono alla forma di equazioni di
d’Alembert con le tre condizioni (36).

Nell'impostazione hamiltoniana le « velocith lagrangiane» g,; sono sosti-
tuite dai momenti p¥ e quindi dal secondo tensore fondamentale bi/ della
generica ipersuperficie a® = cost.. Mentre il primo tensore fondamentale [/
riassume i potenziali gravitazionali, il secondo tensore fondamentale si puod
collegare ad una sorta di energia cinetica del campo.

Considerata Pespressione dell’hamiltoniana in termini di g,; e b/

1 . .
(40) H=| (Vf——ﬁ (0505 — b2 + 3R) — 2g,, (b7 — bh'?) ) +/°g ez,

ed interpretando come « parte cinetica » 7 dell’energia di campo la parte del-
Phamiltoniana individuata dai termini quadratici nei momenti p¥, e quindi
nei %, si ha nell’approssimazione considerata

(41) T =[(pip¥— Lp?) Qo= [(b9b,; — b%) A5 = [e7,6,,;,070" Ao= [B &,

dove B ¢ linvariante di seconda specie del tensore b/, costruito col tensore
di Rieci ¢,;, dell’ipersuperficie x° = cost. .
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