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L. Bassornr: Rizza (%)

Operatori lineari invarianti

rispetto ad un gruppo di congruenze (**)

A Giorgio SEsTINI per il suo 70° compleanno

1. - Introduzione

Sia A4 un aperto dello spazio euclideo E*, G un gruppo di congruenze di E»
che mutano 4 in sé, A(4) lo spazio delle funzioni misurabili in 4 o quello dei
vettori a » componenti funzioni misurabili in 4 .

Ad ogni congruenza ¢ di G si pud associare una opportuna trasformazione
lineare I" di AM(4) in sé. Si viene cosi a costruire un gruppo G(@) di trasforma-
zioni lineari di J46(4) in sé, isomorfo a G (n. 2. e 3).

In un mio precedente lavoro ho mostrato come I'invarianza di un operatore
differenziale lineare L a coefficienti costanti rispetto ad un gruppo di con-
gruenze sia collegata alla permutabilitd di L con le trasformazioni del gruppo
B(F) (). Cid mi ha indotto a considerare un operatore lineare arbitrario I
definito in un sottospazio di A(4), a valori in A(4) e a dare una definizione di
invarianza rispetto a @ basata sulla proprietd algebrica di permutabilita di L
con gli elementi di G(G) (n. 4).

Fissato @, la classe degli operatori invarianti rispetto a ¢ gode di una serie
di proprietd illustrate nei nn. 4,5,6. Il n. 6 ¢ dedicato in particolare alle
proprietd degli operatori invarianti rispetto a ¢ connesse con alecune decompo-
sizioni dello spazio AG(A) legate anch’esse al gruppo TG(G).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, 43100 Parma, Italy.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.I.M. (C.N.R.). I primi risultati di questo
lavoro sono stati comunicati al Congresso dell’U.M.I., Cagliari, settembre 1975. —
Ricevuto: 19-XTII-1978.

(®) Si veda [2],, n. 2.
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Fra gli operatori lineari di JAG(4) hanno particolare interesse gli operatori
differenziali ¢ quelli integrali. Nei nn. 7 e 8 vengono caratterizzati gli operatori
integrali e differenziali invarianti rigpetto a G.

1. — Sia 4 un insieme aperto e connesso dello spazio euclideo E», 4 la chiu-
sura di 4, z= (2, ..., 2") le coordinate di un punto rispetto ad una base
ortonormale fissata.

Si considerano qui le congruenze di E* in sé che lasciano fissa la origine
delle coordinate, le quali, come & noto, si rappresentano con le equazioni

(1.1) x' = yx,

essendo y un’arbitraria matrice ortogonale di ordine n. Cid premesso, G, in-
dichers sistematicamente il gruppo delle congruenze (1.1) che mutano A in se
stesso, G un sottogruppo di G, G il gruppo, isomorfo a G, delle matrici orto-
gonali che rappresentano le congruenze di G. Infine si fa Vipotesi che il gruppo @,
contenga almeno due elementi distinti.

Fissato un intero positivo m, si consideri lo spazio vettoriale A(4) dei
vettori ad m componenti funzioni complesse (reali) di » variabili reali, misura-
bili secondo Lebesgue in A4 e il sottospazio Aly(4) dei vettori di A(A) quasi
ovunque nulli. Sia A'(A4) lo spazio quoziente AG(A)/AG,(4).

Fra i sottospazi di M(4), saranno considerati in particolare gli spazi ¢2(A4)
e 0 d), costituiti dai vettori di classe ¢ in 4 e 4 rispettivamente e lo spazio
E"I(A) dei vettori di C«(4) a supporto compatto contenuto in A. Fra i sotto-
spazi di JG'(4), saranno considerati, per ogni p reale strettamente positivo,
gli spazi £#(4) dei vettori di modulo di potenza p-esima sommabile in 4 (se-
condo Lebesgue).

Nel presente lavoro gli spazi AL(4) e A'(A) verranno considerati soltanto
nel caso scalare (m = 1) e nel caso di vettori ad # componenti (m = n).

2. — Bi consideri dapprima il caso scalare. Sia dunque AG(4) lo spazio delle
funzioni misurabili complesse (reali), di » variabili reali. Ad ogni matrice orto-
gonale y di G, rappresentante una congruenza g di G4, si associ la trasforma-
zione lineare I" di AG(4) in sé la quale ad una funzione f(zx) di A(4) fa corri-
spondere la funzione (If)(x) = f(y~'=).

I" & una trasformazione lineare e invertibile di AG(4) su AG(A) che verrd
detta la trasformazione lineare associata a y (oppure a g).

La famiglia B(G,) delle trasformazioni lineari associate alle matrici di G,
¢ un gruppo rispetto alla composizione, la trasformazione I'l" essendo associata
alla matrice yp’. Si verifica facilmente che, se ad una matrice ¢ & associata la
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trasformazione identica I, allora p ¢ la matrice identica e che la trastormazione
associata alla matrice y~! ¢ la trasformazione inversa di I'; ne segue che:

I. Il gruppo B(G4) ¢ isomorfo a G,.

Di conseguenza, se G & un sottogruppo di G, le trasformazioni lineari as-
sociate alle matrici di ¢ formano un gruppo G(@) isomorfo a G.

3. — Analogamente a quanto fatto nel caso delle funzioni (n. 2), si pud ora
introdurre un gruppo di trasformazioni lineari dello spazio AM(A4) dei vettori
ad n componenti complesse (reali) e misurabili, in sé; tale gruppo risulterd iso-
morfo al gruppo G,.

A tale scopo, fissata una congruenza g € G, alla matrice ortogonale y che
rappresenta ¢, si associ la trasformazione lineare I” di Al(4) in sé la guale ad
un arbitrario vettore v(z) di A(A) di componenti v¥w), ..., v*(z) fa corrispon-
dere il vettore (Iv)(x) di componenti

(3.1) (I0)i() = yivi(y=ia) (i =1,2,00,m) () .

I ¢ una trasformazione lineare e invertibile di AG(A4) su AG(A) che verrd
detta la trasformazione lineare associata a 7y (oppure a g) (2).

Si verifica che la famiglia G(G,) delle trasformazioni associate alle matrici
di G, & un gruppo rispetto alla composizione, la trasformazione I'7" essendo
associata alla matrice vy’ e I'-* essendo la trasformazione associata alla ma-
trice y~1. Sussiste il seguente teorema '

I. Il gruppo B(G,) é isomorfo a G, (?).

Si osservi infine che, come conseguenza del teorema I, ad ogni sottogruppo G
di G4 corrisponde un gruppo G(G) di trasformazioni lineari associate alle ma-
trici di G, G e B(G) risultando isomorfi.

4. — Sia W uno spazio vettoriale, G un gruppo di trasformazioni lineari di W
in se. Un sottospazio V di W si dice tnvariante rispetto al gruppo G se, per ogni
trasformazione 7' di G, risulta T(V)c V. Si verifica immediatamente

I. Se G ¢ un gruppo di trasformazioni lineari invertibili, V ¢é sottospazio
nvariante rispetto « G se e solo se per ogni 1T € G si ha

(4.1) . T(V)=7V.

() In questo lavoro si adotta la convenzione di somma di Einstein.

(2) Dette trasformazioni sono da me gid state considerate. Si confronti [2], n. 1
e [2], n. 1.

(3) La dimostrazione & analoga a quella del teor. I del n. 1 di [2];.
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Sia (4) lo spazio delle funzioni misurabili o quello dei vettori ad n compo-
nenti, funzioni misurabili; fra i sottospazi di J4(4) interessano particolarmente
quelli invarianti rispetto al gruppo B(G.) delle trasformazioni lineari asso-
ciate al gruppo G, (nn. 2, 3). B immediato verificare che:

0
IL. Per ognt intero positivo ¢ e per q = oo, 1 soltospazi C1(A), C1(A) e Ca(A)
sono mwvartanti rispetto al gruppo TG(G).

II1. I1 sottospazio dei vettori di C°(A) nulli su FA ¢ invariante rispetto a
T(G.).

IV. I1 sottospazio Moo(A) dei vettori di Mo(A) quasi ovungue nulli, & invariante
rispetto al gruppo B(G.,).

In base al teorema IV, le trasformazioni lineari I" introdotte nei numeri 2
e 3 possono, evidentemente, essere anche riguardate come trasformazioni
lineari di A'(4) in M/(4) e come tali, nel seguito, saranno ancora indicate
con /. Dal feorema IV segue subito

V. Se V(4) ¢ sottospazio di M(A) invariante rispetto a  B(G.), lo
spazio corrispondente a V(A) in M'(A) & invariante rispeito allo stesso gruppo.

Conviene infine osservare che

VI. Per ogni numero reale p > 0, il sottospazio £7(A) di Mo'(A) & imvariante
rispetio a G(G ).

Dim. Per ogni ve t/(4) e per ogni ye@,, detta I' la trasformazione
lineare associata a y, risulta

) @) |?de = [|o(y—22) | do = [|o(z) |7 de .

A

Ne segue che, se ve£7(4), allora Ive £2(4).

Sia ora G un sottogruppo arbitrario di G, L un operatore lineare definito
in uno sottospazio V(4) di AC(4) o M'(4) e a valori in A(4) o M (A) rispet-
tivamente. Si dird che L ¢ invariante rispetto al gruppo di congruenze G, se V(4)
¢ un sottospazio invariante rispetto al gruppo B(G) e, se per ogni I'e T(@)
risulta

(4.2) | I'L=LI().

{) Naturalmente si intende che i due membri di (4.2) operino sui vettori di V(4).
In [7] p. 34 trovasi una definizione di operatore invariante per le trasformazioni di
un gruppo la quale, nel easo scalarve, equivale a quella qui infrodotta; nel caso vet-
toriale ¢ diversa e conduce ad una classe di operatori molto ristretta. »
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Sia g (x€J) un sistema di generatori di G,y la matrice ortogonale cor-
& 4

rispondente a ¢ e I' la trasformazione lineare associata a y. Sussiste il teo-
rema ® o= “

VII. Condizione necessaria e sufficiente perché L sia imvariante rispetto
a G ¢ che V(A) sia un softospazio invariante rispetto al gruppo BG(G) e inolire,
per ogni o€ J, risulti

(4.3) I'L = II.

Dalla definizione seguono subito alcune proprietd degli operatori lineari
invarianti rispetto a @G.

VIII. Se G, & un sottogruppo di G, ogni operatore lineare invariante vi-
spetto a G ¢ invariante rispetto a Gy.

IX. Se L' ¢ L" sono operatori lineari definiti rispettivamente nei sottospazi
Vi(d) e V'(A) e invarianti rispetio ai gruppi di congruenze G' ¢ G, ogni loro

combinazione linecare (5) ¢ un operatore lineare definito in V'(A) N\ V'(4) che
risulta invariante rispetto al gruppo G' N G".

X. Se L' ¢ I" sono operatori lineari invariants rispetto al gruppo @, defi-
nith rispettivamente net sottospazi V'(A) e V'(A) e se V'(4) > L'(V'(A)), allora

3\

Poperatore L' L' ¢ invariante rispetio a @.

5. — Si considerino ancora un sottogruppo G del gruppo @, e il gruppo
G(@) delle trasformazioni lineari dello spazio AL(4) in s&, associate alle con-
gruenze di ¢ (nn. 2, 3).

Si introduca poi 'algebra A(G) generata da B(G) (¢). Per il seguito ¢ essen-
ziale il seguente teorema

I. Se L é un operatore lineare invariante rispetto a @, esso & permulabile
con ogni elemento dell’algebra A(Q).

(®)) A coefficienti reali o complessi a seconda che AL(4) sia uno spazio reale o
complesso.

(®) (@) ¢ costituita da tutte le combinazioni lineari di un numero finito di elementi
di B(@), a coefficienti complessi o reali a seconda che JG(4) sia complesso o reale.
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Dim. Sia X =0+ ...+ #,I", un elemento di A(G). Detto V(4) il
D
dominio di L, dalle ipotesi segue X(V(4)) c V(A). Inoltre XL = (3, ) L

7=

P p k4
= Yu (L) = Y a(Ll') = L(3 «.I';) = LX. Come nella (4.2), si intende che
el i=1 im=1
XL e LX operino sui vettori di V(4).
Fra le trasformazioni di #(G) hanno un ruolo importante per le applicazioni
i sistemi finiti di proiettori P; (j=1,...,1) di A(G) (trasformazioni lineari
idempotenti di #4(G)) soddisfacenti alle condizioni

(3
(5.1) SP,=I, PP;=0 scizj.
je=1

In precedenti lavori ho considerato in generale alcune proprietd dei sistemi
di questo tipo, ottenendo anche una costruzione in relazione a gruppi G parti-
colari (7). Successivamente G. F. Smith, nel caso di un gruppo G finito, ha
indicato una costruzione esplicita di un sistema di proiettori soddisfacenti le
condizioni (5.1), che si avvale delle rappresentazioni irriducibili (non equi-
valenti tra loro) di @ (e quindi di G) con matrici unitarie (3). Esponiamo breve-
mente questa costruzione, in ipotesi pit generali di quelle considerate da Smith.

Siano y,, ..., v, gli elementi di un gruppo G finito e {D(y)} (i=1,..,N)
la rappresentazione di G nel gruppo delle matrici unitarie N x N definita dalle
relazioni

Yy
(5.2) yive= 2 Duly:) v (lyk=1,..,N).

h=1

Le matrici D(y,) sono matriei di permutazione (%) e costituiscono «la rap-
presentazione regolare di G » ().

Si dimostra che detta rappresentazione ¢ riducibile, cioé¢ esiste una rap-
presentazione ad essa equivalente, costituita di matrici unitarie e quasi dia-
gonali {D(y,)} del tipo

(5.3) D(y) = n, DD(y,) + n,DO(p,) + ... 2, Dp,) (1),

() V.[2], nn. 1,4,5,7 e [2],, nn. 1, 2.

(%) V. [5], n. 2. Casi particolari notevoli sono esaminati nei nn. 3, 4, 5, 6.

(®) Esse si ottengono permutando opportunamente le righe della matrice identica
d’ordine N.

(29 Si confronti ad es. [4], n. 84.

(1) Cid significa che ogni matrice D(y,) & costituita da n, bloecchi uguali
DW(y, ..., ny blocchi uguali DW(p,).
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ove {DW(y)} (4 =1,.., N) & una rappresentazione irriducibile di @ nel gruppo
delle matrici unitarie di ordine d, e due rappresentazioni {D®(y,)} e {D®(y,)}
con b=k non sono equivalenti.

Dalla teoria della rappresentazione dei gruppi segue che {]j(y,-)} contiene
tutte le rappresentazioni irriducibili e fra loro non equivalenti di ¢ e cia-
scuna un numero di volte uguale all’ordine delle matrici che la compon-
pongono (1*). Si ha allora, n,=d, (h =1, ...,») e, di conseguenza, in base
alla (5.3), di + d, - ... - d; = N. Posto M = d; + d,+ ... + d,, si conside-
rino allora le M trasformazioni lineari cosi definite, per ogni coppia di indici
hyry con h==1,..,%, r=1,..,4,

| & &
(5.4) Py=x % DRyl

{1

ove I'; ¢ Pelemento di G(@F) associato a y, (nn. 2, 3).

Sussistono i seguenti teoremi .

IL. Se Mo(4) ¢ reale ¢ se le matrici DW(y,) (h=1,..,7;i=1,...,N)
sono tutte reali, le M trasformazioni P,, definite dalle (5.4) appartengono all’al-
gebra reale A(G) e costituiscono un sistema di proiettori verificanti le (5.1).

ITI. Se M(A) é complesse, le M trasformazioni P,, definite dalle (5.4) ap-
partengono all’algebra complessa A(G) e costituiscono un sistema di proietiors
verificanti le (5.1).

Per la dimostrazione del teor. II si veda G. F. Smith [5] n. 2. La dimostra-
zione del teor. III & una semplice generalizzazione della precedente.

Dal teorema III segue che la tesi del Teorema II vale sostituendo la ipotesi
che ogni matrice D™(y;) sia reale, con Pipotesi pilt generale, che siano reali
tutti gli elementi Dﬁ’;)(yi) che figurano nella (5.4).

6. — In questo numero si suppone noto un sistema di proiettori P, (j = 1, ..., t)
dello spazio AL(4) appartenenti all’algebra #A(G) definita al n. 5 e verificanti
le condizioni (5.1). I proiettori P; possono anche riguardarsi come proiettori
dello spazio AL/(A).

Restano allora determinate, in corrispondenza, decomposizioni degli spazi
Ao(4) e AM'(4) in somma diretta di ¢ sottospazi. Tali decomposizioni sono par-
ticolarmente utili nelle applicazioni, in quanto ottenute sfruttando eventuali
proprietd di simmetria e di invarianza rispetto a rotazioni del campo A. Nei

(‘%) Si confronti [4] n. 84, teorema 6.



460 L. BASSOTTI RIZZA [8]

casi n = 2, 3, decomposizioni ben note dello spazio €°(4), per campi A parti-
colari, ottenute con vari procedimenti, rientrano fra quelle ora considerate;
altre possono ottenersi con le tecniche usate nei lavori[2], e [5].

Vengono esposti, in questo numero, alcuni teoremi che generalizzano am-
piamente teoremi analoghi da me stabiliti per operatori differenziali lineari a
coefficienti costanti (2). .

Sia L un operatore lineare definito in un sottospazio V(4) di A(4) o di
A6 (4), Z(A) un sottospazio di V(4) e X;(4) il trasformato di X(4) mediante P;.

Dal teorema I del n. 5 segue facilmente

I. Se L ¢ un operatore lineare invariante rispetio a G ¢ X(4) é un sotto-
spazto invariante rispetto ad L, ciascun sottospazio X;(A) é invariante rispetto ad L.

Sussistono inoltre i seguenti teoremi, nell’ipotesi ulteriore X;(4)c X(4)
(J=1,..,%.

II. Se L é un operatore imvariante rispetto & G ¢ w un elemento del codo-
minio di L, Pinsieme U(A) delle soluzioni del problema

(6.1) L =w, wuelX(4),

¢ somma diretia @i sottoinsiemi UJA4) (j =1, ...,1) e Pinsieme U, (A) costituisce
la totalita delle soluzioni del problema .

(6.2); Lu=Pw, wueclXj(4).

Dim. Sia @ una soluzione di (6.1). Il vettore 4, = P& appartiene a X;(4)

ed ¢ soluzione di (6.2);, riuscendo, in base al teorema I del n. 5, Lil; = P,Lii =
z

= Pjw. Viceversa se 4i; ¢ soluzione di (6.2); (j =1, ..., 1), posto u = > U,

f=1

risulta i € 2(A) ed inoltre, per la linearitd di I e il teorema I del n. 5 si ha

13 t
Lit = Y Lii;= > Pyw=w.

=1 =1

IIT. Sia M(A) complesso. Se L ¢ un operatore lineare invariante rispetto a @,
il problema di autovalori

(6.3) Lu—lu=0, wuecX(A)

(*%) Vedasi [2], n. 9 e [2], n. 5.
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st spezza in t problemi dello stesso tipo
(6.4); Lu—Ju=0, wuelk(4) (j=1,..,%,

nel senso che, se in corrispondenza ad wn valore complesso Ay N® ¢ N® denotano
rispettivamente gli insiemi delle soluzioni di (6.3) e (6.4);, risulia

(6.5) NP= NP NP @... NP,

Iy

Dim. Il teorema ¢ un caso particolare del teorema precedente, non ap-
pena si osservi che I — AI & un operatore invariante rispetto a @ (si confronti
n. 4 teorema IX).

Sia ora 4 un campo limitato propriamente regolare di & (*), £2(4) lo spazio
delle funzioni o quello dei vettori a n componenti misurabili complesse, di
norma integrabile in A4, HYA4) il sottospazio di £*(4) costituito dai vettori
dotati di derivate prime forti di norma sommabile in A. B ben noto che, per
un elemento v di HYA), si pud parlare di traccia rv su F4 (*%). Sussiste il se-
guente teorema

IV. Il sottospazio HYA) di CX(A) é invariante rispetto al gruppo G(G.).
Inoltre, se ve HY{A) e riesce v = 0, allora per ogni I'e B(G,) risulta v['v = 0.

Dim. Conviene riguardare gli spazi H(4) e £2(FA) come spazi di Hilbert,
con la consueta definizione-di prodotto scalare. Le trasformazioni di B(GF,)
sono allora trasformazioni continue di HYA) in seé (*¢). Cid prova la prima af-
fermazione. D’altra parte T & un operatore continuo di HY4) in L(FA).
Le relazioni

(6.6) [lelu|2de = [|tu|2d,

F A FA
di immediata verifica se we CYA) e I'e B(G,), per la continuitd degli ope-
ratori I" e 7, si estendono ai vettori di H*(4). I1 teorema ¢ allora dimostrato.
Sia ¢ un sottogruppo di G, 2(4) un sottospazio di H(4) invariante ri-
spetto a B(G), L un operatore lineare definito in X(4) a valori in £3(4),

(14) Per la definizione di campo propriamente regolare si confronti ad es. [3], p. 21.
(3%) 8i confronti [3], Lect. 4 e [2], n. 5. Il vettore v e L3(F4).
(18) Si confronti [2], n. 1, teor. III.
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M,, M,, .., M, ... una successione finita o infinita di operatori lineari definiti
in 2'(4), a valori in H'(4), invarianti rispetto a &. Sussistono i teoremi:

V. Se L ¢ un operatore invariante rispetto a G ¢ w un clemento del codo-
minio di L, Uinsieme U(A) delle soluzioni del problema

(6.7) Ly = w, TMu =0 (k=1,..), uwel(4)

¢ somma diretta di sottoinsiemi UJA) (j = 1,..., 1) e Pinsieme U;(A) costituisce
la totalita delle soluzioni del problema

(6.8); L = w, M0 =0 (k=1,...), uel(4d).

Dim. 8ia 2*(A4) il sottospazio di 2()1) costituito dai vettori tali che
tM,u=0 (k=1,..). In base ai teoremi I del n. 5 e III di questo numero e
alla linearita di 7, se we 2*(4), riesce

M Pyu=P;Myw, tMPu=1tP;Mu=0 (j=1,.. t;k=1.).

Ne segue che il trasformato Z;‘(A) di 2*(A) mediante P;, & costituito dai vet-
tori di X;(4) tali che tM,u =0 (k= 1,...) e pertanto ¢ contenuto in Z*(4)
per ogni j. Il teorema V ¢ allora un easo particolare del teorema II di que-
sto numero.

VI. Se L ¢ un operatore invariante rispetto a G, il problema di autovalori
(6.9) Lu—u=0, tM,u=0 (k=1,..), ueX(4d)
81 spezza in t problemi dello stesso tipo
(6.10); Lu—J2u=0 1M u=90 (k=1,..), welj4).

Dim. Tl teorema VI & conseguenza del teorema V, riuscendo, per ogni
4 e, L— AI un operatore invariante rispetto a G.

7. — In questo numero vengono date condizioni necessarie e sufficienti
perché un operatore lineare di tipo integrale sia invariante rispetto ad un
gruppo & di congruenze assegnato.

Sia 4 un aperto limitato e connesso di I”, @ un sottogruppo del gruppo G,

{9} («€3) un sistema di generatori di G e y la matrice ortogonale che rap-
& o
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presenta g. Sia S un sottoinsieme di A X4, di misura nulla secondo Lebesgue
&
e tale che, se (2, y)e S, allora, per ogni y € G, risulti (yw, yy) € 8.
Si indichera con F la classe delle funzioni k{x, %) complesse (reali) definite
e continue in (4 X ANS e verificanti le seguenti ipotesi:
(1) per ogni we 4, k(z, ¥), come funzione di y, appartenga a £3(4),

(2) per ogni we A la funzione g(z) = ([k*z, y) dy)** appartenga a
£2(4) (¥7). A

Esaminiamo dapprima il caso scalare. Assegnata una funzione k(z, y) in F,
Poperatore L cosi definito

(7.1) Lf = [k(z, y) f(y) dy,

¢ un operatore lineare di £2(4) in £2(A). Sussiste il seguente teorema
1. Condizione necessaria ¢ sufficiente perché Uoperatore L definito da (7.1)

sia invariante rispetto a @, ¢ che la funzione k(z,y) verifichi in ogni punto di
(AXANS le condizioni

(7.2) k(yx, yy) = k@, y) (*) ,
per ogni vy, con a € J.
Dim. In base al teorema II del n. 5 sard sufficiente dimostrare Pequi-

valenza delle condizioni (7.2) con le (4.3). Per Poperatore L definito dalle (7.1)
si ha, per ogni I'e G(@)

I'Lf = [k(y=t2, y) f(y) Ay .

A

LTf = [k, y) fy—9) dy = [k, vy) f(y) dy -

P

(") Per quanto riguarda i risultati di questo numero, le ipotesi (1) e (2) si possono
attenuare. Ad esempio si pud supporre che, per tutti gli ze ANK, con I insieme
di misura nulla secondo Lebesgue, sia %z, y) € £2(4) e che la funzione g{x), definita
in AN, appartenga a £2(4).

(18) In particolare se A & un campo sferico di centro I'origine 0 e G & il gruppo delle
rotazioni attorno ad O, la condizione (7.2) & stata considerata da G. Ascoliin [1],, per
definire i nuclei isotropi su un’ipersuperficie sferica,
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Ne segue che la condizione (4.3) & verificata se e solo se, per ogni « € J, per
ogni @ € 4

(7.3) E(y~—tz, y) = k(w, yy) q.o0.in 4.

o4

Per Parbitrarieta di # in 4 e la continuitd di k(w, ) in (AXANS, 1a (7.3) &
equivalente alla (7.2).

Esaminiamo ora il caso vettoriale. Assegnate w2 funzioni kiz,y) in &,
si consideri la matrice nxXn K(z, ) di elementi kj(x, y) e Poperatore integrale
vettoriale

(7.4) Lu = [K(z, ) u(y)dy ,
A

definito nello spazio £2(4) dei vettori ad » componenti complesse (reali) e a
valori in £2(A4). Sussiste il seguente teorema

II. Condizione necessaria e sufficiente perché Voperatore L definito da (7.4)

sia nvariante rispetto a G é che la matrice K(z,y) verifichi in ogni punto di
(A X ANS le condizions

(7.5) E(ya, yy) = yEK(w, y)y= (»),
per ogni y con o€ J.

Dim. In base al teorema IIT del n. 5, sard sufficiente dimostrare Pequi-
valenza delle condizioni (7.5) con le (4.3). Si ha, per ogni I'e B(@) e per ogni
uef2(4)

(ML) = y! By, y)w(y) dy ,
A
(L) = [ki(z, y)piur(y-1y) dy = [ki(z, yy)yiu(y) dy .
4 A

In particolare, per ogni « € J si ha allora

I'Lu— LI'v = [[yK(y=x, y) — K(@, yy)y]uly) dy

P G 4 &

(**) Nel caso n =2 sono stati caratterizzati i nuclei verificanti le condizioni (7.5)
per particolari gruppi G: si confronti [6].
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Ne segue che le condizioni (4.3) sono verificate se e solo se per ogni we 4
¢ per ogni «e J risulta

(7.6) yK{y~lw,y) = K&, yy)y q.o.in 4.

% o

Per 'arbitrarietdy, di # in A e la continuitd di K(, ) in (A XAN\S, cia-
seuna delle relazioni (7.6) & equivalente a

yK(z, y) = K{yz, yy)y in (AXANS.

&©
Ne segue la tesi.

8. — In questo numero vengono considerati gli operatori differenziali lineari,
scalari e veftoriali, e vengono assegnate le condizioni sui coefficienti perché
gli operatori risultino invarianti rispetto ad un gruppo di congruenze.

Sia 4 un aperto connesso di B*, @ un sottogruppo del gruppo G, {g}, con

o

o € J, un sistema di generatori di &, y la matrice ortogonale che rappresenta g,
[24 -4
£

v la trasposta di y.
@ -4

Esaminiamo dapprima il caso scalare. Sia D un operatore differenziale
lineare di ordine p

) p 1,n - as]c
(8-1) _Df -l z z allx..-ts ((I/‘) am’h_,_ awhs,

50 Ryeeehis

a coefficienti ¢ *(z) funzioni continue in A.

Si conviene che per s = 0, a secondo membro di (8.1) si ottenga ’addendo
a(xz)f. Si pud supporre, senza restrizione, che per ogni permutazione k ... &,
degli indici R, ... b, risulti @ (2) = a’"(x).

I’operatore D dato da (8.1) pud riguardarsi come un operatore lineare defi-
nito nel sottospazio 0°(4) di A(4), a valore in AG(4). Sussiste il seguente
teorema.

I. Condizione necessaria e sufficiente perché D sia imwvariante rispelto a G
é che per ogni s e per ogni scelia di hy ... b, risulti, in ogni punto di A

(8.2) a/h,...lz.(,}}x) o a’"’l"-“«'(x) ,yh, e ¥ ,

k. k.
o i «"*

per ogni matrice y con o€ J.
<4
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* *
Dim. Dalle (8.2), moltiplicando i due membri per Vil e ¥y, € sommando
o o

*
rispetto agli indici Ry ... hy, si trae, ricordando che y~1=y
o o

. * ®
(8.3) @FiFs () == @l s (yap) YR L ks (xe 4)

13 1
o't "

e quindi, considerando yx come punto generico di A

o

#* *
(8.4) am...ks(ymlm) = glv-Ma(g) y}ll: '};;fs (re A) .

11 sussistere di tutte le relazioni (8.4) in ogni punto di 4, equivale al sussi-
stere di tutte le (8.2) in ogni punto @i A. Si osservi inoltre che C*(4) & sotto-
spazio invariante rispetto a T(@), in base al teorema IT del n. 4. Cid premesso,
sia ye @ e I' la trasformazione lineare associata a y: posto @' = y—lz, riesce
per ogni fe C°(4)

> o:f(x)
== Ey.o ks -1 e
ol Sg;’ kx-z-:-ksa vta) (aa;m amks)J‘“* ’
3 ofly~tw)
f = hyoadig EEAY SRl
o= s=zv h;hsa () Oz ... Omhs
> YDA ()
= z z atts () 7;: 'y;:f (8377-‘1 ”_.,__é?v_;;)w:m, .

$=0 liy.uuhig

I1 sussistere delle (8.2) e quindi delle (8.4) implica I'Df = DFJ‘ per ogni

f € C°(4) e per ogni o € I; allora, in base al teor. VIT del n. 4, D & invariante
rispetto a G.

Viceversa, supponiamo D invariante rispetto a G e quindi verificate le (4.3).
Applicando gli operatori I'D e DI' alla funzione f(#)=1, si trac a(w)

&* o
= a(y~tx) in 4, cioé le (8.4) per s = 0. Procediamo per induzione rispetto ad s:
supponiamo verificate le (8.4) per s<r— 1 e dimostriamo che sussistono per
s = 7. Fissata una disposizione (con ripetizione) &, ... k, di » indici fra 1, ..., »,
consideriamo la funzione f(x) = o™ ... 2* e applichiamo ad essa gli operatori
I'D e DI'. Poiché per s <7 — 1 sussistono per ipotesi le (8.4), da I'Df = DI'f segue
o o

o o«

* *
al;l...k,(y—zm) = ah-r(1) ylil.i V;f: , (xed)
&« % &
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e pertanto, per Parbitrarvieta di k, ... k,, restano dimostrate le (8.4) e, di conse-
guenza, le (8.2).

Fissati due numeri positivi » e ¢ tali che 0 < r < g, sia A4 il campo sferico
definito da |x[< o oppure lo strato sferico definito da r < |z|< p. Sia O il
gruppo di tutte le congruenze di E* in sé che lasciano fisso Porigine, Z il sotto-
gruppo delle rotazioni attorno all’origine.

GIli operatori (8.1) invarianti rispetto ai gruppi # (ovvero ), coincidono
con gli operatori isotropi (ovvero isotropi e simmetrici) studiati da G. Ascoli (29)
e da lui caratterizzati.

Esaminiamo ora il caso di operatori differenziali lineari vettoriali. Si consi-
derino m® operatori differenziali lineari (scalari) di ordine non superiore a P

~

» . ot
X Di= Soliendts () b f=1,...,m
(8.5) i s;) h,;ns @; () St .. Buhs (47 yeres M)y

e a coefficienti continui in 4. Si pud supporre, senza restrizione, aitets (o)
== a?}"‘l""‘S(x) se k... k, ¢ una permutazione di A, ... h,. Sia L DPoperatore diffe-
renziale vettoriale determinato dalla matrice (D;). L opera sui vettori ad n
componenti di 0®(4) facendo corrispondere al vettore v(z) il vettore (Lv)(x)

di componenti
(8.6) (L)t (x) = Divi(w) (t=1,...,m).

L’operatore L definito dalle (8.6) pud riguardarsi come un operatore lineare
definito nel sottospazio C°(4) dello spazio AG(4) dei vettori ad # componenti,
a valori in AG(4).

Supponiamo dapprima che L sia un operatore omogeneco di grado s, cio¢ che

. . o
(87) D;: Z a/;’hl"'hs(.’]})

Byeohs axh‘ cee a{l}"s :
Sussiste il seguente teorema

I1. L’operatore differenziale L omogenco di grado s definito dalle (8.6) e (8.7)
¢ invariante rispetto al gruppo G se e solo se, per ogni scelta degli indici i, j, hy, ..., by,
risulta, in ognt punio x di A e per ogni matrice y (« € J)

&©

(8.8) ayteete(ym) = afni (@) yiyh Lyt (2)

(29) 8i confronti [1]; n. 14.
(1) Se le (1.1) si interpretano come un cambiamento di coordinate in E», le (8.8)
esprimono che i coefficienti di L si comportano come le componenti di un tensore.
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Dim. Per Parbitrarieta di « in 4, le relazioni (8.8) possono sostituirsi con

ES
N TN . LsTyves £ oyl ¢
(8.9) aptt (@) = agn T (y@)yry V:i%
fe4 o o
. 3 £
Inoltre, moltiplicando i due membri di (8.9) per iy ... " e sommando
’ 1! VeV o Ve,
o« o o

rispetto agli indici §, 7, ... 7, si trae

#* * £

(8.10) agm (yw) i = ahe s (w )m/,,,-'%‘:-

~
4 @

Pertanto il sussistere delle (8.8) per ogni scelta degli indici 4, §, Iyy ooy by, equi-
vale al sussistere delle (8.10) per ogni scelta di 4, &, 7y, ..., 75, Naturalmente per
ogni a € J e per ogni € A. Si osservi inoltre che lo spazio (°(4) & invariante
rispetto al gruppo B(G), in base al teorema IT del n. 4.

Cid premesso, sia I” la trasformazione lineare associata ad un elemento Y
di G. Posto 2’ = = y~ta, per ogni vettore ve C*(4), le componenti i-esime dei
vetbori ['Lv e LI sono date da

0sv%(2)
p— Uy Tyeeers -1, —_—
(PLof =i 3 apmre (i) [t
. o v* (y1a)
i iyl h,
(LI'v)t = zhs al )yk P T
* 05 v¥(x)
Zyhye h.; 78 [}
Z “ )7 y “y"s[a'vﬁ...ax“]m“&

hyoihg

Ne segue che, se sono verificate le relazioni (8.10) per ogni x € 4, e per ogni
o € J e per ogni scelta degli indici 4, &, 7y, ..., 7,, risulta

(8.11) I'Lyv = LI

24 &
per ogni » € °(4) e quindi, in base al teorema VII del n. 4, L & invariante
rispetto a G.

Viceversa, sia L invariante rispetto a & e quindi siano verificate le (8.11).
Sia 7y ...7, una disposizione arbitraria con ripetizione di s indici fra 1,..,n
Si considerino i vettori v, di componenti ™ ... ™6 (k, i = 1, ..., n). Ponendo
I'Lvyy= LI, si ha
o &

* #* Ed

T o lyTyees R v PO 3 i r 7,
Vooylagmer(ya) = aitvt@)ylyn oy,
o - 2 4 o

e«



[17] OPERATORI LINEARI INVARIANTI RISPETTO AD UN GRUPPO DI CONGRUENZA 469

in ogni punto @ di 4. Per Darbitrarieta di »,...7, e di « in J, & dimostrato il
sussistere delle (8.10). I cosi provato Iasserto.

Sia ora L un operatore differenziale definito dalle (8.5) e (8.6). I ovvio che
si puo porre L = Ly+ Ly + ... + L,, con L, (s = 0, ..., p) operatore omogeneo
di ordine s. Sussiste il seguente teorema

II1. Condizione mecessaria e sufficiente perché L sia invariante rispetto a a,
¢ che ciascun operatore L, (s = 0,1, ..., p) sia invarianie rispetio a G.

Dim. La condizione sufficiente ¢ conseguenza del teorema IX del n. 4.
Per la necessita, supposto L invariante rispetto a @, dalle relazioni 'Ly = LI
y SUPY )
per ogni I'e G(G) e per ogni ve C°(4), si trae, posto a' = y-le,

3 v5(x)
ox" ... dxrs

]J:=:c' -

. r
(8.12) yio2 2 akners(yia) |

8=0 ri...7g

» . % # 0% v*{w)
- z aihits () p] y;i y;z [8 .

. o o
P

Si osservi ora che, considerati gli n vettori ¢y (k= 1,...,n) di componenti
0i (i =1,...,n), ponendo nelle (8.12) v = e, si ottengono le relazioni

Vi0yr) = aj(@)y],

per ogni 4, k, per ogni ¥ € G e in ogni punto « di A. In base al teorema, prece-
dente, ricordando Pequivalenza delle (8.8) con le (8.10), si conclude che I,
¢ invariante rispetto a G. Procedendo per induzione rispetto a s, si supponga
che Ly, ..., I;-,, siano invarianti rispetto a G. Fissata arbitrariamente una
disposizione 7y ...7,, si considerino gli » vettori vy, di componenti a™ ... x ol
(¢t =1, ..., n) e si applichino ad essi le (8.12). Per I'induzione ammessa si ottiene

£ £ *

Voyragm e yn) = atot@)ylyg v

i,k
per ogni y € @ e in ogni punto # di 4. In base al teorema precedente, L, & allora,
invariante rispetto a G- ‘ A

Sia ora L un operatore differenziale lineare a coefficienti costanti: & naturale

riguardare L come un operatore definito nello spazio C=(I»), a valori in
O=(Z) (*2). D’altra parte, fissato arbitrariamente un aperto connesso 4, L pud

(*?) La definizione di operatore (vettoriale) invariante rispetto ad un gruppo G
coincide allora con quella consueta. Si confronti [2],, n. 2.
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essere riguardato come un operatore definito in C®(4), a valori in €°(4). Dalla
definizione di operatore invariante rispetto ad un gruppo di congruenze
(n. 4) segue

IV. Se L, come operatore dello spazio C*(E®), é invariante rispetto ad un
gruppo di congruenze G*, allora L, come operatore dello spazio C¥(4), ¢é invariante
rispetto ¢ G* N G,.

In particolare, se L, come operatore di C®(E*), ¢ invariante rispetto al
gruppo O di tutte le congruenze (1.1), allora L, pensato come operatore di
0=(4), & invariante rispetto al gruppo G, di tutte le congruenze di © che la-
sciano fisso A.
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Summary

Let A be an open subset of I", O(n) the group of all orthogonal transformations of E»,
G a subgroup of O(n), consisting of transformations mapping A inio itself. Let M(A)
be the linear space of the measurable vector-valued functions, defined on A.

In the present paper G-invariant linear operators on M(A) are defined and some results
about them are given. Characterization theorems concerning the linear differential and
indegral G-invariant operators are also obtained.
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