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GIUSEPPE GRIOLI (*)

Questioni analitiche riguardanti i continui di Cosserat (**)

A Giorgio SEsTIxI per il suo 70° compleanno

Col fine di stabilire proprieta di media e — nel caso di iperelasticita — un
procedimento di integrazione, analoghi a quelli dei continui classici [3];, si
mostra come il sistema differenziale dei continui di Cosserat possa porsi nella
forma div 7 = 0.

Se ne indica una trasformazione in un sisterna di equazioni integrali, base
di numerose proprietd di media, mostrando come nel caso lineare esso possa
utilizzarsi per la individuazione di espressioni approssimanti dello stesso e, al
limite, dello stesso stress (con convergenza in media).

1. - Equazioni di campo

Siano € e (° la configurazione attuale e quella di riferimento di un continuo
tridimensionale di Cosserat, o e o° le loro frontiere, dotate di normale (interna)
n,, w2 (r =1,2,3); P e P°punti corrispondenti in C e (°, di coordinate rispetto
a un medesimo riferimento trirettangolo levogiro di origine O espresse rispetti-
vamente da ,, ¥, ¥, = &, — ¥, le componenti dello spostamento P°.P.

Siano inoltre X,, le componenti euleriane degli sforzi (stress di Cauchy),
v, quelle delle coppie e F,, M,, f., m, i vettori che caratterizzano rispettiva-
mente le densitd delle forze e coppie di massa e di quelle superficiali.

(*) Indirizzo: Seminario Matematico, Universith, Via Belzoni 7, 85100 Padova.
(**) Lavoro eseguito nell’'ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 19-XII-1978,
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Denotando con ¢, il tensore di Rieci nello spazio euclideo tridimensionale,
le equazioni di campo si serivono [2], [3],

(1) Xge =y v+ e, X, = M, (in Oy,

rsls

(2) er')'?’s = fr) Pratty = M, (Su G) H

ove la sbarretta indica derivazione rispetto alle x,.
Naturalmente, nel caso dinamico i vettori ., M, includono le forze Q’inerzia.
Indicherd un’utile trasformazione delle equazioni di campo. Si ponga

@) p K per r =1,2,3,
" 1/)7—33 + 8r~3lm$ZXms Pel' Po= 4, 5, 6;
(4) -2}«/[," == 'BIT + GrlmwlFm ] 771:, == My + erlmwlfm y
I, pers=1,2,3, fr perr=1,2,3,
() 8, = M g 5 oa. L. = / e
o DET 7 =4, 5, 6; m,_, per r =4,5,6.

T facile riconoscere che le equazioni (1), (2), divengono

(6) P S,  (in O); P.on, =1L, (su o) (r=1,2,..,6).

rsfs

Se poi si pone

() Pro=T,2,,1/D  (r=1,2,..,6; s=1,2,3),

ove .D denota lo jacobiano della trasformazione (Y1, Y2, Ya; 1), dalle equazioni
(euleriane) (6) si ottiene la corrispondente forma lagrangiana

(8) Thso= 8 (in 0% T,nl= L% (su o (r=1,2..,6).

Nelle (8) le S?, L denotano le corrispondenti lagrangiane delle §,, L, ¢ la vir-
gola indica derivazione rispetto alle v,.

11 significato delle posizioni (3), (4) & evidente: M, m., Py, (r =1,2,3),
esprimono i momenti rispetto al punto O (anziché a P), rispettivamente delle
forze di massa, di quelle superficiali esterne e di quelle interne.
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2. - Proprietd di media. Sistema integrale delle equazioni di campo

Detta Q(y) una funzione derivabile delle y,, si ponga

1. .
9) 4Q) ==l [ QA0+ LT (=12, ..., 6).
Da (8), (9) segue
(10) [ 1,0 ,400= (C"A.(Q) (r=1,2,..,6).
CO

Se @ & un monomio in ¥, ¥, ¥s, le 4.(Q) per naturale generalizzazione di con-
cetti abituali possono interpretarsi quali coordinate m-astatiche della solleci-
tazione esterna. '

In base a (8), chiaramente risulta

(11) A1) =0.

Se @ dipende da una sola delle tre coordinate le uguaglianze (10) determi-
nano un certo numero di valori medi in €° delle T, e si ha la possibilita di sta-
bilire delle limitazioni per lo stress. Si pud osservare che ogniqualvolta la con-
figurazione attuale & nota & possibile stabilire delle limitazioni per lo stress
effettivo senza bisogno di conoscere le equazioni costitutive, sulla base delle (10)
e del legame espresso da (7).

Si supponga che @ descriva gli elementi di una successione di funzioni H,
completa per Papprossimazione in media in €° delle funzioni di quadrato som-
mabile. Corrispondentemente, dalle (10) si deduce la successione di equazioni
integrali ’

(12) {1, .H, a0 = C°A,(H,) (r=1,2,...,6;¢=20,1,2,..).
o0

Noti teoremi di analisi funzionale assicurano che la successione delle equa-
zioni integrali (12) & equivalente alle equazioni differenziali di campo sotto
opportune condizioni di regolaritdh, ma non in generale. In realta si puod inter-
pretare la successione di equazioni (10) come una piu generale traduzione ma-
tematica delle equazioni della meccanica dei continui (di Cosserat).

Di conseguenza ogni stress di quadrato sommabile pud rappresentarsi
nella forma ,

(13) T,=3dH, (r=1,2,..,6;5=1,23)),
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ove, in base alle equazioni (12), i coefficienti ¢ soddisfano al sistema di equa-
zioni algebriche lineari

(14) el [ HH, ,dC, = CyA,(H,) (i =1,2,3,..).
1=20 ¢

3. - Approssimazioni polinomiali dello stress

Nel caso di deformazioni finite gli sviluppi della teoria sono alquanto com-
plessi e lasciano del tutto aperte le questioni analitiche connesse [3],. Nel caso
di piccole deformazioni che consentano la linearizzazione del problema si ha
invece una sufficiente analogia con il caso dei continui classici e ¢id permette
Padattamento di procedimenti per essi gia stabiliti [3];.

Nel caso lineare la derivazione rispetto alle #, si identifica con quella ri-
spetto alle 4, le P,, coincidono con le 7., (dopo avere sostituito nelle (3) le ¥,
al posto delle ;) e le (6), (8) si identificano. Detto Q, il vettore che caratterizza
la rotazione locale, si ponga

(15) rs = W r + €16

La densita di energia potenziale elastica deve ritenersi funzione delle Nrs ©
delle Q,’s ¢ sussistono le equazioni costitutive

ow oW

(16) Ie=Tg T Tag

che risultano in generale invertibili e dalle quali si deduce, formalmente,

(17) Nrs == ars(XiH 7/):‘1) H Qr’s = brs(il, "/)il) .
Posto
(]8) W*(X) T/)) = T’V(a”, brs) - a‘rers_“ brsiprsy

1e 7, Q,’s si identificano con le derivate parziali della W rispetto alle X, e Yrs
rispettivamente.

Si esprimano nella (18) le X,,, p,, mediante le P,,, in base alle (3), tenuto
conto dell’effetto della linearizzazione e si ponga k

(19) T/V'k*(‘Prv) = T/V*[l-Yrs(I)lm)7 ’l/)rs(le)] .
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Supporrd per semplicitd che non esistano vincoli né interni né superficiali
(ma sussiste la possibilita di estendere quanto sard detto anche al caso che vi
siano vineoli sulla frontiera).

T noto [3], che in condizioni di equilibrio con forze esterne ovungue asse-
gnate lo stress reale ¢ caratterizzato da quelle X,., v, che rendono stazio-
naria 'energia elastica totale, espressa da

(20) Vit = [k Ao

00

nella classe degli stress in equilibrio con le forze esterne.
Si ponga

m

(21) T = 30 H, (r=1,2,..,6; s=1,2,3)
i=0

rs{m)

e si considerino le (12) per i =1, 2, ..., m. Le c{), , soddisfino al sistema inde-
terminato di equazioni

(22) > Oty JHL H ; ,AC° = CYA(H)) (i =2,2,...,m).
=0

€0

Si denoti con V) cid che diviene V** quando si sostituiscono in essa le

T al posto delle T',. Se le costanti ¢, rendono stazionaria la Vi
conto del vincolo espresso dalle (22), appare leggittimo interpretare le espres-
sioni (21) quali approssimazione di ordine m dello stress reale. Infatti, esse non
solo soddisfano alle relazioni (22) che approssimano il sistema integrale del-
Pequilibrio, ma anche esistono un campo di spostamento e uno di rotazioni
da cui lo stress (21) deriva [1].

11 metodo indicato si presenta particolarmente conveniente quando le H,
si identificano con i primi m elementi di una successione di polinomi in ¥y, %., ¥s
(completa in (°) ordinati per gradi non decrescenti e costituenti un sistema
ortogonale in (. :

Per le analogie che si hanno con il caso dei continui classici, appare leggit-
timo presumere che per m tendente all’infinito Iapprossimazione di ordine m
converga in media verso lo stress reale (ammessa, naturalmente, Pesistenza
della soluzione).
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