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GIOVANNI CARINTI (*)

Sulla teoria dei fronti d’onda nella dinamica relativistica

di un fluido ideale conduttore di calore (**)

A Groreio SEsTINI per il suo 70° compleanno

1. — Le recenti ricerche [1] sulle onde e sulle discontinuitd delle varie gran-
dezze attraverso i fronti d’onda, nella dinamica di un fluido ideale relativistico
conduttore di calore, sono fondate sostanzialmente su di un sistema differenziale
parziale contenente fra l'altro un’equazione di conduzione del calore iperbo-
lizzata.

Per quanto sia o mia conoscenza, fino ad ora non sembra che siano stati
fatti dei tentativi tendenti a dimostrare P’esistenza delle onde di discontinuita
nella suddetta fluidodinamica relativistica, prescindendo dalla scelta dell’equa-
zione di conduzione del calore.

A tale questione cerca di rispondere positivamente il presente lavoro, uti-
lizzando la concezione fisica suggerita da von Laue [2], sostenuta da Landau-
Lifschitz [3] e sviluppata opportunamente in due miei precedenti lavori [4].

Poiche in tale contesto ha un ruolo fondamentale la massa di quiete del
generico elemento del mezzo in esame, nel n. 2 si fanno delle precisazioni sul
comportamento della suddetta massa nei casi della materia disgregata e di un
fluido ideale adiabatico.

Nel n. 3 si esamina la massa di quiete elementare invariante dm, nel caso
di un fluido mobile conduttore di calore e si pone in evidenza che dm, risulta
costituita dalla massa elementare dm che si ha in assenza della conduzione
termica e dalla massa dm) di origine termica.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 98100 Messina, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.I*.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 12-XTI-1978.
il
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Nel n. 4, allo scopo di avere qualche suggerimento e di stabilivre eventuali
confronti col caso classico, si indicano i sistemi differenziali parziali della dina-
mica classica di un fluido ideale a cui sia possibile applicare la teoria dei fronti
d’onda.

Nel n. 5, si discute la determinazione dei fronti d’onda nei moti di un fluido
ideale relativistico, in presenza del processo dissipativo della propagazione del
calore per conduzione, e si presentano le espressioni delle velocith normali di
avanzamento dei fronti d’onda.

Dopo di aver richiamato, nel n. 6, il criterio di eccezionalita per le onde di
discontinuitd introdotto da Lax, si stabilisce che le onde di discontinuitd ma-
teriali (o di contatto) sono eccezionali.

Nel n. 7, si continua la discussione per gli altri fronti d’onda e si trova che
delle tre onde di discontinuitd che si hanno nel caso di un gas perfetto relati-
vistico, ideale e comprimibile, soltanto Ponda materiale é eccezionale.

Il caso limite di un fluido ideale conduftore di calore, relativisticamente
incomprimibile, viene esaminato nel n. 8, dove si mostra che le tre onde sud-
dette sono eccezionali o che il campo U & completamente eccezionale.

Infine nel n. 9, si considera il criterio di eccezionalitd nell’approssimazione
Tnewtoniana e, nelPambito classico, si indicano i casi in cui tutte le onde sono
eccezionali.

2. — Come si ¢ annunziato nel n. 1, esponiamo in questo numero dei ri-
chiami e delle precisazioni sul comportamento della massa di quiete del gene-
rico elemento del mezzo nella dinamica della materia disgregata e nella dina-
mica di un fluido ideale adiabatico.

Si indichi con K il riferimento inerziale di osservazione rispetto a cui si
muove della materia disgregata (assenza di sforzi) e sia dm, la massa di quiete
del suo generico elemento M.

Com’¢ noto, dim, & la massa elementare nel riferimento inerziale X’ in cui M
¢ istantaneamente in quiete.

Nel caso che la quadriforza, di natura esterna, agente su M non produca
variazioni di dm,, si ha ovviamente
(1) % (ding) = % (0°dV,y) =0,

“dove g% AV, e ¢’ sono rispettivamente la densitd di massa di quiete, il volume
elementare di M ed il tempo, tutti valutati rispetto a K'.
Se si osserva che in K’ si ha

. o0V,
(2) v =0, dive' = x,#(),

0

i
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essendo v’ la velocita di M rispetto a K', in virtu della nota relazione cine-
matica

1
3) ({T av,) = dive' av,

dalla (1) si deduce agevolmente la seguente equazione di continuita

0

do® 0
, .~Q-+0°divv'—:—§"g“+div o'v') =0.
(4) de’ s ot b

Dopo questo breve richiamo sulla massa di quiete nel caso della materia
disgregata, passiamo a considerare rispetto a K il moto di un fluido ideale in
condizioni adiabatiche dove, cioé, gli sforzi specifici si ridueano a pressioni
normali e ciascun elemento del mezzo non riceva calore dagli elementi eir-
costanti.

Se anche in questo caso indichiamo con dm, = p°dV, la massa di quiete,
ossia secondo Fock [5] la « massa invariante » di M, proveniente dalla distri-
buzione di materia, nelle medesime ipotesi per la quadriforza un procedimento
analogo a quello seguito -per la materia disgregata porta al convincimento che
le equazioni (1) e (4) continuano a valere. '

Cio posto, consideriamo le masse elementari relativistiche che M viene ad
avere durante il moto, in virtt del prinecipio di inerzia dell’energia di Einstein.

Per procedere a tale valutazione in maniera corretta, & bene osservare che la
particella M possiede durante il moto un’energia interna relativistica dEff) ed
& costantemente immersa in un eampo di pressione, che si esplica anche se il
fluido ¢ sensibilmente incomprimibile cosiccheé, nel volume dV, della parti-
cella, ¢’¢ Penergia di pressione p'dV,. Ne segue che la massa tofale di quiete
Ay = p°dV, di M viene ad essere costituita dalla suddetta massa di quiete
dm,, dalla massa di quiete proveniente dalla energia interna classiea di M
(masse elementari che sono compendiate in dEfj)) ¢ dalla massa originata
(sempre in virti del principio d’inerzia della energia di Einstein) dall’energia
di pressione p'dV,.

Pertanto si ha

l Pt

5 ity = AV, = 1 (ABY + p'dV,) =
(5) 2

1 .
P (U4 p") AV, = E}QH() av,,

o

4

dove ¢ & la velocitd della luce nel vuoto, U, ed H, sono rispettivamente l’energia
interna e l’entalpia relativistiche per unita di volume.
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Indicando con H, Pentalpia, per unita di massa di quiete invariante, la (5)
pud porsi nella forma

1 -
(5)’ dimy = — Hy dmy,
pes

essendo H, = ¢°H,.
In virtt della nota relazione termodinamica

_ = 1
(6) dH, = T, 48, -+ BT)dp’ ,

dove T, & la temperatura assoluta ed S, Pentropia per unitd di massa di quiete
(entrambe valutate in K’), essendo nel caso attuale dS, = 0, dalla (5) si ricava

d 0

' il 1
(7) T (d7m,) = dp’ p

Py (dm,) = ‘—, T dVy=— Pl av,,

poiché in E' si ha ofot’ = djdt’.
L utilizzazione della (3) consente di desumere dalla (7) 'equazione

do® ) |
(8) T + g div o’ e + div (p®v") = ;—

A
3-"’@

da cui si evince che (1 Je2)(0p'[ot') &, nel senso relativistico, la densitd di sorgente
della massa totale di quiete di M.

Nel caso particolare di un fluido ideale barotropico (e quindi in condizioni
isentropiche) dove ¢° ¢ connessa a p' da una relazione del tipo o° = ¢(p’),
sussiste la seguente formula [6]

. ) 1 »'
.(5)// d’n_zo == dmn + (Z?o 6[ %}dj}, .

Ovviamente, in tale caso, la (7) puo essere dedotta direttamente dalla (5)".

3. — Si consideri ora rispetto a K il moto di un fluido ideale relativistico
in cui abbia rilevanza fisica la propagazione del calore per conduzione.

Indichiamo qui con K, e dm, rispettivamente il sistema di istantanea quiete
e la massa di quiete di M, designati nel n. 2 con K’ e dm,; ossia K, & il rife-
rimento inerziale di istantanea quiete dell’elemento M, dm, in assenza di
conduzione termica.
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‘Poiché ogni flusso di energia (ad es. termica) implica, per il principio di
inerzia dell’energia di Einstein, un flusso di massa, nel caso in esame si ha ov-
viamente una modifica della massa dm, ed una variazione dell’impulso di M
dovuta proprio alla corrente termica.

Pertanto, come ho mostrato in un mio precedente lavoro [7], lo studio ma-
tematico del flusso nelle condizioni attuali, dove si deve tener conto della pro-
pagazione del calore per conduzione, va fatta opportunamente introducendo
Ielemento totale generico N, dm,, la cui massa di quiete

(9 dmg = dm + dmy,,

risulti costituita da dm? proveniente da dm, e dalla massa dm, di origine
termica.
Inoltre, indicando con K' il sistema di istantanea quiete di N, dm,, si ha

1
(10) dmyv’ = dmlv, — g‘_,J' aAV,=0,

dove v =0, v;, dmd= dmy(1— v}/c*)~} sono rispettivamente la velocita
di N, la velocith e la massa di M rispetto a K'; J' ¢ la densita di corrente ter-
mica valutata in K’ mentre dV, & il volume d1 quiete di N.

La (10) pone in evidenza che la velocita di ¥ ¢ connessa ad una qua;nmta,
di moto costituita dall’impulso dmv, che si ha in assenza di conduzione ter-
mica e dall'impulso — (1/¢2)J'dV, di origine termica.

Dopo di cid, essendo »'= 0, in K’ risulta nullo il flusso dell’impulso to-
tale attraverso la superficie X di N, dm, = ¢°dV,. Si ha cio¢

0 ' 1,
(11) 7 (e°dVe) = M,(oodvo) et do = [ olvs— 5 ) do =0,

dove o° & definita da: dm] = @idV,.
Pertanto in K' vale la seguente relazione

d d
FRY; —_ — oAV )y —
(11) dtr (dmo) dt/ (Q dT 0) ) O

La utilizzazione della (3) consente di dedurre dalla (11)' la seguente equa-
zione i continuita

] ~ o
(12) ?ilt)’ + p® dive’ ——g—j- + div (o®v') =0,

analoga alla (4).
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Inoltre se si seguono le considerazioni fatte nel n. 2, intese a tener conto
degli effetti prodotti dalle forze di pressione, ci si convince agevolmente che
all’elemento generico N viene associata una massa di quiete totale di, espressa
da una formula analoga alla (5), ossia

_ 1 S R
(13) dm, = 0—2H0 dVy = c_2H° dmy, .

Poiché ¢ nullo il flusso dell’impulso totale attraverso la superficie X del-
Pelemento N, il processo fisico che interessa N, dm, viene ad essere puramente
adiabatico. Pertanto si pud scrivere

‘ d d 5 _as,
(14) o (dS,,) == T (Sp dmy) = ¥

dmy =0,
essendo 48, Pentropia relativistica della generica particella &, rispetto a K'.
Ne segue allora che anche in questo caso sussistono formule analoghe
alle (7), (8), valide per i flussi adiabatici.
Se ora si indicano con ¢ e v rispettivamente il tempo e la velocita ordinaria
di W, entrambi valutati in K, per Yinvarianza relativistica di ds'= c¢dt’
= ds = ¢(1 — v/e*)~*di, dalla (14) si desume la seguente relazione

as, a8 g
(15) ’El‘tf = —5;:9 + v-grad §, =10,

che esprime l'adiabaticitd del moto. ‘

Da quanto ¢ stato esposto nelle linee precedenti, segue chiaramente che,
in base al prinecipio di inerzia dell’energia di Binstein, ogni moto di un fluido
ideale relativistico in cui ha rilevanza la propagazione del calore per conduzione,
va studiato come il moto di un fluido ideale in condizioni adiabatiche il cui
generico elemento N abbia la massa di quiete invariante dm, e Vimpulso dm,v’
(rispetto a K') espressi rispettivamente dalle (9), (10).

In maniera compendiosa ed equivalente pud affermarsi che, nell’ambito
relativistico, il processo dissipativo della propagazione del calore per condu-
zione in un fluido ideale, mobile rispetto a K, comporta una variazione nella
massa di quiete e nell’impulso del generico elemento M che si suole conside-
rare in assenza di conduzione termica.

4. — Nella schematizzazione e nello studio matematico dei vari fenomeni
fisiei, le teorie classiche appaiono come una prima approssimazione delle cor-
rispondenti teorie relativistiche,
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Pertanto, anche allo scopo di avere qualche suggerimento e di stabilire
eventuali confronti, c¢i sembra opportunc indicare brevemente in questo nu-
mero i sistemi differenziali parziali della dinamica di un fluido ideale classico
in cui sia possibile applicave la teoria delle onde di discontinuita.

Per far cio, ricordiamo che, nel riferimento K, le equazioni differenziali di
moto di un fluido ideale conduttore di calore, che si deducono da noti principi
della, dinamica classica, sono le seguenti

dv . 00 |, ... .
(16) Q?E_QF—g,(xdp, §+dn {ov) =0,

a cui si deve aggiungere la cosiddetta equazione generale del trasporto del ca-
-ore, che nel caso in esame puod assumere [8] la forma

f'Y(-lSl T ivr m
(17) oy T div (y grad T,

dove y ¢ la conducibilita termica del mezzo.

Il sistema differenziale (16), (17) contiene cinque equazioni scalari e sebte
funzioni incognite, ossia: v;, v., v, (componenti della velocita v), o, p, S, T.

Per completare tale sistema occorre innanzitutto stabilire quali siano le
grandezze termodinamiche, che si assumono come variabili indipendenti, atte
a descrivere lo stato interno del fluido in esame nei vari processi.

Se si caratterizza lo stato interno con la densitd di massa ¢ e con Pentropia S
per unitd di massa, Penergia interna U, per unitd di massa, risulterd espressa
in termini di ¢ e di S, ossia

(18) U= Ulo,N).

Nota la forma della U, che viene determinata o sperimentalmente o con le
ipotesi teoriche della fisica statistica, in generale il sistema formato dalle equa-
zioni (16), (17) viene completato dalle due seguenti relazioni funzionali

(19) | T = (e (20) p = 0*(5)5,

che si desumono agevolmente dalla (18) e dalla ben nota relazione termodi-
namica

5 = 1
(21) CTrdS =dU +pd7).



434 G. CARINI [8]

In particolare, se il fluido ideale in esame si comporta come un gas perfetto,
ossia soddisfa all’equazione di stato

(22) T =

) =
1IR3

dove I & la costante del gas, Penergia interna specifica dipende soltanto dalla
temperatura e se tale dipendenza ¢ lineare il gas si suole chiamare politropico.
Si dimostra che p possiede in tali casi la seguente espressione

(23) p = AWS)¢",

dove A & funzione di S e y ¢ il rapporto dei calori specifici del mezzo a pres-
sione e a volume costante.

Dopo di cid, le equazioni fondamentali della dinamica di un gas perfetto,
conduttore di calore, sono le seguenti

dow o0 .
og; = oF—gradp, =+ div(ew) =0,
(24) _
as . 7 ‘mo__ 1 P — S) o¥
QTTtudn (ygrad 1), l’—RE, p = A(S) o7 .

Ora ¢ facile verificare che, sia nel caso generale precedentemente conside-
rato sia nel caso dei gas perfetti, I'intervento di div (y grad 7') a secondo membro
della (17) (o della (24)3) non fa assumere il carattere di iperbolicitd al corri-
spondente sistema differenziale fondamentale.

Com’¢ noto, in base alla teoria sulle onde di discontinuitd, tale carattere &
decisivo allo scopo della determinazione dei fronti ’onda con velocitdy normali
di avanzamento reali e finite.

Invece, nei casi in cui si abbia

(25) div(ygrad T) = 0,

ossia nei casi in cui il flusso ¢ adiabatico o isentropico i sistemi differenziali
suddetti sono iperbolici e con essi sono compatibili [9] fronti d’onda con velo-
cita normali di avanzamento

A
(26) /11 =, +a, Ay =10,,

2
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dove

ap

1/2
89)

(27) @ = ( ;

¢ la cosiddetta « velocitd di propagazione del suono ».

Dopo le precedenti considerazioni, concludiamo affermando che nella dina-
mica classica di un fluido ideale conduttore di calore, almeno in base all’at-
tuale teoria generale sulle onde di discontinuita, 'esistenza di fronti d’onda
con velocitd normali di avanzamento reali e finite, espresse dalla (26), si ha

soltanto nei casi in cui il moto del fluido ideale & adiabatico ¢, in particolare,
isentropico.

5. — Discutiamo ora la determinazione dei fronti d’onda nei moti di un fluido
ideale relativistico in presenza del processo dissipativo della propagazione del
calore per conduzione.

A tale scopo, cominciamo a ricordare che in un mio lavoro [10] precedente
ho dimostrato- che nella dinamica relativistica di un fluido ideale conduttore
di calore valgono, in assenza di forze esterne, le seguenti equazioni differenziali
di moto, formalmenie analoghe a quelle che si hanno nei flussi adiabatici re-
versibili

dWwe
ds

or op — }_ @ We
s

0
0T
ox” ¢ ds Bw”(g W) =0

. 1
(28) 0 ==

essendo ¢° ¢ o, espresse rispettivamente da
6 .— 0 1] 1
(29) 0’ =01 + 0%, (30)  go= ;Ho,

deducibili immediatamente dalla (9) e dalla (13).
Precisiamo che la o} e la p), che compaiono nella (29), sono definite ri-
speftivamente da

(31) dml = g}dV,, (32) dmg = g3 dV,.

Nelle (28) W° ¢ la quadrivelocitd della generica particella N, dm, calcolata
con riferimento alla seguente metrica galileana

(33) ds? = (da®)? — (do')? — (dw?)? — (dao®): = 9y Azt da”
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dove (1) si & posto a® = cf; «', 22, #* sono coordinate cartesiane introdotte in K.

La (28),, che ¢ poi la (56), del Lcit. [4], ci fornisce equazione dell’impulso
di NV rispetto a K; la (28),, identica con la (23) del Leit. [4], esprime la conser-
vazione della massa di quiete invariante dm, di N.

Le considerazioni fatte nel n. 3, tendenti a mostrare che ogni flusso di un
fluido ideale relativistico con conduzione di calore equivale al moto di un fluido
ideale opportuno in condizioni adiabatiche, portano a completare il sistema (28)
con Pequazione (15), che esprime I’adiabaticitd del flusso.

Poiche sussistono le seguenti identitd

dWe  oWe dp . OP
3. S £ e URASE S £ 2T o
(34) ds " or* ' ds ! ?
la (28,), in virth della (30), pud porsi nella seguente forma
T ’)”7 o ap
(35) H Wy =7 55 = 9,
essendo
(36) le’ j— ‘(/0'1'~ H]GT‘]W'

Le (35) compendiano soltanto tre equazioni sealari indipendenti, poiché
la composizione di ambo i membri con W, ci di un’identita.

Dopo di cid, trascrivendo con le notazioni tridimensionali le (28),, (35) e
considerando la (15), si ottiene il seguente sistema differenziale fondamentale

o(aw) o g ' ! dp -
= T (v-grad) (ow) o(H grady + g g =0
(37)
, @
?Z{_‘:CQ ) + U-grad (“QO) _+_ a()ﬂ dive = 0 , So —i— v 0'1(1(1 S(] - 0

ot

dove & o = (1 — v?/¢?)~?

Il mezzo in esame ¢ termodinamicamente a due parametri. Si assuma, come
nel caso classico considerato nel n. 4, che il suo stato interno sia definito
da ¢° ed S,. Ne segue che durante il moto si ha

(38) » = p(o° So) ’ H, = Hy(o", So) )

(*) Gli indiei in basso sono di covarianza, quelli in alto di contravarianza ed @
sottintesa ogni sommatoria che satura un indice di covarianza con uno di contrava-
rianza. GH indici greei assumono i valori 0, 1, 2, 3; quelli latini 1, 2, 3. Si ha inoltre
Guw=1per p=v=0; g,=—1per p=rv=1,2,3; g,, = 0 per u £,
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mentre lungo la linea di corrente della generica particella N, dm,, in confor-
mita alla (37;), si ha S, = cost.
Pertanto, dalla (38),, in virtt delle (27), (37);, si ricava

dp _ .0 :
(39) KT a* 5 + v-grad ¢%) .

Dopo di cid, se come funzioni incognite, oltre a ¢® ed S,, si assumono le
componenti del vettore ¥V = «v, avendosi

Vi o 1o oV
T _ \Y2 e V.
(40) Vi=owv;, a—(1+02) Yot wet ot

le (37) ci forniscono il seguente sistema quasilineare del primo ordine

oV 1 v c? ) . =
5 - (V-grad) ¥V -+ o, (a®grad o®4- ¢ grad S,) -+
a* 90° 1. -
(41) +E(%~+&Vglad Qu)V =0
A g 0 ~ < _
s + 2 V-—OK + o0divV - V.grad g®* =0, %, —{—1 V-grad S8, =0,
ot = ac® Ot ot o

dove si & posto

- op
(42) ¢ = (aSO)Qo-

Le (41) costituiscono un sistema completo contenente cinque equazioni
scalari nelle suddette cingque funzioni incognite, ossia V,, V,, V,, o, S,.

Tali equazioni sono soltanto formalmente analoghe alle equazioni (16) di
un mio recente lavoro [11], che in seguito designerd con (I).

Ribadiamo la circostanza che 1'analogia & soltanto formale perché, diver-
samente da quanto avviene nelle (16) del lavoro (I), nelle (41) la v & definita
in modo da tener conto del flusso di materia e della corrente termica; ¢° ed H,
tengono conto della propagazione del calore per conduzione nel modo che viene
specificato dalle formule rispettive (29), (30).

Lo studio del sistema (41) dal punto di vista della teoria attuale sulle onde
di discontinuita & stato fatto nel lavoro (I), a cui rimandiamo per la deduzione
dell’esistenza dei fronti d’onda compatibili col sistema (41), che sta alla base
della dinamica relativistica di un fluido ideale in presenza del processo dissi-
pativo della propagazione del calore per conduzione.
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Tali fronti d’onda hanno le seguenti velocitd normali di avanzamento

A 0( 247 — m2
(43) ;“1) — %0 :t a\/ozon(c Ui 7)110) 3 )»3 = Vp,

che, come si puod verificare facilmente, nell’approssimazione newtoniana e limi-
tatamente al caso adiabatico, si riducono alle (26) del n. 4.
Nelle (43) si & posto (B = v/e)

(44) o= Hy— a®p® = ¢®9,— a®p°, n=H,— a*0°f* = ¢*p,— a*o°f*.

Nei numeri seguenti si discuteranno le condizioni di eccezionalitd, nel senso
di Lax, delle onde considerate precedentemente.

N
6. — Com’é¢ noto, quando un campo U =| S, | non & lineare e, ad es,
- QO_

soddisfa ad un sistema differenziale parziale quasi-lineare, come il sistema (41),
le onde di discontinuitd compatibili col sistema differenziale, dopo un certo
tempo, generalmente evolvono in onde d’urto, nel senso che le discontinuita
delle derivate parziali prime delle componenti di U attraverso la superficie
d’onda diventano infinite.

Tuttavia, nel 1954 Lax, [12] osservd per primo che nei campi non lineari
possono esistere onde di discontinuitd che non evolvono in onde d’urto; sono
quelle le cui velocitd normali di avanzamento 1 soddisfano alla seguente con-
dizione

o4
(45) 6)~:—é—ﬁ-6U=O.

Tali onde vennero chiamate da Liax eccezionali.

Se tutte le onde sono eccezionali, il campo stesso U viene defto completa-
mente eccezionale.

Incidentalmente osserviamo che successivamente G. Boillat [13] ha posto
il criterio di eccezionalita sotto forma covariante.

Poiche dal punto di vista fisico & importante stabilire Peventuale carat-
tere di eccezionalith di un’onda di discontinuitd, in cid che segue discuteremo
le condizioni di eccezionalita. per le onde considerate nei numeri precedenti
sia nellambito relativistico sia in quello classico. :

Per procedere speditamente nel calcolo delle condizioni di eccezionalitd ¢
opportuno richiamare (cfr. lavoro (I)) che attraverso il fronte d’onda relati=
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vistico con veloeitd normale A, = », si ha il seguente quadro delle discontinuita

1711 ¢ Yol o : :
(46) oV, = prEye V-ov, 0% = — 5; 080 , 88, arbitrario ,

indicando con § == [0/0p] Poperatore discontinuita infinitesimale attraverso il
fronte d’onda.

Invece, attraverso il fronte d’onda con velocitd normale 1;, espressa
dalla (43),, si hanno le seguenti discontinuita

a? en,
7 -t
H[) (T ' + “(vn — Z’l)

) 0p®,  Og® arbitraviaz£0, 88, =0.

Formule analoghe valgono per le discontinuitd attraverso il fronte d’onda
avente velocitd normale di avanzamento 4,.
La condizione (45) nel caso in esame si esplicita nel modo seguente

oA o4 oA =
(48) oA =5—I7-6V+a—@)(59°+ G 08, = 0.

Cominciamo a considerare la condizione (48) per I'onda materiale (1; = v,).
Poiché si ha ovviamente 01,/0¢° = 01,/0S, = 0, la variazione di 2, si riduce
soltanto a 01, = 04,/0V V.

Per calcolare 04,/0F teniamo presenti le (40),, e la seguente formula v,
= V-n(l 4 V?/e?)~*. Dopo di cio, si oftiene facilmente

ok V2 e s Va
Oy = 20V = (L4 ) {3V — %

Vo).

Poiché la (46,) esprime Pannullarsi del’espressione entro { }, la condizione (48)
risulta soddisfatta.

Pertanto le onde materiali relativistiche sono eccezionali, ossia non evol-
vono in onde d'urto.

Si pud verificare agevolmente che c¢id vale anche per i fronti d’onda mate-
riali con velocitd normale di avanzamento espressa dalla (26),, cioé per le onde
di discontinuitd di contatto nell’ambito classico.

7. — Discutiamo in questo numero la condizione di eccezionalita per i
fronti d’onda con velocith normale di avanzamento 1, espressa dalla (43),.
In virtt delle (47), (48), la (45) nel caso attuale fornisce

a

oA, at ein oA
(49) Mlz{gj,—E(V%"m)‘-aﬁW@:O-
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Poiché dg° ¢ arbitrario non nulle, dalla (49) si desume che I'onda di diseonti-
nuita risultera eccezionale se 2, soddisfa alla seguente condizione

811 a? cn ) 8};1

- - V =0,
(50) RO A Uy

72
che, essendo H, = ¢%p,, pud porsi anche nella forma

04, V n

=4 ’ EyY a2 0u(D. — A3
(.,)O) ool (02 0o OCQ()('Un - }“l)

3}
=
<

) =5 =0.

mt
~

Lo sviluppo formale delle (50) si presenta nel caso relativistico abbastanza com-
plicato. .

Per poterle applicare ai vari tipi di mezzi ideali relativistici che possono
essere concepiti, caratterizzati (nel caso che ci si limiti ai mezzi a due parametri
termodinamici) ad es., da opportune espressioni dell’energia interna specifica U,
e della pressione p, conviene esprimere 2, in termini di U, e di p.

Per fare cio, teniamo presente che dopo quanto ¢ stato richiamato nel n. 5,
la dinamica relativistica di un fluido ideale conduttore di calore, in virtu del
principio di inerzia dell’energia di Einstein e la conseguente definizione di
velocitd della generica particella N in termini di flusso di massa e di corrente
termica, si riduce alla dinamica relativistica di un conveniente fluido ideale
in presenza di proecessi adiabatici reversibili.

Pertanto, valgono le seguenti formule [14]

1
(51) dUO—Jr—pdE:O, as, =0,

dove U, ¢ Ienergia interna relativistica per unita di massa di quiete invariante.
Dalla (51) segue ovviamente

A
oU, P =
(52) (”’”egﬂ) = A4S, =0.
Se ora si osserva che si ha
(53) Uy = ¢°U,,
dalla (52), segue
oU,

(54) o5 =P+ Up=Hy=c*g,.

b
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Dopo di cid, poiché sussistono le seguenti formule

. elU, op . eU, @op ,,
3 O‘:HO—ay-g“—“Q(aoo——a—& , n=Hy—a*p’f>*=yp 0(69"_‘8—9“&)’
(55) .
2 2 L 2y @ » o\ 0D
4 = gy = vio) = o {(*—od) 53— (=) 5}
Pespressione di 2;, data dalla (43);, puod porsi nella forma
N n AT q 2/
(56) P (0U,/2 z:)“ op/ég°) —}—3/1]1 (4, = ﬂ?) ]
a(2Uy[ 00" — (2p/20°) 7) 0

La (56) ¢ pit adatta per lo sviluppo formale delle (50), a cui abbiamo ac-
cennato nelle linee precedenti.

Ad es., nel caso che il fluido ideale relativistico sia un gas perfetto, in cui
i calori specifici a pressione e a volume costante (ossia C,, C,) siano costanti,
si ha

] = — Co - =
(57) P = 0" exp (5,/Cy) Uy= i 90() X exp (S,/Cy), 0,—C, =R,

dove R ¢ la costante del gas e si & posto y = C,/C,.
Come si pud verificare agevolmente, la (56) in tal caso diventa

= A= ROV, + VA,

(58) a(l—(R[C,)F)

essendo 4, = (R/C,){(c* — v2) — (R]C,)(v2 — v3)}.
Se ora si osserva che si ha

?\75‘(‘) —__—07 E\%V(C‘?'——’U;;) :—_.(q)"n__zv)’
el )
0 2 2 m2 ~
c 2 P — 2
5,7 (v*>— '02) :—“. {U,,n— (1 — = n)}’ 7 = yn -+ [

R
’\'V{a< } - “3”,

con valori opportuni delle tre costanti u,, u., us, si puod verificare facilmente
che 1, non soddisfa alla condizione (50).
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Formule analoghe alle precedenti valgono per Ponda di discontinuitd con
velocita normale di avanzamento 4,, data dalla (43),.

Pertanto si pm‘) concludere affermando che nel caso di un gas perfetto
relativistico, ideale e comprimibile, soltanto Ponda materiale (o di contatto)
con velocita normale di avanzamento 1, = v, & eccezionale; le altre due onde
di discontinuita con velocita normali di avanzamento 4;, 1,, dopo un certo
tempo, evolvono in onde d’urto.

8. — Esaminiamo ora il caso limite che si ha quando il fluido considerato
nel numero precedente sia incomprimibile, nel senso del teorema riportato da
Lichnerowicz [15], esprimente che «un fluido relativistico termodinamico &
incomprimibile se e solo se la differenza U, — p dipende soltanto da S, ».

Segue allora

5 oU, op
(59) %0 Bt

da cui, per integrazione rispetto a ¢° si trae
(60) p= U, @(So),

essendo @(S,) una funzione arbitraria di S,. In tal caso, essendo per la (59)

_ar e 90U, ¢ Op,,
Al““Z)FzA —&E(ago) "_&—2(890) ?
dalla (56) si desume
(61) ) h=c,

che ovviamente soddisfa al criterio di eccezionalita (48).

Poicheé un procedimento analogo vale per A,, ricordando inoltre che Ponda
materiale & eccezionale, possiamo affermare che nel caso di un fluido ideale,
conduttore di calore e relativisticamente incomprimibile, tutte le onde di discon-
tinuitd sono eccezionali o il campo U & completamente eccezionale.

Se, in particolare, il fluido ideale suddetto ¢ un gas perfetto, d’accordo con
quanto ha stabilito Giambd [16], dalle (57), (60) si desume facilmente che la
funzione arbitraria @(S,), che compare nella (60), dev’essere necessariamente
nulla ed inoltre deve valere

(62) R=0,.
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Dalla (57), segue allora che il gas perfetto relativisticamente incomprimibile
corrisponde a

(63) y =2,

9. ~ La condizione di eccezionalita (50), il cui sviluppo formale & compli-
cato nell’ambite relaﬁvistieo, si semplifica notevolmente nella dinamica clas-
sica, dove consente di indicare termodinamicamente tutti i mezzi in cui sus-
sistono campi fisici completamente eccezionali. ‘

Infatti, nell’approssimazione newtoniana si ha

(64) A=, + a,

o
2% 0" =0, a-—1,

dove ¢ & la densitd di massa nell’ambito classico.
Dopo di cio, dalla (50), trascurando i termini di ordine superiore a 8, si
desume facilmente

(65) % oA B

Poiche si ha

dalla (65) si trae

(66)

Lo bt
o

Tutte le soluzioni della (66), confacenti anche con la (27), si ottengono
integrando la (66) rispetto a . Esse sono
~ ~ B(S _
(67) p(o, S) = A(S)——% con  B(8)>0,

dove A e B sono costanti rispetto a g, ma in generale sono funzioni di S, che &
Yentropia del mezzo per unitd di massa.
Un proecedimento analogo vale per 1,.
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Pertanto possiamo affermare che le equazioni di campo (16), (17), (19) e (20),
nei casi adiabatici o isentropici, da sole non bastano a determinare il carattere
di eccezionalita delle onde di discontinuita.

Tali onde saranno eccezionali o il campo U & complefamente eccezionale
se al posto della (20) si utilizza un’equazione di stato del tipo (67).

Nel caso che il sistema dinamico viene completato con un’equazione di stato
diversa dalla (67), ad es. come quella che si ha per un gas perfetto, soltanto
Ponda materiale & eccezionale; le onde soniche con veloeitd normali di avanza-
mento (26);, dopo un certo tempo evolvono in onde d'urto.

Nei moti isentropici 4 e B (con B > 0) sono costanti e la corrispondente
equazione di stato che si desume dalla (67) ¢ stata utilizzata da vari Autori [17]
nella, digseussione di aleuni interessanti problemi.
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Sunto

St mostra come nella dinamica relativistica di wn fluido ideale, in presenza del pro-
vesso dissipativo della propagasione del calove per conduzione, il principio d’inerzia del-
Penergia di Einstein e la conseguente definizione di wvelocita della generica particella in
termini di flusso di massa ¢ di corrente termica, conducano ad evidenziare Uesistenza di
fronti d’onda con velocitc normali di avanzamento reali e finite, prescindendo dalla scelta
dellequazione di conduzione del calore. Successivamente si discutono le condizioni di ecce-
zionalita di tali onde secondo Lax sia nell’ambilo relativistico sia in quello classico.






