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ITAT0 FERRARI ¢ VAILTER FRANCESCHINI (%)

Sul controllo del meoto

di un particolare sistema di girostati (**)

A Giorgro SEstixNI per il suo 70° compleanno

1. - Introduzione

Deserizione del sistema meccanico. Si tratta di un « carrello » snodato for-
mato da due girostati ugnali (G;) e (G,) uniti da un telaio rigido. I1 girostato (G,),
(si veda fig. 1), & costituito da
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,
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Figura 1

— una carcassa (scatola) () di baricentro Gy, contenente una ruota (disco)

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Universitd, 41100 Modena, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 4-XI1I-1978.
(}) Non disegnata in Tig. 1 per semplicitii.
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con assale LlGlL;, omogeneo, baricentrico, ortogonale e simmetrico ri-
spetto al disco, di Ianghezza 21;

— tre giroscopi uguali, connessi alla carcassa mediante i loro assi baricentrici
¢ mutuamente ortogonali.

La ruota, di centro G, e raggio a, appoggia (passando attraverso un’aper-
tura della scatola) in H, ortogonalmente ad un piano fisso (&, 1) che forma un
angolo o costante con un piano orizzontale. La carcassa, strutturata in modo
che il baricentro del girostato, di massa complessiva m, sia G, (%), & sostenuta
dalla ruota mediante il suo assale e si muove di moto rigido piano sfiorando
il piano (&, 1) senza toccarlo.

Il carrello ¢ allora costituito da due girostati del tipo suddetto con inter-
posta un’asta rigida (telaio) IL,L,, di massa M, lunghezza 2b, con baricentro
il punto medio @ e collegata mediante due giunti « sferici» (ciod capaci ciaseuno
di una reazione con tre componenti) ai due estremi I, ed L, degli assali delle
due ruote (si veda fig. 2).

My

0 b
Figura 2

Vincoli. Le ruote, oltre a rotolare senza strisciare ortogonalmente al
piano (£, n), indipendentemente una dall’altra in virth dei giunti, sono sempre
parallele fra loro da parti opposte rispetto all’asta (carrello « simmetrico ») (®),
per cui anche i loro assali sono paralleli ma, in generale, non allineati. Cid com-

(*) 11 moto di un tale girostato, pesante ed opportunamente sollecitato, & stato
studiato in [1].

(®) Le due ruote potrebbero essere dalla stessa parte dell’asta (carrello « asimme-
trico »), ma di questo non ¢i occuperemo.
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porta, (cfr. [2];), che l'asta L,L, trasla qualungue sia la sollecitazione at-
tiva. Per ragioni di simmetria, @ ¢ il baricentro di tutto il sistema.

Momenii dinerzie. Avremo bisogno dei seguenti momenti d’inerzia,
tutti costanti rispetto al tempo.
I, momento d’inerzia di ciascuna runota rispetto al proprio assale;
I momento d’inerzia di ciascun giroscopio rispetto al proprio asse;
¢ momento d’inerzia di ciascun girostato rispetto all’asse baricentrico
e normale al piano d’appoggio;

I = ma? + Ip; I% = Ma?2 + S.

Sistemi di riferimento. Introduciamo le seguenti terne destre.

O(&iy, 1o, Cko) fissa col piano d’appoggio (£, 1), con &i, coincidente con
una linea di terra e con 1j, retta di massimo pendio, ascendente rispetto al peso;

Ga(i, J, k) solidale con la carcassa di (&) ed individuata dagli assi dei
tre giroscopi in modo che sia Gy — Hy = ak = ak,, I,— G, = lj, i orientato
di conseguenza;

G.(i, j, k) solidale con la carcassa di (G,) ed equipollente alla terna
precedente;

Q' j', k') solidale con Yasta IyL,, con k'=k=»F,, L,— L, = 2bj’,
i’ orientato di conseguenza.
Parametri. Introduciamo i seguenti parametri sovrabbondanti.
&9 coordinate assolute del baricentro ¢ (la terza coordinata ¢ a);
0 = i,j’ angolo d’orientamento dell’asta L, — Li;
B8 = j'j angolo che gli assali L,— G, e G,— L, formano con Pasta L,— L;

9 = i,i angolo d’orientamento delle due ruote, levogiri rispetto a k,

come 0 e f3;
P15 Pq angoli di rotazione propria delle due ruote, levogiri rispetto a j;
01y t1, 71 angoli di rotazione propria dei tre giroscopi del girostato (Gy),

levogiri rispetto a i, j, k rispettivamente;

Os, 4oy v, angoli di rotazione propria dei tre giroscopi del girostato (G.),
anch’essi levogiri rispetto ai relativi versori i, j, k.
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Si tratta di 13 parametri, legati da vincoli olonomi ed anolonomi ai quali
si accenna qui di seguito.

Considerazioni cinematiche. Senza entrare in dettagli, per i quali rinviamo
alla nota [2],, abbiamo che

— la velocitdh angolare w di ciascun girostato &
1) w = ypk;

— le velocitd dei baricentri sono

(2) v(Gy) = agyi,
(3) v(G,) = ap,i,
4) v(Q) = &iy -+ 7jo;

— i Vincoli olonomi sono tre

(5) 0 =0,

g4 coa .
(6) = — 0, -+ 50 (e quindi f = 9),
(1) P :é—é(%_%);

— i vineoli anolonomi del puro rotolamento delle due ruote sono due
& a ., . . a . .
(8) 5 :§(¢1+ () COS Y , 7 =§((P1—i— @.) sen p ,

esprimenti il moto del baricentro ¢ del carrello.

I gradi di liberta del sistema, tenuto conto di (5), (6), (7) sono 13 — 3 = 10.
Il vincolo (5) esprime il fatto che Vasta L, L, trasla gualunque sia la solleci-
tazione attiva, il vincolo (6) esprime una relazione fra gli angoli y, £, 0, dedu-
cibile con semplici considerazioni geometriche, mentre (7) ¢ una delle equazioni
del moto.

B opportuno osservare che, noti @i(t) e (1), 1a (7) determina (?) e le (8),
previa integrazione, determinano &() ed %(¢), cioé il moto del baricentro. Vice-
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versa, note &) ed n(f), dalle (8) si ha
@ . K .
w(t) = arctg =, 5 {1+ @a) = Ecosy 4 fseny.

Quest’ultima relazione, con la (7), determina ¢,(f) e @,(1). Il vincolo d¢ puro
rotolamento fa quindi st che il moto rispetto al baricentro determini il moto del
baricentro stesso e viceversa: c¢id spiega come coi moti (interni) del giroscopi, in-
fluendo sulle reazioni esterne, sia possibile « guidare » il moto (esterno) del sistema.

Forze attive. Oltre al peso il carrello sia soggetto a forze attive esterne,
applicate allasta Iy L, ed aventi vettori caratteristici

R = R:i, -+ Ryj, + R.ky,

9
QUQ) = Qi+ QK (1) = 2 sen Oyi,— Q' cos O j, + L.k

arbitrari.
Inoltre, posto

fl=—mgseno, fo=—mgeosa, p°=— Mgseno, p,=— HMgcosa,
il peso di ciascun girostato si scrive

(10) mg = fosen yi + f° cos wj + fok,

e quello dell’asta Iy L,

(11) Mg = p°jo -+ Dok -

Reaziont vincolari. Si hanno due reazioni vincolari esterne ((1)1, H)) e
(¢, H,) con

(12) (I)l = ¢1mi + Sbwj + ¢1zk 3 (l'z = ¢2a:i + ¢2yj + ¢2:k 3

(!) La componente di Q(@) lungo I'asta & nulla poich® tutte le forze sono appli-
cate all’asta.
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¢ due reazioni vinecolari interne (Fy, L) e (F,, L,) nei giunti sferici, con

Fl = I, i + Fl?lj -+ Ik = Fl;“io + Flnjo + 1”1:"07

(13)
Fz = szi -+ quj "1L‘ F‘.’zk = Fﬂfio _]‘ anjo + B, ko 3
dove
Byg = F,cosp— Fy,seny, Fy=TF,_seny-+ F,cosyp,
(14) '

Fog = Fo,cosp— Ty, senp, Fyy=F, seny -+ I, cosp.

5

Le (I)1 e (i)g debbono poi soddisfare la relazione dell’attrito

P

?

con f coefficiente A’attrito.

2. - Le equazioni cardinali del moto

Scriviamo le equazioni cardinali della-dinamica del sistema. I1 teorema del
moto assoluto del baricentro G, del girostato (G,), scritbto rispetto all’osserva-
tore mobile Gy(i, j, k),

dv(G,)

n [l A me X v(6G) = mg + Fi+ by ,

~ ricordando (1), (2), (10), (12), (13), diventa
(16)  map, = foseny 4 Fi, + ¢y magiy, = 0 cos p + Iy, + 4y,

0 :fo+F1:+¢1z-

Il teorema del momento delle quantitd di moto assoluto del girvostato (G,),
scritto anch’esso rispetto all’osservatore mobile Gy(i, j, k)

dK(G,)
L iF;

I + wxK(Gh) = Fx (G, — L) + (bl X (G, — H,),
dove

K(Gy) = Iéli + (Lrpy + L) j -+ (O + Iin)k
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diventa
131 — I ppy + Liy) = Py, 4 agy, , 112;]‘71 -+ I/-".l + 1'12051 = — apy,,
(17)

O+ Iy = — IFy,.

In modo analogo, ricordando (1), (3), (10), (12), (13), per il secondo girostato
si ottiene '

'ma;”‘z = fOsen v - Iy, + ¢2a:) ’m(b‘l/}% = % cos 4 A+ Foy + Pay s
(18)

0 :fﬂ+1ﬂ2z+¢2z7
152—— PIaPs + Lits) = — Uy, + ads,,
(19)
Tn@o+ Tpe + Ipdy = — agoy, Oy + Iy, = I, .

Seriviamo ora il teorema del moto assoluto del baricentro @ dell’asta I,.L,

ﬂ[dv(Q)
di

— Mg—F,—F,+R.

Ricordando (4), (8), (9), (11), (13), (14), si ottiene

Ma . .. . . oy . ;
—— U@i+ @2) cos yp — (¢ 4 @)y seny] = — (Fy, + IFz;) cos p

+ (Fly + Iﬂ‘zy) sen 1/)' + R’t ?

Ma
2

[((Pl + ‘P_’) seny 4 (@1 -+ @u)pcos ] = — (I -+ Fyp) sen g
— (Fuy+ Fo) cosp + Ryt po.
Do + —R: - —Zﬂl: - 11’2: =0.

Nel teorema del momento delle quantita di moto dell’asta I, L,

1
(20) ‘Ifé@’ = —F,x(Q—L)— F,x(Q— L) + Q(Q),

ricordato che l'asta trasla, ¢ K(Q) = 0; inoltre

Q—L,=0bj'=0becosbyi,}bsenb,j,, Q—L,=—0bj'=—bcosbiy—bsent,j,.
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Tenuto conto di (9) e (13), la (20) diventa

b sen 0,(L'y, — Iy,) + Q' senby = 0, b cos Oy(L'y,— Iy} — 2" cos 0, = 0,
(21)
b(I'yy cos 0, — Bz sen Op) -+ b(Foe sen 8, — Fyy cos0,) - Q2. = 0.

Ma (21); e (21);; sono equivalenti all’unica equazione

(22) bl — ) - Q"= 0.

L’equazione (21),;;, tramite le (14), si pud scrivere

(28)  B[(Fr— Fao) sen (p— 0p) + (Fyy— Fy) cos (p— 0)] 4+ 2, = 0.

Si hanno cosi 18 equazioni (7), (16), (17}, (18), (19), (20), (22), (23), nelle 21 in-
cognite v, @1, @a, 01,y thay Y1y Ooy Moy Yoy Figy Fyyy Fupy Fopy By B, b1xy O1yy Przy
Doy Pavy Pazy cOn 9 parametri e 12 reazioni sealari. A queste 18 equazioni vanno
aggiunte le due relazioni dell’attrito (15) che, per assicurare il puro rotolamento
delle due ruote, costituiscono delle limitazioni per R, &, « ¢ le condizioni ini-
ziali, in quanto ad ogni soluzione dinamica corrispondono delle (I)l, ([)2 (funzioni
di R, , « ¢ dei parametri) soddisfacenti le (13) in ogni istante e quindi, in
particolare, anche per ¢ = 0.

3. ~ Separazionme delle reazioni dai parametri

Da (A7) e (19)y; st deduce immediatamente

1 .. . 1
(24) I, = -1 (Cp +Ivy), o= 7

(0% + Iiiy) .

Da (20);, ¢ (22), con operazioni di somma e sottrazione, si ottiene
1 0 .

(25) F1z:§(2)o+R:—“‘)) 1’2z=§(])o+Rz+—)-

Da (16);;; e (18);,, tenuto conto delle (25), si ricavano

s

)
(26) ¢1z:_%(2f0+p0+Rz_*[;‘)y ¢2::“‘

!

0
(2f0+Po+R;+—b*)7

Lo
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mentre da (17); e (19); seguono

1 e , R Q'
Gry = p 16, — (Lrgpy + L)y — 5 (B, 4 po— T] )

1. L o’
Py = p (10, — (Ingps+ L)y + 3 (B4 po+ _b_] .

Le (17);; e (19),, forniscono poi

1

(28) Pr = T Lppr+ Lipy+ I9p01) ;  Pow == (Lp@e -+ Lpis -+ I9p0,) .

T«
Infine, da (16); e (18);, tenuto conto delle (27), risulta

..o 1 e . | Q'
By = maypp, — - (L0 — (L1 -+ L)y — 5 (B4 po— ~b—] ~feecosp,

(29)
PR , N Q'
I, = maypgp, — P (L0, — (1,0, + Lpto) 9+ 5 (R po— T] —feeosy.

Andiamo ora a ricavare le equazioni del moto nei soli parametri. Da (16),,
sostituendovi (24); e (28);, ¢ moltiplicando per «, si ottiene

. aC .. L . al..
(30) (ma* 4+ 1)+ 7Y + Iypo, + Ly, + T h= afsen .

Analogamente, dalla (18),, sostituendovi (24),; e (28),,, moltiplicando per a,
si ricava

. . aC.. . . al..
(31) (ma*=4-1,)p,— 7Y + Ipd, 4 Lps— V= af’ seny .
Moltiplichiamo ora la (20), per cos ¢ e la (20),; per sen p, sommiamo membro

a membro e sostituniamo a Iy, e Iy, le loro espressioni (24). Otteniamo

Ma .. .. I. .
(32) 5 (@t @) 5 (o —v) = Becosp + (By + pY)seny .

Sommate ancora membro a membro la (20); moltiplicata per (— sen ) e la (20);;
per cos y, sostituite poi a Iy, Iy, le loro espressioni (29), moltiplicando per «
si ricava
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. L
(33) (o matt 1) (G 6+ I+ )i — 105, + 52)

= BZ.Q’ —aBeseny - a(Ry+ p° - 2f°) cos p .

Sostituite in (23) le espressioni di F,,, Iy, Fy,, Iy, fornite da (24) e (29), dopo
aver moltiplicato per «, si ha

20.. I .. .
(34)  al7 b+ Gt )lsen (o—p) + (a2 + L)(gs — gu)y

— I8y = 8u) o+ Iljia— i) -+ UR. + po)] cos (B —p) = — 7 2.

Ricordate le espressioni di # e #* e sostituite le equazioni (30) e (31) con le
equazioni ottenute rispettivamente sommandole e sottraendole membro a
membro, le equazioni del moto nei soli parametri possono essere riassunte nel
seguente sistema

. a ., .
P :é‘i(%“%%

HGr + o)+ TPy 8 + Tia+ fin) + T (1 —5.) = 2afoseny,

20+ 7 O+ Ip(di— 8) + Lijin—fin) + 7 16+ 5) = 0,

Ma .. . I. .
5 (@1 ) +i (v, — 1) = Becos p -4 (By+ pY)seny,

I Py @) T+ fin) — I(6, + 8y)

= g Q' —aResenyp 4 a(Ry+ p° 4 2°) cos p
2C.. I .
a [T ¥+ 7 {1 + 9,)]sen (0, — )
2t <% - .
+ 12 9 — I(8,— 8) + Il — 3)] c0s (0 — p)

= — IR+ po) cos (6 — ) — 5 2. .
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Si tratta di un sistema di 6 equazioni nei 9 parametri v, @, s, 01, 4, 1, Oa,
ey ¥2, con i primi 3 parametri « esberni» e i rimanenti 6 parametri « interni ».

Prima di proseguire & opportuno ricavare dal sistema (35) aleune relazioni
che torneranno utili in seguito. La prima di tali relazioni si ottiene sostituendo
in (35)y; Pespressione di (v, + »,) ricavata da (35),,

1 217 . .
(36) ((lt [-— psen (0o — ) -+ 1{0; — 0,) cos (0p — ) + L(gt; — s,) sen (0 — )]

= l(po + I:) cos (0, )+-

Sommando membro a membro le equazioni (35);, e (35);r, dopo aver molti-
plicato quest’ultima per a, risulta

(B7)  FH@r+ @) A (0 -+ 8) + I(un + o)
= aR:cosyp 4 a(2f° -+ Ry -+ p°) sen .

Moltiplicando adesso (37) per cos ¢ e (35), per (— sen y) e sommando membro
a membro, si ottiene

) R R
(38) 3, [P+ g cosp + L+ ) senp + (i + fu) cos ]

I3

10
= —seny + ak,
mentre moltiplicando (37) per sen y e (35), per cos y, ¢ sommando, si ha

(39) }?t[ gy + o) sen p — I(0; + 8,) cos p 4 (g -+ fre) sen 3]

t

12
= —cosy + a(2f'+ p° + By .

Le relazioni (36), (38), (39), quando il peso é la sola forza esterna agente sul car-
rello, costituiscono degli integrali primi del moto.

4. - Considerazioni sulle equazioni differenziali del moto

Con una sollecitazione esterna generica, cioé¢ con R ed €2 arbitrari, non si
possono ovviamente fare che delle considerazioni qualitative basate sul bilancio
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fra equazioni ed incognite nel sistema (35). A tale scopo si pud procedere in
vari modi. Anzitutto I'abbondanza di parametri fa pensare ad una sovrab-
bondanza di giroscopi; tuttavia, per conservare comode simmetrie nelle equa~
zioni, piuttosto che eliminare alcuni giroscopi, sembra conveniente mantenerli
tutti imponendo loro opportuni sineronismi. Senza avere la pretesa di esaurvire
tutta la casistica possibile ed osservato che il moto (esterno) del sistema & noto
se si conoscono due delle tre funzioni u(), @.(f), @.(f) in quanto la terza & data
dalla (35), accenniamo ad alcuni easi che ci sembrano particolarmente signi-
ficativi.

(a) Assegnati la sollecitazione ed il moto esterni si possono considerare tre
sottocasi sincronizzando i giroscopi su due assi omonimi, ossia impounendo

(a)" sugli assi (G4,1) e (Gy, 1)

(40) (1) = 6,(t) = (1),

(41) fult) = ult) = flt),

(a)” oppure sugli assi (Gy, k) e (Gy, k)

(42) h(t) = 7y(t) = (1) .

Nei primi due sottoeasi il sistema (35) si riduce a 5 equazioni in 5 inecognite
per cui, imposte le condizioni iniziali, ogni soluzione limitaie determina com-
pletamente il moto dei giroscopi, e quindi il moto del sistema. Nel sottocaso (a)”
invece I'equazione (35) diventa una condizione di compatibilitd fra moto e sol-
lecitazione esterni e pereid il sistema (35) si riduce a 4 equazioni nei 5 parametri
Yy fha, He, 01, 0:. Per avere il bilancio fra equazioni ed incognite & allora ne-
cessaria, per esempio, un’ulteriore sincronizzazione fra due giroscopi su assi
omonimi, ricadendo cosi in casi particolari di (a)’ o di (a)’.

(b) Assegnata la sollecitazione esterna, si sineronizzano i giroscopi sugli assi
omonimi, cio¢ si impongono le condizioni (40), (41), (42). Allora la soluzione del
sistema (35), se limitata, determina il moto interno delle tre coppie di giroscopi
indipendenti ed il moto esterno di tutto il sistema meceanico.

{e) Assegnati la sollecitazione esterna, il parametro esterno w(t) e le rotazioni
wniformi dei due givoscopt sugli assi (Gy, k) e (G, k), ossia

(43) Py = Doy, Pg = T ,
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eon 9, € ¥y, costanti, allora (35), e (35);y determinano immediatamente g,(t)

e @u(t), ciod il moto esterno, dopodiché le rimanenti 4 equazioni di (35) deter-
minano il moto interno degli altri 4 giroscopi.

5. - Caso pesante

In relazione ai casi prospettati nel n. 4, vediamo ora altrettanti esempi nel-
Pipotesi che sul carrello agiscano le sole forze peso e quindi sia

(44) R=0, £2=0.
(a) I1 moto esterno assegnato sia il seguente

(45)  plt) =t +po, GO

gsen o gsen o
1) = — b i b v19 o) = — 5 t 00
@a(t) m};ﬁ seny At 4+ A, () i senwy —+ Aoit - Zgs

0

dove
. ¢ sen « gseno
Ay = Py — — COS Py , A1 = (ag — T COS Py ,
ayy AP
gsenl o g se '
As == P10 — 71/;3—— sen , , Ay = Qag— - sen i, ,

con Yy, Pro, Puo Soddisfacenti, in virtu di (35),, la relazione
(46) Yo =33 (10— Pao) -

Tale moto soddisfa al vincolo (7) ed & quello del carrello simmetrico visto in [2];.
Qui ci limitiamo a ricordare . (cfr. [2],, che, su un piano inclinato,
(0 < o << 7¢/2), il baricentro @ dell’asta L,L, percorre, in generale, una curva
dotata di nodi e cuspidi, o di soli nodi, o di sole cuspidi, a seconda delle condi-
zioni iniziali, con gli assali delle ruote che ruotano uniformemente attorno ai
rispettivi giunti L,, L,. Se invece il piano d’appoggio & orizzontale (¢ = 0)
@ descrive, in generale, una circonferenza di centro e raggio determinati dalle
condizioni iniziali. Pud anche accadere (se ¢, = () che @ (e quindi Pasta)
stia fermo, mentre le ruote ruotano uniformemente attorno ai rispettivi giunti.
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I’assegnazione di questo moto esterno ¢ di particolare interesse perché
proprio tale moto puod essere riguardato come il moto « naturale » del carrello
pesante. Infatti il carvello, privo dei giroscopi, e soggetto, oltre al peso, solo
ad opportune forze atte a garantire il rispetto dei vinecoli di puro rotolamento (8)
e ad impedire il verificarsi di incompatibilita, nell’ipotesi 1, 7 0, si muove esat-
tamente in questo modo (cfr. [2];).

Infine, prima di andare a considerare ciascuno dei tre sottocasi (a)’, (a)”, (a)”,
osserviamo che in virtl delle ipotesi (44) e (45), 1a (35),, fornisce immediatamente

(47) Py = vy
(a)" Tenuto conto delle ipotesi (40) e (44), le relazioni (38) e (39), inte-
grate rispetto al tempo, fornmiscono i due integrali primi seguenti

(48) Sy + @) cosy - 2I8 sen p - (i, + fio) cosp = A4,

(49)  AH(gy + ) sen p — 216 cosy 4+ I(ty + fio) sen p — a(2f° 4+ p°)t = 4,,
con A, ed 4, costanti d’integrazione.

Da (48), (49) moltiplicate rispettivamente per sen , (— cos p) e poi per
cos p, sen p, sommando membro a membro ed integrando, seguono

=1
T 214,

(50) o(1) [a(2f° 4 p°) (tseny + %cos w)+4,008 9 + d,sen ] A4,

(51) Ha(t) + pa(t) = — %f*(cpl + @.) +

+ 11% [a(2/° 4 p°) (—tcos yp + 1%; seny) 4+ A,seny— 4,cos y)] + 4, ,

con A;, A, costanti d’integrazione. A,, A,, A,, A, si calcolano imponendo le
condizioni iniziali in (48), (49), (50), (51).

La relazione (36), considerate le ipotesi (40), (44), (45), integrata rispetto
al tempo, fornisce Pintegrale primo

%I,

l
(52) [T + Iy — o) + %Po]sen (g—p) = 4;.

Poiche (52) deve essere soddisfatta per qualunque ¢, e quindi anche per qua-
lunque v, ed essendo il membro sinistro di guesta uguaglianza nullo per
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w=0,+ kn, k=0, 4+ 1, + 2, ..., ne consegue che la costante di integrazione 4;
¢ nulla. Di conseguenza si ha

. . 1 217 l
(53) fu— fo=—73 (=~ Yo ;/3;2?0) )
da cui
(54) ,&1 = liz )

ossia i due giroscopi sugli assi j sono dotati della stessa accelerazione angolare.
Tenuto conto di (45) e (47), la (35),, fornisce allora v, = v, = 0, ciod i due
giroscopi sugli assi k sono dotati di rotazione uniforme,

(55) ¥3(8) = Pyt - vy, Va(t) = Paot + V00,

€ Se P, = Py, S0N0 anche sincroni.
Integrando (53) si oftiene

U 29S
a0 = pilt) = = 3= D ot o=
0

-

che sommata e sottratta alla (51) fornisce rispettivamente

1
2T+,

. 1
(56) (@) = [a(2f° 4 p°) (—tcos p + ;/;) sen @) — l(pe -+ fo) i+ Aysen gy

1 " , ,
— A, cos p] — 5T (251t @2) + (P10 — P20) 1] + As + a0 — oo

1
(37)  telt) =35 i [a(2f*+ p°) (—tcosyp -

1
a sen y) -+ Upo+fo) 1+ 4, senyp
o

1
— A, co8 p) — 57 [25%(@y -+ @2) — (P10 — P2o) t] -+ Ay — prao + floo -

(50), (85), (86), (A7) determinano quindi completamente i moti interni.

(a)” Se si sincronizzano i due giroscopi sugh assi (G4, j) e (s, j), proce-
dendo in modo analogo a quanto fatto nel caso (a)’, si dimostra che la solu-
zione non & fisicamente accettabile, in quanto non limitata.
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(a)” Come gid osservato nel paragrafo precedente, sincronizzando i due
giroscopi sugli assi (G4, k) e (G,, k) si perviene ad un sistema di 4 equazioni
in 5 incognite, per cui & necessario

(+) sincronizzare anche i due giroscopi sugli assi i, ed allora si ricade

nel caso (a)’, con Punica differenza che mentre prima (55) era un risultato,

adesso & un’ipotesi (con #, = ¥,,), oppure

(*+) sincronizzare i due giroscopi sugli assi j, ed allora si ricade nel
caso (a)", per cui la soluzione non ¢& fisicamente accettabile.

(b) Valgono le ipotesi (40), (41), (42), per cui, tenuto conto anche di
(44), Pequazione (35),; pud essere cosl riscritta

2a .. " 2t .
(88) 5 (Op + Iv)sen (0 —y) + — St eos (0o — ) = —Upo cos (6o — ),
mentre dall’equazione (33);,; si ricava
) PR SOM L
(59) "’:—j( —f—&; Ny .
Sostituita (59) in (53) si ottiene

(60) 2y sen (0, — p) — 9% cos (6, — )] = ap, cos (0, — ),

che integrata fornisce w(?).
Integrando due volte rispetto al tempo (59), si ricava

2 .1 12
61) ) =—7 (O ) =) + Bat ] (O + S Gl 4,

COL Py == P15 == Pgq.
Da (35);, e (35),, risolte rispetto a ¢, ¢ @, si ottengono

(62) Q= - {(lp — g sen o sen ) ,

(63) P2 =— i (1§ -+ g sen asen p) ,

che, nota w(f), mediante integrazione, forniscono ¢,(t) e ¢,(t).
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Le relazioni (38) e (39), tenendo ancora conto delle ipotesi fatte, integrate
rispetto al tempo, forniscono i due integrali primi seguenti

(64)  S(g -+ @) cosp -+ 218 sen p - 214 cosy = B,
(65) Sy + go) sen p — 218 cos y -+ 214 sen p — a(2f° + p°)t = B, ,

con B, e B, costanti d’integrazione.
Moltiplicata (64) per cos y e (65) per sen y e sommando membro a membro,
si ottiene

(66) A=53 [— A%+ @) + Bycosp -+ Bysenp + a(2f° + p°) ¢ sen ],

mentre moltiplicando (64) per sen y e (65) per (— cos ) ¢ sommando, risulta
< 1 ) )

(67) 0 = W[Bl sen p — B, cos p — a(2f° + p°) ¢ cos p] .

Queste due ultime equazioni, note (t), ¢,(t) e @s(t), previa integrazione, forni-
scono u(t) e 4(1).

Il moto del carrello risulta dunque pienamente determinato: (60), (62) e (63)
forniscono il moto esterno, mentre (61), (66) e (67) forniscono il moto interno.

(¢) Supposto che valga D'ipotesi (43), assegnamo il parametro (t) come
L4

in (45);. Allora, tenuto conto anche di (44), da (35); e (35),, si ricava

. gsen o
(68) Pr= @y = — P sen . .

Integrando due volte rispetto al tempo, si perviene a (45), e (45) 171, con i dati
iniziali 9, ¢, s che debbono soddisfare, sempre in virth di (35),, alla con-
dizione (46). Si & dunque trovato che, quando il carrello & soggetto solo alle
forze peso, le ipotesi (43) e (45), impongono al carrello il moto esterno che
abbiamo chiamato « naturale ».

Andiamo ora a ricavare il moto interno. A tale fine consideriamo le equazioni
(35)ir; (35)us, (35)y e (35)y;, tenendo conto delle ipotesi (43), (44), (45); e del
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risultato (68); esse forniscono (%) il seguente sistema

2 gsenof

Po( Oy 4 Ba) 4 g+ jio = 7€ -+ af%)sen yp ,

?/30(61 - éz) -+ ;[Ll —,.L‘Le =0,

‘)(] sen ¢

L ) . .. 1.

O s+ fin) = (5,4 8) = F La(fo+ p%) — S#] cos p —
. . l w 27 11 )a

Polfle — 1) (61— 6,) = 7 ( P Do) -
Posto

1 gsen at _ 2g sen ouSF

7 + af’) =¢, 91 [a(2f° + p°) — ——d““—] = G,

j . { e
““?;/“)IB (At Aoy) I* = ¢, 57 (2 /(; + Do) = ¢y,

il sistema (69) pud essere sostituito dal seguente sistema equivalente
7/)081+ﬁ1= cysen y, o 5z+ﬂ2 = ¢ 8eny,
Yolly— Oy = c: COS Y + ¢, — ¢, 7/.)0/22_"‘ 0 = 63 €08 4 ¢; + ¢, .

L’integrale generale di questo sistema di equazioni differenziali & dato da

. . ¢ Ca
04(t) = Dyysen gyt + Dy, COS 9yt — ‘;;,}0 tseny + H,,

0.(t) = Dyysenpyt + Da, cOS 9, _?}/_ “tseny 4+ H,,

¢
1:(t) = Dy; 608 9Pt — Dy sen gyt — —; 2 cos 7 + Ysen p —{— 4t + B,
0
¢ -+ ¢, Cy—C ¢
Us(t) = Dyy COS 9yt — Dy, s€N gt — HT tcosy 2 + 3+ 4t+D4,
24, 2495

(%) L’equazione (35),,, riseritta tenendo conto delle ipotesi fatte, da

152

[2 20— I(S, — 8,) -+ Taiyls — #1n)] €08 (0, — 1) = — Ipy cos (0 — ) ,

che dovendo valere per qualunque ¢, e quindi per qualunque %, implica (69),,.
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con Dy, Dy, Dy, Do, By, B,, By, E, costanti d’integrazione da determinarsi
mediante le condizioni iniziali. Risulta dungue determinato anche il moto
interno del ecarrello.

6. - Caso del carrello pesante senza asta

Consideriamo ora il carrello semplificato sopprimendo Plasta I, L,. I due
girostati hanno allora gli assali delle due ruote allineati e uniti nel punto L me-
diante un giunto sferico. II moto di tale carrello, privo dei giroscopi e soggetto
alle sole forze peso, & stato studiato dettagliatamente in [2], ed & quel moto
che abbiamo definito « naturale». Ci si pone qui il problema di vedere quanti
e quali giroscopi sono necessari e sufficienti per garantire un qualunque moto
esterno prefissato. Col vincolo olonomo (7) ¢ i due vincoli anolonomi (8), tutte
le considerazioni cinematiche giad fatte in [2], ¢ concernenti il moto esterno
del carrello, sono ancora valide. Tenuto conto che nel punto L comune ai due
assali delle due ruote ¢’¢ una reazione interna ¥ = F.i - I, j -- F.k, posto
F, =F ed F, = — F, le equazioni (15), (16), (17) valgono immutate. Tali equa-
zioni costituiscono, assieme a (7), un sistema di 13 equazioni nelle 18 incognite
Yy @1y P2y O1y fhay P1y Oz foy Vay Pray Pruy Proy Poay Poyy Puzy Foy Ty, ., con 9 para-
metri e 9 reazioni scalari. '

Separato il problema del moto da quello delle reazioni, si perviene al se-
guente sistema di 4 equazioni differenziali nei 9 parametri v, @i, @, 01, Ui,

V1, 52, M2y Vo

P = (1 — @) , V1= V3,

SR

(70) A1+ @) + Lt 4 pro) + Ip(d, + b) = 2af°seny,

21 2a 2a ... N .. e .
(E S T Oy + ~Z—Iv1~§— L(ppy— p05) -+ Ip(0;— 0,) = 0.

I immediato osservare che bastano due soli giroscopi per assicurare un qua-
lunque moto esterno prefissato (naturalmente soddisfacente ai vineoli (7)
ed (8)). Soppressi infatti i due giroscopi sugli assi k, & soddisfatta la (70)ur,
e soppressi i due giroscopi sugli assi i (o quelli sugli assi j), e equazioni (70,
e (70);, determinano, previa integrazione, il moto dei due giroscopi rimasti.
T altresi evidente che sopprimendo tutti i giroscopi, il sistema (70) fornisce
ancora il moto « naturale» a cui abbiamo gid ampiamente accennato.
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Sunto

Ci si occupa del controllo, mediante givoscopi interni, del moto di un particolare sistema
dinamico anolonomo costitwito da due girostats, uniti da wn telaio rigido e soggetlo a forze
attive esterne largamente arbitrarie.

Si serivono le equazioni cardinali del moto (n. 2) ¢, separato il problema del moio da
quello delle reazioni (n. 3), si perviene ad un sistema di 6 equazionti differenziali in 9 para-
metri. ST esaminano alcuns casi in cui lale sistema & determinato (n. 4) e si danno le solu-
ziont nell'ipotesi che il peso sia la sola forza esterna (n. 5). Infine, sempre nell’ipotest
del solo peso, si considera il caso (n. 6) in cui, soppresso il telaio, 1 due girostals siano con-
giunti dirvettamente fra loro.



