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GrovaNNTI CRUPI (%)

Considerazioni generali
sulla dinamica del punto a massa variabile

in relativiti generale. Aspetti newtoniani (*¥)

A Giorero SmsTINI per il suo 70° compleanno

Introduzione

In una recente nota [3]; ho considerato, in relativitd generale, il problema
della dinamica del punto a massa di quiete variabile per espulsione o per rice-
zione di particelle.

In questo lavoro, sempre in relativita generale, mi propongo di estendere
lo studio al easo in cui la massa di quiete del punto vari a causa di processi con-
comitanti sia di espulsione che di ricezione di particelle.

Si propone, in primo luogo, la formulazione assoluta dell’equazione fonda-
mentale. Successivamente, dopo aver esplicitato taluni legami fondamentali
tra grandezze assolute e grandezze relative ad un assegnato riferimento fisico,
vengono precisate ed interpretate le relazioni che connettono le variazioni di
massa propria del punto a massa variabile e le masse proprie degli elementi
espulsi e di quelli simultaneamente ricevuti. Infine, vengono poste in forma
relativa, e suscettibile di interpretazione newtoniana, sia 'equazione del moto
che quella del bilancio energetico.

1. — Sia 7, la varietd riemanniana cronotopica di metrica iperbolica normale

(1) ds? = g, do’ do® (i, k=1,2,3,4),

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, via C. Battisti 90, 98100 Mes-
sina, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 13-X1-1978.
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con segnatura - 4~ - —. Le (%) indicano un sistema di coordinate locali
associate al generico punto P della varieta, essendo le (2%), (x = 1,2, 3), co-
ordinate spaziali e x* = ¢t la coordinata temporale.

Sia P, m,(7) un punto a massa di quiete variabile per processi concomitanti
di perdita ed acquisto di particelle. Indicando con v il tempo proprio di P,
per ogni valore di v resta associata al punto P la quadriquantitd di moto

(2) Q = my(r) U,
dove my(7) si presuppone derivabile rispetto a v ed
(3) U= dP/dz,

definisce, in forma intrinseca, la quadrivelocita assoluta di P.

Indichiamo, inoltre, con P*, du, ¢ P** du, gli elementi che da 7 a v -+ dz,
a causa di processi concomitanti di espulsione e di ricezione, vengono, rispetti-
vamente, espulso ed assorbito da P, m,(7). Le quantitd du, e du, danno, rispet-
tivamente, le masse di istantanea quiete dell’elemento espulso e di quello ri-
cevuto.

Agli elementi P*, du, e P**, du, restano associate le quadriquantita di moto

(4) Q:z: — d‘LLl U:;: , Q — dluz U:-I::';: ,
essendo
(5) Ut = dpsfdes, U = aP#/dre

le quadrivelocita assolute, rispettivamente, di P* e P+,

Ovviamente 7* e 7%* rappresentano i tempi propri associati ai punti P* e P#*,

Introdotte le quantitd precedenti, 'equazione assoluta fondamentale del
moto, per un punto a massa di quiete variabile a causa di processi concomitanti
di perdita e di acquisto di massa, pud essere ottenuta come naturale generaliz-
zazione di quella proposta in [3];.

Cosl, in forma intrinseca, si ha

©) AQ = — (du,) U* + (du,) U= .

Ci proponiamo, ora, di scrivere la (6) in termini delle componenti contro-
varianti.
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Se indichiamo con {0P/dx'} la base naturale associata alle coordinate lo-
cali 27, le quadriquantitd di moto possono essere scritte nella forma

(7 Q = Qi oP/ex’, QF = Q% 0oP[ox’, Q¥ = Q¥ oP[0a’,
dove
8) Q= m,U?, QF = du, U*, QF%t = du, U**,

Dopo la (7);, si ha

dQ aQ! oP 0P

() 1Q = dr dv = (G, dv da + o ow* ot us) dz.
¢ questa, essendo
agQ: o 2P 0P
(10) dc ~ Bt ' row ! K g
¢ suscettibile della forma
(1) 1Q = (@) —pg: 2L,

dove con I, sono stati indicati i simboli di Christoffel di seconda specie,
con V, Voperazione di derivazione covariante e con D operazione di diffe~
renziazione assoluta, [2],.

Tenendo presente la (11), dalla (6) si traggono le seguenti equazioni dinamiche

in termini di componenti controvarianti dei quadrivettori Q, du, U* e du, U**
(12) D@ = — du, U* 4+ du, U

Negli sviluppi successivi, per ragioni di sinteticitd, utilizzeremo il forma-
lismo vettoriale [4].

L’equazione (6), dopo la (2), pud anche essere ricondotta alla
(13) dmy U -+ medU = — dy, U* 4 dp, U*

Moltiplicando quest’ultima scalarmente per U si ottiene

(14) dmy = dp, U-U¥[e* — du, U- U¥*[e?,
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e questa ci suggerisce di concepire la variazione dm, di my(zr) come sovrappo-
sizione di due contributi, e cioé

(15) dmg = (dmy); -+ (dmy)s,
dove
(16) (dmg)y = U-U¥erdpy,  (dmyg), = — U-U™[e2du, .

La (16); d& la relazione tra la massa di istantanea quiete dell’elemento
espulso P*, du, e la corrispondente variazione di massa di quiete (dm,), su-
bita da P, my. Analoga & Pinterpretazione della (16),.

Dopo le (16), le (6) e (13) sono suscettibili della forma

B T P () PY—
an W="ggeV vomp V"
’ _ (dag)4 s (dmy), e
(18) dmU -+ medU = U0 U U U"¢ U

Indicando con 7 il tempo proprio di P, my(t), le precedenti possono essere
poste anche nella forma

ar ¢t (dmy), N ¢ (dmy), -

(19) FPR % ;R el v 1= S vl
dmy, au ¢ (Amy)y oo, ¢ (A7) 17,
(20) Pl i 77w s kAt 778 - Pl

La (19), o la (20), rappresenta Pequazione della dinamica del punto a massa
variabile in relativitd generale, in forma assoluta, nel caso generale in cui la
massa di quiete my(t) varia per cause concomitanti di espulsione e ricezione di
particelle.

2. — In questo numero, introdotto in %7, un riferimento fisico caratteriz-
zato da un campo di vettori unitari y di specie temporale (y-y = —1), ci
proponiamo di esprimere le grandezze assolute che figurano nella (20), in ter-
mini di grandezze relative al riferimento fisico considerato.

Ricordiamo che un ente si dice relativo se esso & definito rispetto ad un
riferimento fisico.
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Siano
(21) dT =—y-dPle, adI*=— y-dP¥c, dI* =— y-dP¥c,

i tempi elementari relativi standard associati, rispettivamente, a P, m,, P¥,

Le quadrivelocita relative al riferimento y dei punti P, P* e P**, definite da
(22) V= dP/dT, V*=dP*/dl*, V¥t = qP¥*|d]**,
risultano legate alle rispettive velocita assolute nelle relazioni
(23) U — nV, U:E: — 77:£: V:k , Us::k — ,'7:{::{: V:}::-:: ,
avendo posto
(24) = dT[dv, »u*=dT*dr*, @ = dT*¥/dr**,

Presupponendo, com’é usuale,

(25) n>0, 7*>0, #*>0,
le quadrivelocita relative ¥V, V* e V** risultano orientate, come le corrispondenti
quadrivelocita assolute, verso il futuro.

Adesso decomponiamo lo spazio tangente 7', associato al generico punto (2¢)
nella somma di due sottospazi supplementari ed ortogonali tra loro 7', = X - 6,
dove 0 ¢ unidimensionale e parallelo a y(x?), mentre 2’ & fridimensionale ed or-
togonale a y(x'). Nella interpretazione fisica, 6 e X rappresentano localmente
tempo e piattaforma spaziale associati al riferimento individuato dal campo
dei vettori unitari +y.

Applicando la nota regola di decomposizione di un vettore secondo due sotto-
spazi supplementari ed ortogonali tra loro, i quadrivettori relativi ¥V, V* e V¥,
introdotti con le (22), possono univocamente essere decomposti secondo 0 e
la piattaforma X. Tale decomposizione conduce a

V. ==Y+ (F+ T 1Y),
(26) Vi =— (Ve (V4 (75 )y)

Vit = — (V% y)y + (V‘ﬁ\ + (V**'Y)Y) ,
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e queste, tenendo presente che dalle (21) si trae

(27) Yy V=vyVi=vy Vit=_¢,

possono essere frascritte nellq forma

(28) V=cy-+u, Vi=ey+u® V=cy u,

avendo posto

(29) u=V—ecy, uw=VFVioey, wt=F—"pqy,

Steste

I tre vettori spaziali w, u* ed u*¥, (u-y = w*-y = w**y = 0), definiti
dalle (29), si interpretano, rispettivamente, come le 3-velocitd rvelative standard
dei tre punti P, P*, P*¥*¥

Inserendo le (28) nelle (23), si ottiene che le quadrivelocitd assolute sono
suscettibili della seguente decomposizione relativa al riferimento y

(80) Us=nley+u), Us=nioy+us), U =r(oy+us).

Calcolando la norma di ambo 1 membri di ciascuna delle (30) e tenendo
conto delle (25), si traggono per i coefficienti #, * ed %** le seguenti espressioni

(Bl 7 =1V1—wuer, 7*=11—wfer, 3% =1]\/1—u e,
dove si ¢ posto
(32) W ww= WU, W= pFiyF,, IR o R gy

I prodotti scalari U-U* ed U-U**, che intervengono come coefficienti nei
secondi membri delle (16), dopo le (30), sono suscettibili delle seguenti espres-
sioni

(33) U-U¥=—ny¥c*— uw-u*), U-U**=—gu*(c?— u u**),

e da queste, essendo i quadrivettori U, U* e U** del genere tempo ed orientati
verso il futuro, si trae che

(34) C—wut>0, E—uut>0.
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Passiamo, ora, alla formulazione della quadriaccelerazione assoluta i P
in termini di quantitdy relative al riferimento fisico y.

Per definizione la quadriaccelerazione assoluta di P & data da

dUu
(35) o = T

e questa pud essere scritta anche nella forma

Q/:Tlﬁ’

da cui, tenendo presente la (23),, si ottiene

P dn
(36) A =nd+ngEV.
essendo
av
(37) 4 =7

la quadriaccelerazione relativa al riferimento y. La (36) esprime la quadriacce-
lerdzione assoluta come combinazione lineare delle grandezze relative 4 e V.
Successivamente, la (37), invocando la (28); pud essere esplicitata nella

dy | du
(38) A4 = °ar Tare

con dy/dT del genere spazio (dy/dZ-y = 0).
Al fine di poter esprimere 4 nella somma di un vettore del genere spazio
e di un vettore del genere tempo, procediamo alla decomposizione di du/dT
secondo 1 due sottospazi supplementari ed ortogonali tra loro § ¢ X,
Applicando la nota formula di decomposizione, si ha

du du du du
(39) a7 =GOyt GGt G-

Indicando il componente secondo 2 con

du du
(40) e=agrt @ VY
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la (39) puod essere scritta pitt brevemente nella forma

du du
(41) ar— G vYyte.

Il vettore spaziale e definisce la 3-accelerazione relativa [1],.
Osservando che u-y =0, la (40) e la (41) possono anche essere cosi tra-
seritte

du dy du
(42) a =5 (u dT)Y’ T = (u dT)Y+

Moltiplicando scalarmente ambo i membri della (42); per u si trae

o dw d
(43) au—ud—T-—dTu/d

¢ questa estende formalmente nell’ambito della relativitd generale una nota
relazione della cinematica classica.
Adesso, inserendo la (42), nella (38), si ottiene

d a
(44) A =(cd}+a) + (“'21’%) Y,

¢ questa, appunto, esprime la quadriaccelerazione relativa 4 come somma di
un componente spaziale ¢dy/dT 4 a e di uno temporale (u-dy/d7)y.
Infine, introducendo la (28), e la (44) nella (36), si ottiene

(45) A = Ay +1le(L5u)yY,
con
: dY 1 dn?
(46) Ar=natneqntgapt

La (45), dopo la (46), esprime la quadriaccelerazione assoluta come somma
di un componente spaziale e di uno temporale, espressi in termini di enti relativi
al riferimento fisico assegnato y.

3. — Vogliamo ora procedere alla interpretazione fisica relativa degli scalari
invarianti U-U¥f¢* e U-U**/¢? che figurano nelle (16) come fattori di con-
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nessione tra le masse proprie degli elementi P*¥, du,, P** du, ¢ le corrispon-

denti variazioni di m,(7).
Tenendo presenti le (31) e le (33), si ottiene

1— u-u¥/c?

U- U*/Gz - ,
V(l— w3fe) (1 — u*2[c?)
(47)
U. Ubk:l:/cg — 11— u.w,./c__ .
VO — eI — o)
Inoltre applicando ai punti P* e P** il teorema locale dei moti relativi,

nella forma stabilita da Benenti [1],, in relativitdh generale, si trovano nella
piattaforma 2 le seguenti relazioni

Y 7 ¥ e Ve 7 L
4 [T . 1 + _) ., WEE = g 1 + ) u
(28) 7 Ty 7 E ’
dove
,p::\' i 1 shesle ‘,,_ 1
(49) T i1 u-ute’ L 1— u w2’
u¥ ed w forniscono, rispettivamente, le valutazioni nella piattaforma X

mento fisico 8’ nel quale ¢ nulla la 3-velocitd relativa standard di P. Ovvia-
mente, S’ ¢ caratterizzato da un campo di vettori unitari y' di specie tempo-
rale, in genere distinto da .

Mediante semplici manipolazioni, indicate in [3],, le (48) si possono serivere

anche nella forma -

s

= (=1 M 1w,
(50)
R . :k’
u-{‘,/__wv.;:.,f.( +((1“1/77)u’l:: —_1) u)7

¢ queste hanno, separatamente la medesima struttura formale del teorema dei
moti relativi nell’usunale formulazione della relativitd ristretta [5].
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Dalle (50) si deducono le relazioni

(u® — w)® — 1/ [u?u*? — (- uw*)?)
(1 — T u*/C‘Z)‘Z

8
I

(81)
(w* — u)? — 1[e w22 — (w-u**)?]
(1 —TL u»:c::w-/cz)z ’

e, sucecessivamente,

\/1 V(L —wter) (1 — wdfe?)

9 - b

c? 1—u-u¥fc?

\/1 e _ V(1 — w2 fe2)(1 — u2fc?)

c? 1 — w-w*¥2fe?
Adesso, inserendo le (52) nelle (47), restano stabilite le seguenti relazioni

1
\/1 — ’ﬁ::«*/z/cz ’

1
5 U U%et = — o s —
(53) / Viaer UUTe

che forniscono un evidente significato fisico relativo dei due scalari assoluti
U-U*je* ed U-U**/e2.
Dopo le (53), alle (16) si puo dare la forma

d L,
CILLI (dmo)g = *“:’g*/f—-;_“ (d’ltl > 0, dll,t2> 0) P

(1) (b= Vi we
che & suscettibile di immediata interpretazione fisica. E precisamente, (dm,),
¢ (dm,), sono, rispettivamente, uguali alle masse relative standard di P+, dy,
e P, du, valutate dal sistema §' di istantanea quiete di P, m,.

Le (b4) estendono alla relativitd generale risultati gid noti in relativita
ristretta [3],.

Consideriamo ora alcuni aspetti particolari delle (50).

(a) Sia uw=0. In tal caso da (31), e (49) si trae n =" =™ =1, ¢
quindi le (50) si particolarizzano nelle

£ L

&)

(55)
(b) Sia w* = 0. In tal caso »* =1, ¢ la (50), si particolarizza nella

(56) ut=—u.
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{¢) Sia u*™ = 0. In tal caso »** =1, ¢ la (50), si riduce alla

-

11 significato delle (55), (56) e (57) appare evidente.

4. ~ In questo numero ci soffermeremo sulla formulazione relativa al rife-
rimento fisico y delle equazioni del moto e della energia, evidenziandone le
interpretazioni locali newtoniane.

A tale scopo cominciamo col notare che Iequazione fondamentale asso-
luta (20), in termini di enti relativi al riferimento fisico Y, puo essere esplici-
tata nella

B dm, , 1 (dmyg); .. 1 (dme)y ..
(58) armt o A — L—wu-u*fct AT T u-ufe* AT "

¢ (dmy), c (),

iy,
—u-utfer 4Tl I—u-wct AT Yo

== ar

2o Mo .
nie c(.y/“ u)+1

dopo aver tenuto presenti la (24),, le (30), la (45), le (52) e le (53).

Il primo membro della (58), essendo una combinazione lineare di vettori
del genere spazio, appartiene a X, mentre il secondo membro, essendo un vet-
tore del genere tempo, appartiene a 0. Ma X e § sono due sottospazi supple-
mentari in cui ¢ stato decomposto lo spazio tangente 7., e quindi la (58) con-
duce alle due equazioni

2 4o _ (@mo)yfaT . (dmy)o/dT
K dTu+nlo'gjlw1mu.uﬂ\'/ciu +1—u'u**/02u ’
(59)
o 4o 2 _, (dmg),[aT , (Amy),[dT
T © Fmy(Feru) =c 1——*u__u“:/—c—- +e = e

T agevole accertare che la (59), si puod dedurre come conseguenza della (59),.
A tale scopo basta moltiplicare scalarmente ambo i membri della (59), per u,
e poi tenere presenti la (31); e la (15).

In realtivitd generale, la (59), e la (59), danno, rispettivamente, in forma
relativa Pequazione vettoriale del moto e Iequazione del bilancio energetico
di un punto a massa di quiete variabile a causa di processi concomitanti di
espulsione e di accumulo di particelle.

Le (59) possono essere poste in una forma molto pilt espressiva ai fini di
una pitt immediata interpretazione fisica. B su eid che ora ci soffermeremo.
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La (B9);, dopo la (46) e la (40), & riconducibile alla

\/1_—:772/—0—2 (dmy), :5: \/m (dimy), sk

d{mu) u "
l—w-u*fc 4T 1—w-uw*fer AT !

(60) (g s =mT +

dove con
m,
m =My = \_/T—:-DT’/GE y, I'=—cdy/aT,
(61)
Ad(mu),  d(mu) d(mu)
ar == ~ar T Car VY

sono stati indicati, rispettivamente, la massa relativa standard [2],, il campo
gravitazionale relativo standard [1], ed il componente di d(mu)/dT secondo
la base spaziale X ortogonale a vy. :
I’equazione (60) suggerisce, in relativitd generale, una formulazione new-
toniana dell’equazione relativa del moto di un punto a massa di quiete varia-
bile a causa di processi concomitanti di espulsione ed accumulo. E pud essere
cosi enunciata: durante il moto di P, my(T), in ogni istante T, la parte spaziale
della derivata rispetto a T della 3-quantite di moto mu & uguale alla somma della
forza gravitazionale agente sulla massa relative standard ¢ delle due forze con-
vettive generate dai concomitanti processt di espulsione e di accumulo di particelle.
Consideriamo, adesso, alecuni casi particolari notevoli della (60).

(a), Supponiamo Passenza di campi gravitazionali veri.
In tal caso la varietd metrica riemanniana si riduce alla varieta piatta di
Minkowski, e quindi la metrica iperbolica normale (1), in coordinate galileiane,
si specializza nella

(62) ds® = (da1)? 4 (da?)® 4 (da®)?— (da*)?.

In tale schema il campo dei vettori unitari y diviene uniforme e costante,
e quindi

(63) = —cayfdT =0,
d(mu) dy
(64) T Y =mu HT——O'

Adattando le coordinate galileiane al riferimento vy, lungo le rette della con-
gruenza di riferimento varia solo la z* Allora ne segue che [2],

(65) AT = dt.
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Tenendo presenti le (63), (64) e (63), la (60) si specializza nella

V1—u2ler  (dmy),
o
1—w-u®fez At ’

d(mu)  V1— w?fer (Amy), i

6¢€ =
(66) di 1—w-uwtfer At

+

che coincide con un’equazione gia nota in relativitd ristretta [3],.

(a), Siano assenti processi di espulsione e di accumulo di particelle
(dmy);, = (dm,), = 0, m, = cost.
In tal caso la (60) si riduce all’equazione

(67) (~q7 )= =l

che & stata stabilita da Benenti [1];.

(a); Siano w* = w** = u. Dalle (50) segue u* = u*'= 0, e cid fisica-
mente significa che la perdita e 'acquisto di elementi da parte di P, m, avviene
con 3-velocitd relativa standard nulla. In tal caso 'equazione dinamica rela-
tiva (60) si riduce ancora alla (67), in analogia a ¢id che & noto nella dinamica
classica newtoniana del punto a massa variabile.

(a), Siano u* = uw** = 0, cioé¢ siano nulle le 3-velocitd relative standard
degli elementi P* e P** rispetto al riferimento fisico associato a v.
Con tale ipotesi la (60) si particolarizza nella

d(mu)

(68) (g7 )z =mT,
da cui

d(nu), dm,
(69) (mq aT )z = menI' — ar T

Passiamo, ora, ad approfondire il commento e la interpretazione dei termini
che figurano nell’equazione relativa (59), del bilancio energetico.
La (59),, dopo la (43) e la (31),, si specializza nella

V1— w22 (dam,),
1—u-w*fe* 4T

d(nmyc?)

(70) arT

dy :
=T N g U + ¢

o V1—urfer  (dmy),

+ 1—u-u¥fct 4T !




318 G. CRUPI [14]
e questa, invocando la nozione di energia relativa standard [2],,

(71) B = mye?l/1—u?lc?,

e tenendo presenti le (52), (61), e la (61), & suscettibile della forma

dE V1 — w2 w2t (dmy), ,V1I— w2 et (dAmy)s

(72) ar =mlu+ ¢ 1—w*fer 4T ¢ 1—w#*2fer AT’

oppure, dopo le (hd),
(73) AF = mI'" ud? — de, -+ de,,
dove si & posto

e du, . e du,
T wara UG o
1T—a*2fez’ 71— g/

(74) de, =

Evidentemente, le (74) sono interpretabili, rispettivamente, come P’energia
relativa standard degli elementi P*, du, e P**, duy,.

La (73) permette, in relativita genemle, di enunciare con linguaggio new-
toniano l’equazione del bilancio energetico della dinamica del punto a massa
di quiete variabile nel caso generale. E pit precisamente, essa esprime che
durante il moto relativo di un punio P, my a massa di quiecte variabile a causa
di processi concomitanti di espulsione e ricezione simultanea di particelle, in ogni
intervalle infinitesimo di tempo velativo standard AT, il differenziale dell’energia
relative standard di P, m, ¢ dato dal lavoro elemeniare della forza gravitazionale
diminuito di de; ed aumentato di de,.

In assenza di ecampi gravitazionali veri la (73) si particolarizza in una rela-
zione gid nota in relativita ristretta [3],.
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Sumimary

We deduce in general velativity both the equations of the motion and of the energy for a
material point of varying mass, when separation and addition of particles takes place
simullaneously. In absence of « gravilational field we obtain the known resulls of the
special relativity [3],.






