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AveusTo MURACCHINTI (*)

Alcune proprietd di moti stazionari
nei campi gravitazionale e magnetico

di uno sferoide ruotante (**)

A GiorGio SEstiN1 per il suo 70° compleanno

Introduzione

Il moto di una particella soggetta all’azione di forze gravitazionali o, nel
caso di particelle cariche, di campi magnetici, & stato per lungo tempo oggetto
di studio in numerosi lavori (si veda in [1] e [5] per un’ampia rassegna) e trova
tuttora applicazione in alcune questioni di carattere geofisico ed astro-
fisico [2], [7], [8], [10] - [13], [15].

Ha destato interesse il caso in cui il campo gravitazionale & prodotto da
una distribuzione di massa ruotante; tale modello, ad esempio, ¢ posto in rela-
zione con il problema della formazione e delle principali caratteristiche morfo-
logiche delle galassie [3], [4], [6], [14]. In questo caso la distribuzione di ma-
teria ha configurazioni che tentano di schematizzare la struttura del nucleo

“galattico e la forza gravitazionale deriva da potenziali pilt complessi di quelli
di tipo centrale prodotti da una sfera.

Non & stato esaminato finora il caso in cui su una particella carica agiseano
contemporaneamente tutti i tipi di forze di cui si ¢ detto sopra.

In questo lavoro ci proponiamo di studiare il moto di una particella carica
sotto P’azione di un campo gravitazionale prodotto da uno sferoide ruotante e

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Applicata, Facolth di Ingegneria, Universitd,
via Vallescura 2, 40136 Bologna, Italy.
(*¥) Ricevuto: 31-X-1978.
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in presenza di un campo magnetico. Si suppone che tale sferoide sia oblato,
omogeneo e che la rotazione, di velocitd angolare costante, avvenga intorno
allasse minore. Nella prima parte del lavoro il campo magnetico ¢ supposto
uniforme, con le linee di forza parallele all’asse di rotazione. Nella seconda parte
¢ un dipolo con lo stesso centro dello sferoide e asse coincidente con quello di
rotazione. Il caso limite in cui lo sferoide si riduce ad una sfera viene trattato
in particolare.

Studieremo l'esistenza di orbite circolari stazionarie e le determineremo,
esaminandone anche la configurazione. Ci occuperemo di eventuali punti di
equilibrio e studieremo successivamente la stabilitd delle orbite mediante il
metodo di Liapunov.

I risultati ottenuti vengono in massima parte presentati sotto forma di
condizioni analitiche che assicurano il verificarsi di certe situazioni fisiche,
prescindendo da qualsiasi ipotesi restrittiva sui dati del problema; cid consente
Papplicazione a problemi di vario tipo. Tali condizioni contengono come casi
limite quelli in eui non ¢ presente I'uno o I’altro dei due campi di forze o anche
la rotazione, permettendo cosi di riottenere risultati sostanzialmente gid noti.
Richiamiamo infine Pattenzione sul fatto che alcune interessanti questioni,
anche di carattere numerico, non trattate qui per brevithd, possono essere esa-
minate, in base ai risultati ottenuti, senza eccessive difficolta.

Generalita

Sia dato uno sferoide oblato omogeneo di densitd o.
In un sistema di riferimento cilindrico (g, 6, 2), solidale con lo sferoide e
ruotante con velocitd angolare Qz, la superficie dello sferoide ha Pequazione
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ove y = n@oa*h e A (> 0) & la maggiore delle due radici della equazione
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Introduciamo la variabile & cosi definita

ae

(4) sené = T

con as = (a*— b*)* Poiché 4> 0 si ha &> 0.
Tenendo conto della (4), la (3) diventa

(3) _ po?sen®& - 22 tg2 & = ale?.
Le componenti della forza sono

ouU 2y ‘ oun ou 4
(6) —8-—9——~a3889(§—sen§0085), —8—0——0, 5 = T

Y ltgE—8).
=

1. - Campo magnetico uniforme

1.1. - Equazioni del moto

I1 moto di una particella di massa m e carica ¢ in un campo magnetico
uniforme le cui linee di forza sono parallele all’asse di rotazione dello sferoide
(Bo = 0, By = 0, B, = B = costante) ¢ convenientemente espresso in termini
delle variabili canoniche g, 6, 2z e dei momenti coniugati p,, pe, p.. Si ha

(1.1) Po=mg, Po=me*0 -+ m(Q,+ Q)o*, p.=mz,

ove Q,= qB/2me. I’Hamiltoniana del sistema & allora

1

(2.1) H =5

2

1
(0 + 22+ p2) — (@ + Qopo+ 5 mQer— m
e le equazioni del moto risultano

; — Pe y — Po o g =12
¢ T w v mo* Q=L 2 m

(3.1)
. _ Db ou . , ou
pe”‘mo;,"“'m‘QiQ mag7 Po=0, pz:maz'

4
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La variabile 0 & ignorabile e ponendo py = K = costante avremo

K

(4.1) 0=-———0-0,.
Consideriamo ora la seguente funzione
1o, K 2K .
(5.1) Pr=Sm (¢ + Ayl e (2 + Q) — R20° -+ 2%)

ed inoltre
(6.1) H* = gpe + 2p, — L*.
Esprimendo % mediante g, 2, si ha

K2 2K

7 2% = m (% + 22
(7.1) m(0* + +m292 P

(Q + Q)+ Qio*—2%) .

Poiché 22£*[0¢ = 0, risulta che 5% & una costante del moto.

1.2, = Orbite circolari stazionarie

Per le eventuali orbite stazionarie deve aversi g =R, (e §= o = costante),
# = h e pertanto si tratta di circonferenze (per « = 0 si otterranno gli even-
tuali punti di equilibrio relativo).

Le equazioni (5) e (3.1) conducono alle seguenti

R2gen®é - h2tgeé = ae?, (tg&—&h =0,
(8.1)
(¢ 4+ Q2 - Q)2 — Q2 = 2y (6 —sen&ecosf),

L aded

da cui si ottengono le eventuali orbite circolari. Ricordiamo che, poiché
0 <A< oo, deve essere 0 <<&<Carcsene. Per £> 0, risulta tgé—£>0 e
la seconda delle (8.1) fornisce h = 0. Percid eventuali orbite circolari stazionarie
sono mecessariamente situate nel piano z = 0.

Le altre due equazioni (8.1) diventano

91y E= e

" sené’ 365

(o0 + 2+ 2,)2 = 02 a2y (E—sen&cosé).
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Esse mostrano che esistono infinite orbite stazionarie. Infatti assegnando un
valore qualsiasi alla variabile & in ]0, arcsen ¢] la prima delle (9.1) fornisce il
valore del raggio R dell’orbita, compreso tra @ ¢ oo, e la seconda di i corri-
spondenti valori della velocita angolare « che sono sempre reali poiché
&£ —sen&cos &> 0 per ogni &> 0.

Si vede anche dalla seconda delle (9.1) che ogni orbita puo essere percorsa
con due velocita angolari diverse

(10.1) o = — Q—Qbi‘/Qg -+ ;2;3 (£ —sené cosé),

e che tali velocita appartengono a due intervalli disgiunti. Affinche esistano punii
di equilibrio relativo () ¢ necessario ¢ sufficiente che il valore « = 0 appartengn
ad uno di detti intervalli. Cio si verifica se, e solo se, risulta

’ — 1
(11.1) 0<< L+ ZQL)-?%/< (arcsene — e V1 — &?) =

Se quest’ultima & soddisfatta il raggio della circonferenza di punti di equilibrio e

ae

(12.1) R, = Sen g, ?

ove &, & Punica soluzione della seguente equazione

(13.1) E—senfcosé = %3—; (Q +20,)02.

1.3. - Stabilita delle orbite circolari stazionarie
Ponendo
(14.1) C Pe=mu,  p.=my, pe= K,
le equazioni del moto (3.1) si scrivono

. , . oU K> O . 0
(15.1) =, E=0, M=ot aaT V=

(1) D’ora in poi sottintenderemo il termine «relativo » e parleremo piit brevemente
di equilibrio.
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Lo studio della stabilitd4 delle orbite circolari si compie mediante una funzione
di Liapunov ottenuta dalla (7.1). Consideriamo infatti la funzione

(16.1) P (uy v, g, 2) = 2% = m(u + v* + S(g, ),
ove
2K Kz
- ¥ o T D202 O .
(17.1) 4 — (24 Q) + - Q2%

<

Segue subito che V= 0, perché 7~ & costante lungo una qualsiasi traiettoria
del moto. Per dimostrare che ¥~ & una funzione di Liapunov per le orbite cir-
colari stazionarie basta mostrare che in corrispondenza ad una qualsiasi di tali
orbite la ¥~ ha un minimo isolato. Le orbite circolari stazionarie € si hanno per

=0, =0, o¢o=R, z2=0,
(18.1)

K
S Q-0

6:“:

T chiaro che ¥~ presenta un minimo isolato nel punto (0,0, R, 0) quando la
funzione (g, ) ha un minimo isolato nel punto (I, 0). Dalla (17.1) si ha

29 °K® o ou

Ll 1+ 202—2 2 — 2%
2o me o s 2o’ oz oz’

(19.1)

e tenendo conto delle (4.1) e (9.1)

05 0.
(20.1) Gole =0, () =0.
Inoltre
o 6H*® 8y send &, 4y
== 2 2 P, — .
( 802 )'6’ Q[, + m:RY  a*e® cos &, + el v(sto sené, cos ),
(21.1)
c*8 02y 8
Goade =00 (Gade = (86— &) -

Ma in base a quanto ottenuto in precedenza

K 2
(22.1) W T o

(£o—sené, cos &) + Q}i y
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¢ si ricava il determinante Hessiano

64 2 . sens &
(23.1) H= aTZs (tg & — &) (a,ﬂ)e; (b0 —sendy cos &y — 5 E"O

)+ 23 .

Si ha che (928/0z%), > 0 essendo & > 0. Perch¢ la funzione & presenti un
minimo isolato e quindi Porbita % sia stabile deve dunque risultare

sens &, 228 &8

2 c0s &, 2y

(24.1) £, — sen &, cos &, —

Ricordando che 0 < & < arcsene lesame della funzione &— sen Ecos &
— (sen® £)/(2 cos &) mostra che per 0 < e<0.83, ossia b/a>0.56, la (24.1) &
soddisfatta per ogni valore di & appartenente a 0, arcsen &f.

In tale caso tutte le orbite circolari sono stabili. Per & > 0.83 la variabile &
assume anche valori nell’intervallo Jarcsen 0.83, arcsen g nel quale la quantita
£ — sen £ cos £ — (sen® &)/(2 cos &) ha valori negativi che decrescono al cre-
scere di &.

Il minimo valore assunto da tale espressione ¢& chiaramente arcsene
— eV/I— & — &3/(2v/1— ¢2). Si pud concludere che se risulta

& - 22g3es
21 —¢? 2y

(25.1) arcsen g —e /1 —¢g?
le orbite circolari sono ancora tutte stabili. Se la (25.1) non ¢ soddisfatta, le
orbite che si hannmo per £> & ove & & dato da

sen? &, Q2g° ¢
2co8é, 2y

(26.1) & —sené cosé, —

non sono stabili (?). Da quanto precede si conclude che se lo sferoide ha £<0.83
tutte le orbite circolari stazionaric sono stabili; se ¢ > 0.83 sono stabili solianto le
orbite di raggio R > agfsen &, con & dato dalla (26.1).

1.4. - Sfera

Nella trattazione ora svolta, il caso della sfera (corrispondente al valore
e = 0 della, eccentricitd, delle ellissi meridiane) non rientra perche, data I'im-

(*) 8i noti che la (25.1) implica che arcsene> & > arcsen0.83.
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postazione dei caleoli, le formule ottenute perdono significato per ¢ = 0. Tut-
tavia la trattazione del caso della sfera pud essere ottenuta come caso limite
per ¢ —> 0.

Poniamo nella (4) v = A/e*(> 0); si avra

(27.1) seng = —o

T+ o

Ovviamente 0 << e/(1 4 7)! <1 e dalla (27.1) si ricavano i seguenti sviluppi in
serie di potenze di /(14 7)! tutti uniformemente convergenti in ogni inter-
vallo chiuso contenuto in [0, 1]

£ 1 & 3 2%
§ = 1+ )z - 6 (1 F zp + 40 (1 4 7)52 T
. 1 &g 1 &
(28.1) 0“521"§1+¢_éu+zw+"”
g 1 & 3 g8 »
B =G an s T Ay g T
Se ne deduce
2 g3 1 &’
E—senécosé =3 0T o -+ EE T e “+ ey
(29.1)
1 &8 3 &b
tgf—“E :g (1 + 1)3/2 + i—o (1 + -L—)E/z + cee w

I1 potenziale nel caso della sfera (@ = b) &

4y
(30.1) %=z

con 72 = p? | 22 La (b) diventa, per ¢ — 0
(31.1) = a(l -} 7).

Le equazioni (8.1) che permettono di ottenere le orbite circolari stazionarie
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diventano per ¢ — 0

B2 h? .
T i T
(32.1)
P QL oy 2
(4 3(1 + 1)3/2 - ’ (OC + + L) - L — *(.lr.':} 3(1 + 7)3/2 »

Poiché 14 v = (R? 4 k?)/a*=£ 0 queste ultime forniscono

h=0, R=al-+4 1),
(33.1)
o0 Y
(OC—I-Q—FQL)“—Q;:@;-
Queste mostrano che vi sono orbite circolari stazionarie solianto nel piano
z2="h=0. Il loro raggio ¢é ‘

]113 .

_r dy
(3+.1) E=aroror—oy

Ad ogni suo valore corrispondono due valori della velocitd angolare

4
(35.1) a=—Q—Q“Hﬁ%+%W‘

Si pud vedere che, essendo necessariamente R > a, tali valori appariengono
ancora & due intervalli disgiunti.
EBsistono circonferenze luogo di punti di equilibrio se, ¢ solo se, risulie
a?

(36.1) o<mg+%m5<

Wl w

’

e questa non & altro che la (11.1) nella quale si faccia ¢ —> 0. Per quanto riguarda
"la stabilitd, delle orbite circolari stazionarie la condizione (24.1) diventa ora

?Q)(} 1 1 gt

(37.1) S%+a36u+rW~5M1+nm+”J>m

da cui si ottiene per ¢ =0

(38.1) s +2>0.
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Quest’ultima & sempre soddisfatta e si conclude dunque che nel caso attuale

tutte le orbite circolari stazionarie sono stabili. Cid del resto ¢ in accordo con
quanto stabilito nel paragrafo 1.3.

2. - Campo magnetico dipolare

2.1. - Equazioni del moto

Restano tuttora valide le formule (1)-(6). II campo magnetico dipolare ha,
come & noto, il potenziale vettore

A =BT

T.’}

(1.2)

)

con 7% = g* 4- 2% e p (0,0, — u). Le sue componenti in coordinate cilindriche
S0N0

(2.2) A4,=10, Aoz—“‘u , 4,=0.

¥3

I’Hamiltoniana & ora
1
(3.2) H = o Py + =5 + p2) — (2 + Qui)po + 5 m2o* —m ,

ove i momenti coniugati sono formalmente analoghi a quelli dati dalle (1.1)
ma ora 51 ha @, = — gu/mers.
Le equazioni del moto risultano pertanto

_Pe _ Po 5 P:

$ T - omg® Q=8 om’

Ps R Q, 092, ou

(4.2) b= =™ 20 -+ Do 50 ™M .QLa—Q-}- %
. . 082, ., 002, o

Po=0, Py == Py az~—mg.Q,,§ —}—mg,

Come nel caso del campo magnetico uniforme si ha, ponendo py = K = costante

. K
(5.2) 0 :@“Q*Qm
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¢ procedendo in modo analogo si giunge a

2K 04 Q) + 20— 2a).

mior  om

(6.2) 200% = m (0° 4 2° +

Risulta ancora che s£* & una costante del moto.

2.2. = Orbite circolari stazionarie

Per le orbite stazionarie deve essere g = R, (9:«), z="h. Anche nel caso

attuale esse sono circonferenze. Le equazioni (4.2) conducono alle seguenti
relazioni

R2senté | h2tgé = a’e?,

: Sq B _ by
(7.2) (mc (R2 4 h2)siz (49 ases

(tg€—&)h =0,

qu R*—2h*
me (R? -+ h2)3

2y
(o -+ 2) = (£ —senécosé).

a’e®

(04 Q) +

Questo sistema di equazioni permette di ottenere le eventuali orbite circolari
stazionarie. S¢ possono avere ora due tipi di tali orbite:

(1)  orbite nel piano z = 0;

(i)  orbite in piani 2 = h = 0.
Esaminiamo separatamente i casi (i) e (ii).

Nel caso (i) si ha o = R, (6 = a), 2 = h = 0.
Le equazioni (7.2) si riducono allora alle seguenti

ae . qu 2y ) ]
(8.2) R = SonE’ ho==0, («+ )+ ponp o (¢ + 02) = prye (§—sen&cos&) .

Si vede che nel piano z = 0 esistono infinite orbite circolari stazionarie 1 cut
raggi R e la, oof si ottengono dalla prime equazione (8.2). Per ogni valore del
raggio la terza equazione fornisce due wvalori per la velocitd angolare o Si noti
che, poiché &— sen & cos £ > 0, deve sempre aversi oz — Q.
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Nel caso (i) si ha p=R, (0=u0), 2 = h = 0. Le equazioni (7.2) diventano

Rsen*& + hitg?é = a’e?,

3qqe B2 I AT
(9.2) e g7 (@ T8 = —m (g —£),
oy qu RP—2h2 _ 2%y ‘
(o - )2+ e (o - 22) = pryes (E—senfcosé).

La seconda equazione implica qu(x 4+ 2) > 0. Poniamo ora

_qule+ Q)

(10.2) w W y

¢ dalle (9.2), eliminando R ed h, si ottiene
(11.2)  wP(B8Aw> + 2tg& + Tsen& cos £— (5 + 4 cos? £) &) tg2é
= 3(Aw* + 2 tg & -+ sen £ cos & — 3£)°2,

ove A = (’)/771120266383)/2(12/,&2.' Le stesse (9.2) risolte invece rispetto ad B ed &
danno

,_ MigE—p) 1
(12.2) P= e @

L 3edwr? — 4(tg & — E)rda

(13.2) h# = 32110 .

Fissando un valore di gu(x+£2) positivo e quindi, in base alla (10.2) un valore di
w anch’esso positivo, la (11.2) potra fornire valori di £. Sono accettabili soltanto
quelli che appartengono all’intervallo 0, arcsen ¢[ e che rendono, nella (13.2),
h*> 0. Essi danno allora le orbite circolari stazionarie corrispondenti al valore
fissato di & -4 2. Ovviamente si pud invece fissare & in 10, arcsen ¢[ ed ottenere
dalla (11.2) il valore di w (che deve essere positivo e rendere h2 > 0) e quindi
poi di & + Q. B da rilevare inoltre che le equazioni (9.2) permettono di dimo-
strare che le orbite circolari stazionarie di tipo (ii), quando esistono, formano
une superficie al finito. In altre parole, 4 valori di R, h ed « relativi a tali orbite
sono superiormente limitati. Le eventuali circonferenze luogo di punti di equi-
librio si ottengono ponendo « = 0 nelle (7.2); si presentano ancora i due tipi
di circonferenze gid introdotti.
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Per le circonferenze di tipo (1), luogo di punti di equilibrio, si ha un risultato
del tutto analogo a quello ottenuto nel caso del campo magnetico uniforme:
condizione necessaria ¢ sufficiente per Uesistenza di punti di eguilibrio nel piano
2=10 ¢ che risulti

qu ., a? sy
vy & (aresene —evI—e?) = .
mea®’ 2y &

(14.2) Q2(Q +

Tale condizione ¢ perfettamente simile alla (11.1).

Nel caso delle circonferenze di tipo (ii), una discussione fondata su una analisi
numerica della equazione (11.2) ¢ che non riportiamo per brevitd, permette di
concludere che possono esservi fino a tre valors di h* che ne forniscono. Si pre-
sentano effettivamente 1 casi di tre, due, uno o nessun valore di .

2.3. = Stabilita delle orbite circolari stazionarie

Come nel caso del campo magnetico uniforme 'esame della stabilithy delle
orbite circolari stazionarie si esegue considerando una opportuna funzione di
Liapunov. Nel caso attuale tale funzione si riconduce, procedendo come in (1.3),
alla seguente

. 2K Q2 2Kqun IKe P uto?

G — - — 29 .
(15.2) S(es2) m me(p® + 22)3/2 + me ot y m2ei(p? 4 22)° 4

Esamineremo separatamente le orbite circolari di tipo (i) e (ii) precedentemente
introdotte.
Le orbite di tipo (i) si hanno per

o, as
e=2 = sene’
(16.2)

. qp s 2y £
2 =0, («-+0)+ s sens &(o -+ Q) = p (& —sen§ cosé),

383

ed inoltre, dalle (5.2) e da 6 = o, si ha

ar sen3é = sen* & I

mea e® male®

(17.2) o+ 02
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Bi verifica che per ogni orbita stazionaria di tipo (i) risulta

X7 0
(18.2) @?W=0, %?7=0

e, ricordando (16.2) e (17.2),

R e 8y Bgploc -+ £2)

== =_ _ — : 3
(89 e = 0> ( e = i (18 §—§) moases et g,
R oy 12qula+ Q) 20212 )
1o-2) Corle = S+ O — e S e S
dy . . 2 sens &
+a383(§—5811§ cos & — cos ).

Tenuto conto della prima di queste, per aversi la stabilitd, devono esistere
valori di & e di « + 2 (legato a £ dalla terza di (16.2)) tali che

(20.2) (%§M>o,(§§k>o.
Se si pone
o qulae+ Q)
(21.2) w = W ’
la terza di (16.2) diventa
(22.2) wz%—iZf;iij'z——yﬂiﬁﬁ;§(§—wen5008& =0,

e le (20.2) danno luogo alle seguenti disuguaglianze

4 8 & — 5 2ot 3 4 tg & —
£ senfcoséwq,usen §<w gf&—¢&

3cos & 3 send & 2ymctaded 3 sen3¢&

(23.2)
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Si tratta di esaminare se esistono, e in tal caso determinarli, valori di
£ €70, arcsen g[ che sostituiti nella (22.2) forniscano due valori di w (o0 uno solo
dei due) che soddisfacciano le (23.2). L’esame di tale questione pud essere
svolto in base allo studio dell’andamento dei membri delle disuguaglianze (23.2)
e delle soluzioni della (22.2). Si conclude cosl che per qualsiasi valore dei para-
metrt &, a, ¢, B, y, m esistono nel piano z=~0 infinite orbite circolari stazionarie,
relative a valort della variabile & compresi in un opportuno intorno destro dell’ori-
gine, che sono stabili con entrambe le wvelocita angolari che loro competono. Per
gli altri valori di & < arcsen e vi possono essere ovbite circolari che sono stabili
con una sola delle relative velocitd angolari e vi possono anche essere orbite non
stabili (3). La discussione mette anche in luce il fatto che per tutti ¢ valori della
ecoentricite, minori di un certo g, le orbite circolari sono tutte stabili con entrambe
le velocita angolari se il raggio dello sferoide ¢ maggiore di wna quantita di-
pendente da v, q, p. A conferma ed illustrazione di cid sta il caso della sfera
(¢ = 0) che tratteremo in fondo.

Passiamo ora alle orbite di tipo (ii). Per esse si ha

o=R, 2z=h, r==R-4h*, Rsené - h*tg?f = ae?,

2y
(x + Q) = T (& —senécosé),

me 78 a

3qu R? A e
e e+ Q) (tg&—§&).

ate?

Si verifica ancora che per ogni orbita circolare stazionaria di tipo (ii) risulta

oS oS
(25.2) ("a*g“)z, =0, (F)g=0

e, tenendo conto delle prime due relazioni (24.2),

02 8yR? B(tg&—&) sens&cosé
(26 2)1 ( 892 )%’ = aded ( r2 - D
4 tgé 4 2sené cos & — 6& 92 n® RA(3R* — 2r?)

) +

?

R‘.Z

m2 02 7«10

(3) Tali casi si verificano effettivamente su esempi numerici che non si riportano
per brevita.
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02 8yh* B(tg€&—§&)  sensé 18¢% u® R2h2

(26.2), ( aza)@ T ades 2 __J)GOSQE mee: g0 7
or o (82&”) __ 8yRh 5(tg&—§&) _ sen®{ 6q*u® Rh(3R2 — 272)
(26.2), 0002 ¢  aded g2 Deosé mee? y10

con D == a%? -} q2g% cos? & — 72 sen2 &,
Le condizioni per la stabilitd sono ora

t2

0% 0 02 oL

(27.2) ( )2 >0.

ESY

La seconda delle condizioni (27.2) si pud scrivere

’

(16]

64y
(28.2) pryes (Py Dy — By) +
8yq®u® 272 o opene o o
+ m (18R"h" @1 + 9(3R" — 29 ~)~(Z)2 — 12Rh(3R" — 24 2) @3)
126 4 4,4 2h2 2 __ 2,12 2
g;u Rh(SRﬂO ))>O,
mec? 72
ove
R?. ° 1-2 ~ 7.2
D, = 2 (B(tgé— &) — 7 sen’ cos & — T (4tg& -+ 2 sené cos £ — 6£)),
h2 2 sens &
— — (B{tof . EY__ 1 >
(29.2) D, ,z (B(tg&—¢) D oo 5) )
Rh ¥2 gens &
D, = — (B(to & — —_— o
By =5 (BltgE—£) — 5.

Le condizioni yicavate permetiono di verificare, per ogni orbita circolare stazionaria
di tipo (ii), per cui siano noti dalle (11.2) ¢ valori di & ed o -+ 2, se si ha stabilita.
Purtroppo la discussione generale non ¢ in questo. caso praticabile data Ia com-
plessitd delle condizioni, ma possiamo ottenere qualche risultato di carattere

generale facendo opportune ipotesi sulle orbite da esaminare.

Supponiamo che un’orbita circolare stazionaria del tipo (ii) corrisponda
ad un valore della variabile & tale che si possa trascurare &£ rispetto all’unitd
e per cui i valori di R, », % risultino tali da soddisfare le disuguaglianze
> K> 0.5r e 0.86r > k> 0. La quantitd 73D si puo, in tal caso, approssi-
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mare con 1/&2. Segue poi, dato -che tg &— & pud attualmente approssimarsi
con £/3 che la prima delle (27.2) ¢ certamente soddisfatta. Anche la (28.2) &
soddisfatta purché & sia dello stesso ordine di grandezza, o di ordine inferiore,
della quantitd (g®p®a®e®)/ym2ers.

La stabilith delle orbite considerate ¢ dunque verificata. Le ipotesi che
abbiamo ora introdotto non sono, come potrebbe apparire, fortemente restrit-
tive. I in realtd possibile trovare facilmente numerosi casi di orbite del tipo (ii)
per cui si ha stabilita.

2.4, - Sfera

Restano tuttora valide le relazioni da (27.1) a (31.1). Le equazioni (7.2) che
danno le orbite circolari stazionarie diventano per ¢ — 0

R h?

1+ + 1+ =
3qule? 4y 1
(30.2) h (W(“+Q)“3‘—wm)=07

4y 1

qu(Re* — 2h?) 4y
3a® (1 + 7)3/2"

mers

(e + )+ (@4 Q) =

La seconda di tali equazioni conduce a distinguere: (i) orbite nel piano 2 = % = 0
e (ii) orbite in piani 2 = A = 0.
Per le orbite di tipo (i) le equazioni (30.2) assumono la forma seguente

h=0 R=a(l- 1)
(31.2)

(4 @+~ @+ ) =

3RJ )

" Le conclusioni che se ne traggono sono analoghe a quelle gia viste in (1.4).
Vi sono orbite circolari stazionarie nel piano z = 0 di raggio arbitrario dato de

dmey — Bqu(ec + £2) 23
3me(e + 2)? )

(32.2) R =

Ciascuna di esse puod essere percorsa con due diverse velocita angolari

_ ap 4y gur
(33.2) e=— Qe = Gm T Inter?




o
o0
o

A. MURACCHINI [18]

Poiche B > a, ¢ valori delle velocita angolari appartengono a due intervalli disgiunti.
Esistono circonferenze luogo di punti di equilibrio se, e solo se, risulta

aw g w2
(34.2) Q(—— + Q) 23/< 30

che ¢ la (14.2) al limite per & = 0.
Nel caso delle orbite di tipo (ii) le equazioni (30.2) diventano

Qym2e? P
= g HYmICT 0 = “qu
(35.2) E 9q2 e o o+ mers

La prima mostra che le orbite circolari stazionarie sono ora possibili se, e solo se¢

992 u®

: . 3
(36.2) S WP

poiché esse debbono essere situate al di fuori della sfera di raggio a. Se tali or-
bite esistono, sono infinite e situate sulla superficie, al finito, di equazione

2 2 LAY J— ngfug 2 2)2
(37.2) (#* 4 y* + 27)° = Symict (@* 4 y%)*.
Ponendo
‘ gl + Q)
(38.2) w = W ,

dalle (30.2) si ricava

16q2,u2 2/3 —5/3
2 L7 ) h?=
(39.2) R —(277%202) w o, h*={(

16¢2p2 23 Qw — 4
27’}”"?»202 Jqp5/3

Tenuto conto di (35.2) e (36.2) si conclude che esistono, se la (36.2) e soddi-
sfatta, infinite orbite circolari stazionarie situate in piani z = h £ 0. Esse si
ottengono assegnando al parametro w tutti i valori compresi nell’intervallo

%< w << 201
(40.2) 9 ymEerad
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Si noti infine che ciascuna orbite di tipo (ii) pud essere percorsa con una sola
velocitd angolare (vedi (35.2)) ¢ che tutte le velocita angolari hanno lo stesso segno.

~ Per quanto riguarda le circonferenze di tipo (ii), luogo di punti di equilibrio,
il sistema (30.2) con « = 0 mostra che se, ¢ solo se, risulia

4 Lqu 27
(41.2) 9 < yme < ym2eta® ’

esiste un valore di h* ed uno solo per cui esse st ottengono.
Esaminiamo ora la stabilitdh delle orbite di tipo (i). Procedendo come nel
caso relativo allo sfervoide le (16.2) e (17.2) diventano ora

o=R=9al 4 )2, 2=h=0,

e le (19.2)
028
08 2y Sau 2¢* p?
(43.2) (53de = 2ot Qo+ —m @+ Q)+

BES . 2 4QILL
e = 20k — 2 w4 0).

Le condizioni di stabilitdh (20.2) diventano, tenendo conto della seconda
equazione (42.2) che si serive ora,

24,2 A2 142
wz+q—‘uvw———1~g—/—iv:0

yme 3y me ’

(44.2)

le seguenti

[X)

-—4 q ,u20<w<t:1-_
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avendo posto

_ e+ Q) 1

(46.2) * yme ] My

Inoltre, poiché deve essere B> a, si avrd

(47.2) 0<'v<mm3.

Le (44.2) e (45.2) si discutono in modo molto conveniente per via geo-
metrica. Nel piano (w, v) cartesiano ortogonale i punti che soddisfano le (45.2)
¢ (47.2) sono interni ad un trapezio. I punti che soddisfano la (44.2), corri-
spondenti alle orbite circolari, appartengono ad una iperbole. Risulta allora,
da tale rappresentazione geometrica che se¢

9q° u?
(48.2) (1) “ > T 30zymie

tutte le orbite circolari sono stabili con entrambe le velocitd angolari ad esse relative;

9g° u® \ 9¢° u?
(49.2) (1I) nym%ﬂ< @< 0.392ym2¢?’

tutte le orbite circolari somo ancora stabili con entrambe le welocita angolari se
B? > 9¢® u?/0.3929m2e? ¢ con una sola delle due se invece R° < 9q*u?[0.392ym? c?;

9¢° 2
(50.2) (ILI) < Symict

sono stabili con almeno una delle due velocita angolari soltanto le orbite circolari
con B> 9q°u2/2ymte® mentre quelle con R? << 9¢°u*/2ym2c® non sono stabili.

Per quanto riguarda la stabilitd delle orbite di tipo (ii) le (26.2) danno
per ¢ -0

(82;5') __ 16ykR* + 9¢> u* R*(3R%— 2r?)
002’ 3yt m? c? 710 ’
o8 16pRh | 6¢*u® Rh(3R*— 2¢2)
(51-2) (’(}Q 52)? = 3p5 + mee2 yl1o0 !
08 _ 16yh* | 18¢%u® R2H®

>0.

(aza )‘6’ 35 me e p10
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Tenendo conto della prima equazione (35.2) si trova

Lo
=

. (@ §f§) — 8.,  128yqiuh?
T 00?0227 '0002’¢ T 3mrerrnt

Si conclude pertanto che le orbite circolari stazionarie in piani s=h+0,
quando esistono, sono stabili.

A

W.
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Summary

The properties of motion of a charged particle in the gravitational and magnetic fields
of a homogeneous, uniformly rotating, oblate spheroid arve studied. In the first part of the
paper the magnetic field is uniform and subsequently is a dipole. Stationary cireular
orbits are found and their stability is investigated by Liapounov's method. The case of
a sphere is particularly treated.



