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GrusePPE T ALLINTI (¥)

Spazi combinatori e sistemi di Steiner (**)

A Grorsro SEsTINI per il sue 70° compleanno.

Introduzione

Le geometrie combinatorie (cioé lo studio — che prende le mosse dal lavoro
di Whitney [21] — degli spazi di chiusura finiti soddisfacenti all’assioma dello
scambio ed in cui il vuoto ed ogni punto ¢ chiuso, [4]) hanno avuto un note-
vole sviluppo negli ultimi anni, anche in vista delle loro svariate applicazioni.

Recentemente si & andata altresi sviluppando la teoria dei sistemi di Steiner
e pitt in generale lo studio dei «block designs». I sistemi di Steiner, nati fin
dal secolo scorso ad opera appunto di Steiner e di Kirkman [16], [10], un po
come curiosith matematiche, si sono sviluppati come capitolo a sé& della mate-
matica in epoca recente, come mostra 'ampia produzione scientifica al riguardo
(della quale noi citeremo nella bibliografia soltanto alcuni esempi indicativi).

I sistemi di Steiner sono caso particolare degli spazi di rette, cosi chia-
mandosi una coppia (S, %), ove S & un insieme e # ¢ una famiglia di parti di S,
da dirsi rette, di cardinalitd > 2, tale che per ogni coppia di punti distinti di §
passa un sol elemento di #Z (se S & finito e gli elementi di # hanno tuttila
stessa cardinalitdy (S, #) risulta appunto un sistema di Steiner).

Te nozioni di spazio combinatorio e di spazio di rette sono strettamente
tra loro collegate per il motivo seguente. Dato uno spazio combinatorio (S, ),
esso determina lo spazio di rette (S, %), ove # ¢ la famiglia dei sottospazi di
dimensione uno, cio¢ delle rette di (S, ¥). Viceversa, dato uno spazio di rette
(S, %), esso determina lo spazio di chiusura (8, %), ove gli elementi di % sono

(*) Indirizzo: Istituto Matematico «G. Cdstelnuovo », Universita, 00100 Roma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.).— Ricevuto: 13-X1-1978.



8]
8]
|8

G. TALLINT [21

quei sottoinsiemi di S, ciascuno dei quali contiene ogni retta che abbia due
punti in ecomune con esso. Pud accadere che (S, %) sia uno spazio combina-
torio, oppure no; in ogni ecaso i sistemi di chiusura combinatori massimali
contenuti in ¢ definiscono altrettanti spazi combinatori su 8, il cui studio da
informazioni sullo spazio di rette (S, #) di partenza.

Scopo del presente lavoro & appunto quello di investigare i legami, teste
menzionati, tra spazi combinatori e spazi di rette, dando origine ad uno studio
sistematico dei sistemi di Steiner dal punto di vista combinatorio, ed inoltre
di fornire una esposizione panoramica sulle questioni in oggetto, anche per
suscitare interesse nei non iniziati allo studio di questi argomenti.

1. - Spazi geometrici

Sia § un insieme non vuoto e ¥ una famiglia propria e non vuota di parti
di S. La coppia (S, ¢) prende il nome di spazio geometrico, gli elementi di S
si diranno punti, ¥ si dird struttura geometrica ed S sostegno dello spazio (8, %)
(cfr. [18]; ).

La classe degli spazi geometrici pud strutturarsi in due modi diversi come
categoria a seconda che si definiscano i morfismi tra (S, ¥) ed (8', ') come
guelle applieazioni di § in 8 le cui immagini di elementi di # siano elementi
di &', ovvero le controimmagini di elementi di ¢’ siano elementi di %. Si ottienc
in tal modo la categoria covarianie ovvero la categoria controvariante degli spazi
geometriei.

Gli isomorfismi dell’'una categoria coincidono con quelli dell’altra e sono
Ie biezioni tra (S, ¥) ed (8', ¥’) che mutano ogni elemento di ¢ in un ele-
mento di ¢’ e tali che le inverse mutano ogni elemento di ¢’ in un elemento
di . Lo studio degli spazi geometrici & fatto a meno di isomorfismi, cioé¢ iden-
tificando due spazi geometrici tra loro isomorfi.

Dato uno spazio geometrico (S, ¢), i suoi automorfismi (cioé gli isomor-
fismi di (8, %) su se stesso) costituiscono un gruppo, che prende il nome di
gruppo strutturele di (S, ) e si denota con Aut (S, ). Lo studio delle pro-
prietd di (S, ¢) invarianti rispetto a tale gruppo dicesi geometria dello spazio
gecmetrico (S, ). Se ¥ e ¥’ sono due strutture geometriche di uno stesso
insieme S, pud accadere che i gruppi Aut (S, ¥) e Aut (S, ¥’') coincidano,
cioé che gli spazi geometrici (8, ) ed (8, ') ammettano la stessa geometria:
in tal caso diremo che le due strutture geometriche sono equivalenti. Per esem-
pio sia # la famiglia delle rette del piano reale R2 e sia 7 la famiglia delle
terne di punti non allineati di R2. Un automorfismo dello spazio geometrico
(B2, Z) & una biezione di R? che muta rette in rette e cioé ¢ una affinita di Rz,
quindi i1 gruppo degli automorfismi di (R?, &%) ¢ il gruppo delle affinita del
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piano, cioé la geometria di (B2, Z) & quella affine. Analogamente si prova che
Aut(R2,77) ¢ il gruppo delle affinitd di R?, quindi le strutture geometriche
# ¢ 9 di R® sono equivalenti. Un altro esempio si ha considerando la fami-
glia, #' delle rette dello spazio reale R? e la famiglia 2 del piani di R®: gli
spazi geometrici (R?, #') ed (R®, &) ammettono lo stesso gruppo strutturale
— come subito si prova — dato dal gruppo delle affinitdh di R?, quindi la
geometria di (R3S, #’) coincide con quella di (R? Z) e risulta la geometria
affine di R*.

Nel seguito ci occuperemo soprattutto degli spazi geometriei finiti. Se (S, @)
& uno spazio geometrico finito, una qualsiasi biezione f: § — 8 che muta un
elemento di ¢ in un elemento di % ¢ un automorfismo di (8, ¢): in quanto,
essendo § finito, esisterd un intero » tale che f* = identitd di S, onde
f~1 = f»-1 muta anche esso elementi di ¢ in elementi di %. Si noti che, se
Pinsieme § non & finito, possono esistere strutture geometriche ¥ di § per
cui esistono biezioni di § in s¢ che mutano ¥ in sé, ma che non sono auto-
morfismi di (8, ), cioé tali che le inverse non mutano % in sé. Se § ¢ costi-
tuito da N elementi, il numero delle strutture geometriche di § risulta la car-
dinalitdh, dellinsieme P(P(S)) — {0} ed ¢ quindi dato da

(1.1) |P(P(S)) — {9} = 2D — 1.

Inoltre, data una struttura geometrica ¢ di 8, il numero di quelle isomorfe
a ¥ ¢ al pit N! (tante quante sono le biezioni di ), quindi, se g(N) ¢ 4l
numero delle strutiure geometriche non isomorfe di S, risulta

9eM 1

Ne segue che g(N) cresce rapidamente al crescere di N (si ha g(4)>2731,
g(5)>35791393).

2. - Spazi di rette e sistemi di Steiner

Uno spazio geometrico (S, #) prende il nome di spazio di rotte se sono
verificate le seguenti condizioni:

(2.1) 2| >2; YreZ, |r|>2.

(2.2) YP,QeS, P#Q = 3lreZ|P,Qer.
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Se ¢ verificata la seguente altra condizione si parlerd di spazio di rette equi-
potents

(2.3) Vr,seZ r]=|s].

Ogni spazio proiettivo o affine su un corpo, rispetto alla famiglia delle rette
di tali spazi, costituisce un esempio di spazio di rette equipotenti.

Una classe interessante di spazi di rette equipotenti ¢ data dagli spasi di
Sperner o S-spazi, cosl definendosi uno spazio di rette (S, %) soddisfacente
alla (2.3) e tale che in & risulti definita una relazione di equivalenza, da dirsi

parallelismo, ||, tale che
(2.4) YPeS, VreZ= 3v"eR|Per, r|;

ne segue che due rette parallele distinte sono ad intersezione vuota. (Sugli
spazi di Sperner cfr. per esempio [15], [1],,, [11]).

Se 8 & finito, uno spazio di rette equipotenti (S, %) prende il nome 1
2-sistema di Steiner. Ci occuperemo ora brevemente di essi, rimandando alla
bibliografia per un ulteriore approfondimento. Sia dunque (8, %) un sistema
di Steiner e sia » il numero di punti di ciascuna retta. Sia poi m il numero
delle rette per un punto P di 8. Poiché per ogni Q di § — {P} passa una sola
retta che la congiunge con P e i punti, diversi da P, di tale retta sono in
numero di #—1, si ha |§|=m(n—1) -+ 1. Quindi m non dipende da P ed
inoltre si ha

(2.5) [S]=m(n—1)+1.

Gli interi m, n permettono di determinare tutti i caratteri aritmetiei di (S, £).
Sia reZ e PeS—r, le rvette per P incidenti » sono in numero di =
(essendo || = n), quindi il numero delle rette per P non incidenti » ¢ dato da

(2.6) U=m—nz=0.

Se u = 0, cioé m = n, (8, Z) & un piano proiettivo. Se u = 1, ciod m = n + 1,
(S, #) ¢ un piano affine.

Determiniamo il numero |2| delle rette di (S, %). Consideriamo Pinsieme
delle coppie (P,7), con Pe 8, reZ e Per. Il numero K di tali coppie pud
determinarsi nei seguenti due modi. Fissata una retta r € £, le coppie (P, 7},
con P e, sono in numero di » (tante quanti sono i punti di ), al variarve di
in Z si ottengono allora complessivamente K = n|Z%| coppie. D’altra parte,
fissato un punto P di 8, il numero delle coppie (P, r), con P e r, & m; al
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variare di P in S si ottengono allora K = m|S| coppie. Ne segue che ¢
n|Z|=m|S| e quindi, tenuto conto della (2.5)

m(m — 1)
- R =mp— —
(2.7 |22 | m n ’
onde risulta
(2.8) mm—1)=0 modn, wr—1)=0 modn.

Un 2-sistema di Steiner con n = 3 prende il nome di sistema di terne di Steiner.
Per esso deve aversi, in forza della (2.8), m=0mod3 ovverom=1 mod 3,
cioe

(2.9) [S]=103 modb.

La (2.9) & dunque necessaria per Pesistenza di sistemi di terne di Steiner con
| 8] elementi. Ma & stato dimostrato che essa ¢ anche sufficiente (cfr. [10],
[13], [12)).

La nozione di 2-sistema di Steiner si generalizza come segue. Definiscesi
h-sistema di Steiner uno spazio geometrico (8, &) tale che

(2.10) |%|>2; VYBe, |Bl=mn>h,
(2.11)  per ogni h-pla di punti distinti di S passa un sol BEZ .

Un h-sistema di Steiner con s = |8| e n = |B|, B €%, si denota con S(k, n, s).
Per h =1 si ottengono le partizioni in classi equipotenti di un insieme 8.
Peor h — 2 si hanno gli spazi di rette equipotenti di cui sopra. Un esempio di
sistema di Steiner 8(3, g¢-+1, ¢>+1), con ¢ potenza di un primo, ¢ dato da una
quadrica ellittica di uno spazio di Galois P,,, rispetto alla famiglia delle sue
coniche. In un sistema di Steiner (S, %) gli elementi di % prendono sovente
il nome di blocchi.

Sia (8, %) un sistema di Steiner S(h, n, s). Determiniamo il numero | |
dei suoi bloechi. Alluopo consideriamo I'insieme delle coppie costituite da un
elemento B di # e da una h-pla di punti scelti in B. Poiche ogni k-pla di
punti di § determina un solo elemento B di & che la contiene, cioé una di
tali coppie, il numero delle coppie suddette & (7). D’altra parte ogni elemento
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di # determina (}) di tali coppie ¢ quindi il numero di tutte le coppie sud-
dette ¢ anche dato da |Z|(}). Ne segue che ¢

(2.12) 12| = (Z) 16 -

Sia ora I un sottoinsieme di §, con k = |K |< h. Nell’insieme § — K si con-
sideri la famiglia di parti #; = {B— K|KcBe #3. Allora (S — K, %) risulta,
come subito si prova, un sistema di Steiner S(h — k, n — k&, s — k) che prende
il nome di contrazione di (S, #) in K. Denotato con m, il numero degli ele-
mentt di B passanti per K, cioé posto m, = |Fy|, dalla (2.12) relativa al
sistema di Steiner (S— K, &) otteniamo

s—k o n—Fk

(2.13) el =(,_ )16, _0)-
Ne segue che condizione necessaria affinché esista un sistema di Steiner
S(h, n, s) & che le quantitd a secondo membro della (2.13) siano degli interi
per k=0,1,..., h—1.

Volendo approfondire le nozioni esposte in questo numero si confronti
per es. [14];. Lavori specifici in questo ambito sono [10], [16], [13], [12], [6],
(7], [81:; [9)is,0 [(1T]1e5-

fhat ]

3. - Spazi di chiusura

Uno spazio geometrico (S, %) dicesi spazio di chiusure se % risulta un
sistema di chiusura per S, cioé se ¥ soddisfa alla

(3.1) {Cliewy Cie% = N C.e?.
ief

Dalla (3.1) per S =@ si ha poi
(3.2) Se¥.

Sono esempi di spazi di chiusura uno spazio topologico rispetto alla famiglia
del suoi chiusi, uno spazio vettoriale rispetto alla famiglia dei suoi sottospaxzi
vettoriali, un gruppo rispetto ai suoi sottogruppi, un anello rispetto ai suoi
ideali, uno spazio proiettivo P, (y corpo) rispetto ai suoi sottospazi.

Sia. X un sottoinsieme di §. Denotiamo con X Dintersezione di tutti gli
elementi di ¥ ciascuno dei quali contenga X. Esso per la (3.1) & un elemento
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di % che prende il nome di chiusura di X. Rimane cosi determinata ’appli-
cazione dell’ingieme delle parti di § in s¢ che fa corrispondere ad ogni X (€ S)
la sua chiusura X, che dicesi operatore di chiusura di (S, €). Esso gode delle
seguenti proprieta (come subito si prova)

(3.3) XcX, YyXcs,

(3.4) X,Yc8, Xc¥=XcY.

Sia ora § un insieme non vuoto, chiamasi operatore di chiusure di S una
applicazione dell’insieme delle parti, P(8), di S in s¢

(3.5) — XeP®)~XeP®),

soddistacente alle (3.3), (3.4). Dalle (3.3) e (3.4) segue facilmente che

(3.6) XcY=Xc¥, X, Yc8,
(3.7) X=X, VvXc#,
(3.8) § =29,
(3.9) X}iew, X8 =NXcNXs,
ie s ie s
(3.10) (X}ey, X.€8 = UX.,2UZX,.
‘ ieS ieSf

L’operatore (3.5) determina in S la famiglia di parti € = {CC 8|0 = o
Si prova subito, in forza delle (3.3) e (3.9), che la famiglia % ¢ un sistema di
chiusura di 8, il cui operatore di chiusura coincide con I’operatore dato. Vice-
versa si prova facilmente che dato un sistema di chiusura % in 8 e considerato
Poperatore di chiusura ad esso associato (cfr. capoverso precedente), il sistema
di chiusura relativo a tale operatore di chiunsura coincide con %. Ne segue che
le due nozioni di operatore di chinsura e di sistema di chiusura in S sono
equivalenti.

Sia K un sottoinsieme (s« §) di uno spazio di chiusura (8, ). La famiglia
di parti di K ottenuta intersecando K con gli elementi di € costituisce mani-
festamente un sistema di chinsura 4 di K, da dirsi indotto in K da (S, %),
cosicche (K, €x) ¢ uno spazio di chiusura. Evidentemente se X ¢ un sotto-
insieme di I, denotato con X% la chiusura di X in (K, %), risulta

(8.11) Xx=XnK.
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Se L = (e¥, il sistema di chiusura indotto in ¢ coincide con la famiglia
di elementi di & contenuti in ¢ e Poperatore di chiusura in (C, %,) risulta la
restrizione dell’operatore di chiusura di (8, %) a C.

Diremo che in uno spazio di chiusura (8, %) vale Vassioma di seambio se
¢ verificata la seguente proprietd (cfr. [21], [4])

(5.12) Vo,ye 8, VXCS|la¢X, weyu X =>yezu X.

Se in (8, ) vale Passioma di scambio, per ogni K (5 0) sottoinsieme di § si
ha evidentemente che in (K, %) vale assioma di scambio.

Esempi di spazi di chiusura in cui vale assioma di scambio sono i seguenti:
ogni spazio vettoriale rispetto ai suoi sottospazi, ogni spazio proiettivo rispetto
al suoi spazi subordinati, ogni sottoinsieme K (3% ¢) di uno spazio vettoriale
o di uno spazio proiettivo rispetto alle intersezioni di K con i sottospazi dello
spazio vettoriale o con gli spazi subordinati dello spazio proiettivo. Uno spazio
topologico (8, €) soddisfa assioma di scambio se, e soltanto se, si ha: z € {y} <
= y/e:{?&}, in particolare se (8, %) ¢& T'-separato. Un esempio di spazio di
chiusura che non soddisfa all’assioma dello scambio ¢ dato dall’anello K», pro-
dotto di un campo K » volte per se stesso, con »n > 2, rispetto alla famiglia
dei suoi ideali.

Osserviamo che, qualsiasi sia lo spazio di chiusura (S, %), si ha

(3.13) VyeS, VXCS =>yuX=yuUX;
infatti risulta

VyesS, VXCS =>yuXcyuUlx,

yUXCyuU(yuUX)=yUX =>yUXCyUX,

yUXCyUX =yUX :>g/UX=yUX,

onde la (3.13).
Dalla (3.13) segue subito che, se in (8, ¥) vale la seguente proprietd

(3.14) Ve,ye 8, V0e¥le¢C, 2eyuUl=yecau(;
allora (8, €) soddisfa I'assioma dello scambio (3.12). Viceversa, se vale la (3.12),

evidentemente vale anche la (3.14). Ne segue che la (3.12) equivale alla (3.14),
cio¢ 'assioma di scambio si pud anche enunciare nella forma (3.14).
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4. - Spazi combinatori

Uno spazio di chiusura (S, %) prende il nome di spazio combinatorio (cfr.
G. C. Rota [4]) se S & finito, vale Uassioma di scambio (3.12), ovvero (3.14),
ed inoltre risulta

(4.1) be®; Vwel, {s}e?.

Se K ¢ un sottoinsieme non vuoto di uno spazio ecombinatorio (S, €), deno-
tato con %, la famiglia di parti di K costitnita dalle intersezioni di K con
tutti gli elementi di ¥, si ha che (K, %) ¢ ancora uno spazio combinatorio, da
dirsi émmerso in (S, €). Se K € € allora (I, €x) prende il nome di sottospazio
dello spazio combinatorio (S, %) e sard denotato semplicemente con K. I1 ¢
si dird sottospazio vuoto di (8, ¥). Per un qualsiasi sottoinsieme X di S,
risulta X € €. Il sottospazio X si dird allora sottespazio generato da X in (S, %).

Un qualsiasi sottoinsieme finito e non vuoto § di uno spazio proiettivo P,,
rispetto alla famiglia di parti di § intersezioni di S con gli spazi subordinati
di P,, & uno spazio combinatorio, da dirsi 4mmerso in P,, in particolare un
qualsiasi k-insieme di uno spazio di Galois P, ,. Diremo poi che uno spazio
combinatorio (S, &) & immergibile in uno spazio proiettivo P, se (S, ¥) & iso-
morfo ad uno spazio combinatorio immerso in P,.

Sia (S, ¥) uno spazio combinatorio. Un sottoinsieme X di (§, ¥) si dice
che & costituito da punti indipendenti quando ogni suo punto non appartiene
alla chiusura dei rimanenti, cioé

(4.2) reX=aé¢ (X —{a}).

In caso contrario, cioé se

(4.3) IJreX|jwe (X — {a}),

si dice che X & costituito da punti dipendenti. Diremo poi che una n-pla di
punti di (8, €), (@, @, ..., %,), ¢ costituita da punti indipendenti se i punti
della n-pla sono tutti distinti e I'insieme {w,, 2,, ..., #,} & indipendente, in caso
contrario diremo che la n-pla ¢ costituita da punti dipendenti.

Si prova subito che ogni sovrainsieme di un insieme di punti dipendenti
& dipendente. Ogni sottoinsieme di un insieme di punti indipendenti ¢ indi-
pendente. Un insieme ridotto ad un sol punto ¢ indipendente. Una coppia di
punti & indipendente se, e soltanto se, i suoi punti sono distinti. Se una n-pla
di punti contiene punti ripetuti essa & dipendente.
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In forza all’assioma dello seambio (3.12) si prova che:

L Sia X un sottoinsieme di (8, €) indipendente ed we 8. Se X U {z}
¢ dipendente allora v e X.

II. Siano X = {®,,...,w,} ed Y sotloinsiemi disgiunti di (S, %). Se
X U Y ¢ indipendente, posto O, = (X — {w.}) U Y, risulta (| ¢, = Y.
ge=]

Dalle proposizioni I e IT e dalla (3.12) si desume il seguente teorema dello
scambio.

II1. Site X un insieme di n punti indipendenti di (S, €). Seelti comun-
que in X un insieme Y di m punti indipendenti con m<n, ¢ sempre possibile
determinare un sottoinsieme X' di m punti di X in modo che Uinsieme (X — X')
U Y sia costituito da n punti indipendenti e generi X.

Un sottoinsieme B di S prende il nome di base di (S, ) se B genera (8, ),
ciod B =8, ed & costituito da punti indipendenti. Si prova subito che (8, €)
ammette sempre una base, anzi scelto comunque un sotfoinsieme indipendente X
di S esiste sempre una base contenente X in (S, ) (sl tenga conto che § & finito).

Come conseguenza del teorema dello seambio ITI si prova che due qualsiasi
basi di (8, €) hanno lo stesso numero di elementi. Dunque, se B & una base di
(8, €), I'intero | B|—1 dipende solamente da (8, ). Ebbene tale intero |B|—1
definiscesi dimensione di (8, €). Se € €% — {0}, il sottospazio C, essendo uno
spazio combinatorio, avrd una certa dimensione (data dal numero degli ele-
menti di una base di ¢ diminuito di 1) che denoteremo con dim .C. Porremo
poi dim. § = — 1. Evidentemente i singoli punti hanno dimensione zero. Chia-
meremo relte i sottospazi di (8, ¥) di dimensione uno, cioé le chiusure delle
coppie di punti distinti, onde per due punti distinti passa una sola retta. Chia-
meremo pians i sotbospazi di (S, ) di dimensione 2, cio¢ le chiusure delle terne
di punti distinti non su una stessa retta.

Se (8, %) ha dimensione r, si prova subito che, per ogni intero d con
—1l<d<r, esiste qualche sottospazio di dimensione d ed inoltre che

(4.4) Ve, C'e?, 0c ' = dim. ¢ <dim. ¢,
(4.5) V0, 0'e¥%, ¢c¢', dim. C=dim.¢' = 0= ("

Siano ¢, €' due sottospazi di (8, %), allora C N €' e C U O, apparte-
nendo a %, sono sottospazi di (8, ¥); essi diconsi rispettivamente sottospazio
intersezione e sottospazio congiungente di C e C'. Si prova facilmente la seguente
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relazione di Grassmann tra le dimensioni di ¢, ¢, CN e CU

(4.6) dim. ¢ -+ dim. ¢’ >dim. ¢ N ¢’ dim. 0 U (.

Si noti che se nella (4.6) vale sempre il segno di uguaglianza allora (S, ¥)
risulta uno spazio grafico finito.

Sussiste la seguente caratterizzazione degli spazi combinatori, di facile
dimostrazione.

IV. Sia (8, %) uno spazio di chiusura finito soddisfacente alla (4.1). Esso
¢ combinatorio se, e solamente se, per ogni C di € ¢ per ogni we S — 0, st ha
che @ U C copre C (cioé non esiste nessun elemento di % contenente propriamente €

e contenuto propriamente in x U O).

La proposizione IV permette di dare una diversa definizione di spazio
combinatorio. Un’altra & la seguente (come ¢ facile provare). Sia (8, ) uno
spazio di chiusura finito soddisfacente alla (4.1). Se esiste una surgezione
§: % —+{~1,0,1,2,..,r} tale che

7 HO)=—1<=C=0; §0)=0<=C={u}, vefS; (O)=r<=0=48;
4.8) Cc = d0C)<(C); 0ce, §0)=190(0) <= =10
(4.9)  8(C) - 8(C1)> 8(C N C') + 8(C U C');

allora (8, €) ¢ uno spazio combinatorio di dimensione . Viceversa, dato uno
spazio combinatorio (9, %) di dimensione 7, la surgezione ¢ di ¥ in {—1,0, 1,
2, ..., 1} che fa corrispondere ad ogni C €% la sua dimensione §(C) soddisfa
alle (4.7), (£.8), (4.9).

Sia S un insieme finito non vuoto e sia % la famiglia delle strutture com-
binatorie di 8. Se € e ¥’ sono clementi di ¥, diremo che €’ ¢ pitt fine di €
se ogni elemento di ¥ ¢ anche elemento di €', cioé se ¥CE'. Rispetto a tale
relazione, ¢ risulta ordinato. La struttura combinatorio pil fine in § ¢ quella
disereta, la meno fine & quella in cui i chiusi sono solamente 0, i singleton, S.
Proviamo che

(4.10) ¢, €9, ¢Cc¥ = dim. €<dim. ¥,
(4.11) €, €9, €Cc¥’, dim.€=dim. € < €=%".

Sia % C %'; per ogni X C 8, la chiusura X% di X in 4 contiene la chinsura X'
di X in €', onde se X ¢ indipendente in % esso ¢ indipendente in 4’. Porremo
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r=dim. % e = dim.¢". Scelti comunque »'-- 2 punti di 8, essi sono dipen-
denti in %’ (perché #'+1 @& il massimo numero di punti indipendenti di (8, %)
e quindi sono dipendenti anche in %; ne segue che il massimo numero di punti
indipendenti di (S, %) ¢ #'-+1, onde <+, si ha cosi la (4.10). Per provare
la (4.11) basta mostrare che, se ¢ ¥C %’ e r = 1/, ogni elemento di ¥’ & anche
elemento di %. Proviamo intanto "che ogni ¢’ €%’ con dim., €' = —1
=7 — 1 ¢ un clemento di ¥ di dimensione r — 1: ne seguird che ¥ ¢ ¥’ hanno
gli stessi elementi di dimensione » — 1 (in quanto evidentemente un elemento
di ¢ di dimensione 7 — 1 ¢ un elemento di ¥’ di dimensione » — 1). Sia X un
insieme di ' = » punti indipendenti di €’ in (8, '), sard X% = ¢’. D’altra
parte, per quanto detto precedentemente, risulta X¥2 X% = (', inoltre
X%e%4C®% e quindi X¥e%'. Poiché ¢/ = X% ¢ coperto da S in (S, ¢')
(perché dim.g, €' =17"—1) e X¥2 (' ed inoltre X e %", sard X% = § ovvero
X%= ¢, ma X¢5 8 (in quanto |X|=17 ¢ quindi dim., X%<s— 1, men-
tre dim., S = r), onde X = (', da cui ¢’ € %. Daltra parte X¢ ha dimen-
sione » — 1 in (8, €), perché se avesse dimensione minore, sarebbe contenuto
propriamente in un elemento di € (e quindi di ¥’) diverso da S, cioé ¢’ sarebbe
contenuto propriamente in un elemento di %' diverso da S e cid & escluso.
Da quanto ora provato, per induzione decrescente rispetto alla dimensione
di C'e %', segue l'asserto.

Sia f: § — 8" un isomorfismo tra i due spazi combinatori (8, €) ed (S, €).
La f allora trasforma P’operatore di chiusura di (S, €) nell’operatore di chiu-
sura di (8, €') e quindi muta punti indipendenti in punti indipendenti e punti
dipendenti in punti dipendenti, onde muta sottospazi di (S, %) in sottospazi
di (8, €’) della stessa dimensione. Altrettanto accade per f~*: § — &',

Sia (8, ), uno spazio combinatorio di dimensione 7. I sottospazi di data
dimensione & di (S, %),, con l1<d<r— 1, non hanno in generale lo stesso
numero di punti. Siano ¢, e y, rispettivamente il minimo e il massimo numero
di punti che essi possiedono. Gli interi o, e y, saranno detti minimo e mas-
simo grado di dimensione d. Risulta

(4.12) oe>d+1,

in quanto ogni sottospazio di dimensione d contiene @ + 1 punti indipen-
denti. Sia 79, con o,<s<y,, il numero dei sottospazi distinti di dimensione d
che contengono s punti. Gli interi

{(4.13) {T:}s=a,,,ad+1,...,yd

si chiamano caratteri di dimensione d di (8, ),. Diremo che (8, €), & ad £ carat-
teri nella dimensione d se esattamente £ dei caratteri 7¢ sono diversi da zero.
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Se (8, %), ha almeno due caratteri, nella dimensione d, diversi da zero, cio¢
56 & 0,<< g, SiANO My, My, ..., M, (£>2) interi tali che

(4:14.) My = 0 My < ...<<M =Yg}

diremo che (8, %), ¢ di classe [my, My, ..., m;]; se & 72 = 0 per ogni s diverso
da my, my, ..., m,. Se (S, %), ¢ di classe [m,, my, ..., m/], ed inoltre & 7; % 0
per ogni m = m,, My, ..., m, diremo che (S,%), & di tipo (Mg, My, ..oy My)a-

Qualsiasi sia lo spazio combinatorio (S, %), sussiste la seguente relazione
(4.15) 04> (03— 1) oey +1;

infatti sia S, un sottospazio di (8, ¥), di dimensione d, con |S.;{= o4, ¢ sia
S._, un sottospazio di dimensione d — 1 contenuto in S, ed 4 un punto di
84— Sa_1; le rvette per 4 ed incidenti I'S,_, (e quindi contenute in S,) sono
in numero di |S.,|; ciaseuna di tali rette ha almeno o, — 1 punti diversi
da A; quindi &: 6,=|84|>(6,— 1) |81} -+ 1, essendo- [S, ;|>044, si ha la
(4.15). Posto

(4.16) oi=g+1,
dalla, (4.15) per induzione si ha
(4.17) oazqt ¢+ .+ g+ 1.

Tra i caratteri di dimensione due di (S, ¥), sussiste la seguente relazione

(£.18) Ssts— 12 = |S] (18] 1);

50y

computando infatti nei due modi possibili il numero delle coppie ciascuna
costituita da una coppia di punti di S e dalla retta per essa, si giunge appunto
alla (4.18).

Chiameremo calotta combinatorie uno spazio combinatorio costituito da punti
a tre a tre indipendenti, cioé tale che ogni retta abbia esattamente due punti.
Una calotta combinatoria (S, €), si dird di specie b (2<h<r— 1) se i suoi
punti sono ad A -+ 1 ad h -+ 1 indipendenti ed esistono h - 2 punti dipen-
denti, cio® se ogni sottospazio di (S, %), di dimensione & — 1 ha & punti,
mentre esiste qualche sottospazie di dimensione k avente almeno & 4 2 punti.
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Tra i caratteri di dimensione h -+ 1 di una calotta combinatoria di specie %,
sussiste la seguente relazione

Yh+a S

h4-1 iS 1
(4.19) oo g JEt =, 41

che si ottiene computando nei due modi possibili il numero delle coppie cia-
scuna costituita da una (b -~ 1)-pla di punti di § e dal sottospazio di rango h
per esso.

5. - Spazi di rette e spazi combinatori

Sia (8, ) uno spazio di rette (efr. n. 2). Se z, y € S, con @ # vy, denoteremo
con 7(#, y) la retta per # ed y. Si consideri la famiglia (propria) €, di parti
di § definita nel modo seguente

(8.1) Ceby <= [Vo,yeClo £y =1 y)cC].

Essa conficne come elementi 0, ogni punto di § e tutti gli elementi di 4,
inoltre %, ¢ evidentemente un sistema di chiugura per 8. Dunque ogni spazio
di rette (8, #Z) determina, nel modo anzidetto, lo spazio di chiusura (8, €g).
Se S & finito (cid che supporremo nel seguito) pud accadere che (S, %) sia
uno spazio combinatorio, cioé che ¥, soddisfi alla (3.12) ovvero alla (3.14),
oppure no. Nel primo caso diremo che (8, #Z) & uno spazio di reite combinatorio.
Nel seguito daremo esempi di spazi di rette combinatori e non combinatori.
Proviamo che

L Il gruppo degli automorfismi di (S, &) coincide con il gruppo degli
automorfismi di (S, €p) ¢ quindi la geometria di (S, #) coincide con quella
i (S, Cg).

Dimostrazione. Evidentemente ogni automorfismo di (8, #) muta ogni
elemento di ¥, in un elemento di %4 e quindi ¢ un automorfismo di (S, €y),
onde Aut(S, Z)C Aut(8, €5). Proviamo che se f: § — § & un automorfismo
di (8, €5) esso muba rette in rette e quindi & un automorfismo di (S, £).
Ne seguird 'asserto. Sia re %, allora f(r)e%,. Siano z,yer, con = #y,
onde f(»), f(y) sono punti distinti di f(r) e quindi la retta +' per f(z) ed f(y)
appartiene ad f(r) (perché f(r)e%,), ciod

(5.2) 7' Cf(r).
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D’altra parte f~1(0') e €4 ed @,y € {1(+'), onde 7 (retta congiungente z ed y)
appartiene ad f-1(+'), ciot

(5.3) ¢ C 1) .
Da (5.2) e (5.3) si ha +'=f(r) e Z. Ne segue l'asserto.

Sia X un sottoinsieme dello spazio di rette (S, #), con |X|>2. Denote-
remo con X' Punione di tutte le rette congiungenti due qualsiasi punti di X,

cio¢ porremo

(5.4)

Tinsieme X! sard detto primo reficolato di X. Porremo poi A2 = (X1),
X3 = (X2, ..., X = (X+1)1 . L’insieme X* sard detto I'h-esimo reticolato
di X. Denotata con X la chiusura di X rispetto al sistema di chiusura %, ed
osservato che, evidentemente, X»C X*1 ¢ che ogni elemento ¢ di %, che
contiene X, contiene X! e quindi &2, ece., si ha che

ot

(5.5) ,; XcxrcxmicX (h=1,2,3,..).

Dalla (5.5) si ha
(5.6) X=X (h=1,2,3,...).

Posto X° = X, relativamente alla successione X°C X*C X2C...C X" C..., deve
necessariamente esistere un intero n tale che X» = X" (supponendosi (8, #)
finito). Se X = X+ le rette congiungenti a due a due i punti di X appar-
tengono ad X7 (== X#+1), onde & X" e %, e quindi X = X, dalla (5.6) si ha
allora X = X». Dunque, qualsiasi sia X C 8, con |X|[>2, la chinsura X di X,
rispetto a @y coincide per un opportuno n con X (ed allora si ha X =X
= X+l = Xn+2 = ), Sia m il pil piccolo intero per cui si abbia X =2Xn,
esso sard detto indice di X in (S, #). Evidentemente i sottoinsiemi X di §
di indice zero sono tutti e soli gli elementi di %,.
Diremo che lo spazio di rette (S, %) & di specic s se accade che
(8.7) VzelS, V0e%ya— {0}, indice(zu O)<s,
il segno d’uguaglianza essendo effettivamente raggiunio.

Lo studio degli spazi di rette pud effettuarsi, in ordine di difficoltd crescente,
rispetto alla sua specie. Proviamo che ‘
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IL. Uno spazio di retie (S, Z) ¢ di specic zero se, ¢ solianto se, & & costi-
tuite da tutte le coppic di punit di S.

Dimostrazione. Se # & costituito da tutte le coppie di punti di S,
% consta di tutte le parti di S, onde vale la (5.7) per s = 0. Viceversa se
vale la (5.7) con s = 0, per ogni coppia di punti distinti @, y di §, per la (5.7)
con s = 0 ove si ponga € = {y}, si ha che P'indice di {z,y} & zevo, ciod {@,y}
= {@, y}, onde la retta per #, y coincide con {@, y}. Si ha cosi Passerto.

IIL. Uno spazio di rette (S, Z) ¢ di specie uno se, e sollanto se, (S, Fz)
¢ uno spazio proiettivo, avente qualche retta con almeno tre punii.

Dimostrazione. Se (§,%,5) ¢ uno spazio proiettivo ¢ evidentemente
verificata la (5.7) con s ==1, se tale spazio contiene una retta con almeno
tre punti. Viceversa, se (8, %) ¢ di specie uno, proviamo che (8, ¥5) ¢ uno
spazio proiettivo, il quale dovrd necessariamente contenere qualche retta con
almeno tre punti, altrimenti, per la proposizione II, (S, %) sarebbe di specie
zero. Per provare che (8, ;) ¢ uno spazio proiettivo basta provare che (8, %)
soddisfa I'assioma di Veblen affermante che date due rette sghembe ed un punto
fuori di esse, per il punto passa al pit una retia incidente le rette date, ovvero,
in forma equivalente, due refte distinte qualsiasi aventi un punto in comune sono
tali che le rette congiungents due punti distints presi Puno sull'una e Valtro sul-
Valtra sincontrano a due a due in wn punto (cfr.[14],).

Siano dunque @, b due rette distinte aventi un punto # in comune, siano
poi y, w due punti di a distinti tra loro e da = e 2, v due punti di b distinti
tra loro e da @, si tratta di provare che la retta » per y e z e la retta ¢t per u
e v sono incidenti. 8i ha v ¢r, inoltre, essendo (S, #) di specie uno, risulta
(v Ur) = (v U ), ciod (v UT) coincide con 'unione delle rette che da v pro-
iettano i punti di » e quindi per ogné punto we (v U r) — {v} la retta per v e w
ineide r. D’altra parte la retta b & contenuta in (v U7) (perché o, ze W U7),
essendo zer), onde e {v U7) (essendo zeb), quindi s UrC @ U7) da cui
(U 7)C (v Ur). Poiché ad (w Ur) appartiene la rvetta « e quindi il punto u,
sard u € (v U 7), quindi la retta per v e %, cioé la retta ¢, incide r. Si ha cosi
Passerto. v

Nella dimostrazione della proposizione precedente la (5.7) con s ==1 si
¢ sfruttata solamente per gli elementi ¢ di %, che coincidono con le rette.

Ne segue che

IV. Uno spazio di rette (8, Z) ¢ di specie uno, cioé (cfr. prop. III) (S, Ca)
¢ uno spazio proietiivo avente qualche retta con almeno {re punti, se, e soltanto
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se, st ha

(5.8) Voe S, Vre, indice (# U 7)< 1,
il segno d’uguaglianza essendo effetiivamente raggiunto.

Proviamo che

V. Sia (S, #) uno spazio di vette di specie due. Lo spazio di chiusura
(S, €p) & combinatorio se, e sollanto se, risulta

(5.9) Vre#, VYax,yeSlodr, 2elyUr) =>yezUr).

Dimostrazione. Se (S, %) ¢ combinatorio, in forza della (3.14), (es-
sendo r € €) si ha la (5.9). Viceversa supponiamo che valga la (5.9) e pro-
viamo la (3.14) per %4, cio¢ che (S, %5) ¢ uno spazio combinatorio.

Dati comunque Ce%, e #,ye S in modo tale che ¢ C ¢ we(y U 0),
si tratta di mostrare che risulta y e (z U 0). Cid & senz’altro vero se & =y
oppure se la retta per z, y incide . Possiamo dungue supporre che sia & 5=y
e che la retta per @, y non incontri €. Poicheé (8, Z) ¢ di specie due, si ha
(y U 0) = (y U () e quindi, poicheé ze(y U (), si ha @e(y U 0) esistono
allora due punti distinti #,, @, tali che il punto & appartenga alla retta »(w,, ,)
e le rette »(y, #,) ed #(y, #,) incontrino € in punti distinti 2, e z,. Sia r=7(z,, 2,),
si ha che y U r contiene le rette »(y, 2,) = »(y, #,) ed r(y, %) = r(y, #,) e quindi
la retta r(z;,a,), onde 2 €y Ur, ma o¢r, quindi per la (5.9) si ha che
yeaUr; maaUsrCao U C, dunque yexs UrCa U C. Ne segue Passerto.

Un esempio di spazio di rette equipotenti combinatorio di specie due &
evidentemente dato da (4,,, %), ove A,, ¢ il sostegno di uno spazio affine
“di dimensione r e d’ordine ¢ ed £ & la famiglia delle sue rette. Non ¢ perd 1'unico
esempio. Un altro & il seguente: in un piano proiettivo 7,, sia K un k-insieme
di tipo (0,1, n); o di tipo (1, n), con > (1-++/114¢)/2 (per esempio una curva
hermitiana di un piano di Galois S,,) denotata con £ la famiglia delle inter-
sezioni con K delle n-secanti K, (K, Z) risulta uno spazio di rette equipotenti
combinatorio di specie due e dimensione due, come sard provato neln. 6. Si pone
il problema di determinare tutti gli spazi di rette equipotenti combinatori di
specie due. '

Sia (S, ¥) uno spazio combinatorio. Rimane allora determinata la fami-
glia Z delle rvette di (S,%), cio¢ la famiglia dei sottospazi di dimensione uno di
(8, %), evidentemente (8, #Z) ¢ uno spazio di rette. XEsso allora determina lo
spazio di chiusura (S, €4). Risulta manifestamente % C %,. Non & detto perd
che sia & = €,. Quando cid accade diremo che (8, €) & completo rispetto alle
rette. In generalelo spazio (8, €y4) sara detto completamento di (8, ¥) rispetto
alle rette. Si noti che, come mostreremo su esempi, (S, €g5) pud o meno essere
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combinatorio. Evidentemente se si parte da uno spazio di rette combinato-
rio (S, #), lo spazio combinatorio ad esso associato (8, ¥4) risulta completo,
anzi a partire dagli spazi di rette combinatori si ottengono, in tal modo, tutti
e soli gli spazi combinatori completi. Dunque lo studio degli spazi combinatori
puo effettuarsi, in ordine di difficoltd, studiando e caratterizzando prima gli
spazi combinatori completi, cioé — per quanto su detto — gli spazi di rette
combinatori, poi quelli che ammettono un completamento combinatorio, infine
quelli con un completamento non combinatorio.

Ogni spazio proiettivo o affine finito ¢ uno spazio combinatorio completo.
Ogni k-calotta di uno spazio di Galois S,,, k> 4 1, rispetto alla strat-

Iy

tura geometrica indotta dallo spazio, ¢ uno spazio combinatorio non com-
pleto, il cui completamento ¢ combinatorio, risultando la geometria discreta.
Un altro esempio di spazio combinatorio non completo, il eui completamento
sia combinatorio ¢ il seguente: sia (8, ¥) uno spazio combinatorio completo
di dimensione 7 (per es. uno spazio di Galois §,,), fissato un intero d con
2<d<r—1, sia €, la sottofamiglia di % costituita dai sottospazi di dimen-
sione h con d<h<r—1; posto ¥'= % — ¥,, subito si prova che (8,%") &
uno spazio combinatorio di dimensione d che non ¢ completo, il cui completa-
mento & (8, ¥).

Diamo infine un esempio di spazio combinatorio il cui completamento non
¢ combinatorio. Si consideri I'insieme § costituito dai punti 4, B, €, D, I, F
della figura seguente.

m
PO
&)

A y B

Poiche 8 & un sottoinsieme finito del piano, esso ¢ uno spazio combinatorio

rispetto alla struttura % indotta dal piano. Precisamente % ¢ costituita da 0,
dai singoli punti di 8, da § e dalle intersezioni con S delle rette del piano che
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hanno in comune con § almeno due punti. Dunque la famiglia # delle rette
di tale spazio combinatorio (8, %) ¢ data da {4, B, F}, {B, D, F}, {E, C, D},
{4, 0}, {4, D}, {4, B}, {B, E}, {B, C}, {C, I'}. Attualmente Uy & costituita da
tutti gli elementi di € e da {4, B, C}. Lo spazio di chiuswa (8, €5), comple-
tamento di (S, %), non & combinatorio. Infatti, posto X = {4, B}, # = C,
y="F, si ha 2¢X =X, veyUX =4§; daltra parte si ha y¢aUX
= {4, B, C}. Dunque (8, ¥) ha un completamento non combinatorio, inoltre
(8, 2) da un esempio di spazio di rette non combinatorio. Esso ¢ il pitt sem-
plice spazio di rette non combinatorio, in quanto & facile provare che ogni
(S, Z) con |S|<5 & sempre combinatorio, mentre per |§|= 6 'unico non com-
binatorio ¢ P'esempio precedente.

6. - Spazi (S, #) di rette di cardinalita » con |[§|<n?

Sia (8, Z) uno spazio di rette equipotenti e sia n il numero dei punti di
ciascuna sua retta ed m il numero delle rette per un punto. Supporremo a3 3.
Risulta (cfr. n. 2)

(6.1) Sl=mn—1)4+1, |#|=m>—mm—1)n, 3<ngm.

Ci proponiamo in questo numero di studiare tali spazi nell’ipotesi che sia
|S|<n® e ciod m<n® 4 n- 1. Cominciamo a provare che

I Se ¢ m<n(n—1) -1, cioe |S]<<n®— 202+ 2n, lo spazio (S, %) é di
specie al pit due ¢ (S, €y5) ¢ un piano combinatorio (cioé wno spazio combi-
natorio di dimensione due).

Dimostrazione. Sia reZ ed y € S~ r. Proviamo che per ogni @ € S,
non appartenente a nessuna delle n rette che da y proiettano gli #» punti di 7,
passa una retta incidente due delle # rette suddette in due punti distinti; ne
seguird che (y U7)2 =8 = (y Ur) ¢ quindi che (§,%) & di specie al piu
due e che %4 non contiene altri elementi diversi da §, i singleton, le rette,
S, ciod che (S, ¥5) & un piano combinatorio. Le rette congiungenti y con gli
n(n — 1) 4+ 1 punti di (y U »)* non possono essere tutte distinte, altrimenti
sarebbe m>n(n-— 1) 41, onde I'asserto.

In un piano di Galois S:4, con ¢ quadrato, sia H una curva hermitiana non
singolare e sia # la famiglia delle intersezioni con H delle n-secanti di H.
Allora (H, %) ¢ uno spazio di vette con n =+/¢+ 1 ed m = ¢. Risulta
m = g < n(n—1)-+1, onde, per la proposizione I, (H, %) ¢ di specie due (non
potendo essere di specie uno, altrimenti sarebbe un piano proiettivo) 4nolfre
(H, €5) ¢ un piano combinatorio. Ne segue che la struttura combinatoria &
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indotta da S,, in H coincide con %y, ciod (H, &) & completo. Pin in gene-
rale si ha

II. In un piano grafico m, di ordine q, sia I un. k-insieme di tipo (0,1, n),
o (1, n); ovvero di tipo (0,n)y, con n> (1 + /1 -+ 4¢)/2 nei primi due cass, con
n > (1 4+ /I F 4q)/2 nel terzo caso. Detta R la famiglia delle intersezions con K
delle n-secanti di K ¢ 9 la struttura di spazio combinatorio indotla da m, su K,
st ha che (K, ) risulta wuno spazio di relte di specie al pit due, inolire (K, 9)
¢ un piano combinatorio completo.

Dimostrazione. Nei primi due casi, poiché K ammette almeno una
1-secante, sara m<¢-+1, ma & n> (1++/1-F4¢)/2, ciod ¢+ 1<n(n—1)+1,
onde & m <<m(n—1)+1, nel terzo caso & m<q-+1, ma & n> (14+/1F4g)/2,
onde ancora ¢ m<n(n—1)-1; in ogni caso dalla proposizione T segue allora
Passerto.

Proviamo che

IIL. Se ¢ m < nt, cioé |S|< n®— n2 4 1, (8, #) ¢ di specie al pin quatiro,
inollre ognt elemento di €4, diverso da quelli banali (cioé 0, 4 singleton, le rette
ed 8) ¢ un piano proiettivo. Ne segue che (S, Cg) ¢ combinatorio se, e sollanto se,
risulia uno spazio di GQalois Ssn.z 0 uR piano combinatorio.

Dimostrazione. Sia re% ed yeS—+ Se accade che (y Ut
= (y Ur) (cioé se (y Ur) coincide con 1'unione delle rette che da Yy proiet-
tano i punti di »), allora (y U7r) & un piano proiettivo. Supponiamo dunque

\

che sia (y U 7) s (y Ur) e dimostriamo che & (y Ur) = S. Ragionando per
agsurdo supponiamo che esista un punto € § — (y U'r), ogni retta per # deve
allora incontrare (y U7) in al pitt un punto (perché se Pincontrasse in due
punti essa apparterrebbe a (y U7), onde ze(y Ur)), ne segue che le rette
per # sono almeno in numero di [(y Urj|. D’altra parte, poiché & (y U r)t
# (y U r), esiste un punto z e (y Ur) — (y U )}; la retta yz appartiene quindi

YRy N\

a (y Ur), ma ¢ distinta dalle n rette per y che proiettano gli #» punti di 7,
onde le rette di (y U7) per y sono almeno = 41, quindi & |y U7
>(n+1)(n—1) 4+ 1=mn2% Se ne deduce che le rette per 2 sono almeno in
numero di »?% cio¢ che & m>n?, il che ¢ escluso; 'assurdo prova Dasserto.
Sia ora C un elemento non banale di %,; si ha allora € s£ 8, inoltre ¢ con-
tiene una retta r ed un punto y ¢ »; risulta (¥ Ur) C ¢, non pud allora essere

(y Ur)= 4.8 (altrimenti sarebbe C = §), dunque, per quanto precede, risulta
(yUr)=(yUr)? ciod (yUr) & un piano proiettivo; osserviamo ora che,
e TE ¥y & un piano proieftivo e e S —m si ha rU=R) =8 = FUn) (in
quanto altrimenti esisterebbe un punto ¢ di § per il quale le rette che da esso

proiettano i punti di (2 U=)' sono tutte distinte, e quindi si avrebbe
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m> (n(n— 1) - 1)(n — 1) 4+ 1, ma cid & escluso, essendo m < n?); ne segue
che necessariamente & (y U 7) = C. Si & cosl provato che ogni elemento di €y,
non banale & un piano proiettivo. Per dimostrare che (S, 5) & di specie al
pitt quattro, basta solo provare (in forza dell’osservazione precedente) che
per ogni retta re % e per ogni y € § — r risulta (y U )t = (y U7). Se fosse
(y Ur)t s (y U7), esisterebbe uno ze (y Ur) — (y U r)t. D’altra parte esiste
un te(yur)— (yur)t (altrimenti (y W)= (y U= (yUr)), onde la
retta ty appartiene ad (y U 7)%. Ogni retta per z non pud incontrare (y U )t
U (ty) in due punti distinti, altrimenti z e (y U )% Quindi le rette per # incon-
trano (y U )t U (fy) in un sol punto. Ne segue che le rette per z sono almeno
in numero di |(y U)* U (fy)|=n(n — 1) + 1 4 (n— 1) = 0?2, cioé m>n? ma
cio ¢ escluso. Ne segue Passerto.

IV. Dato uno spazio (S, Z) di rette di cardinalita n, con |S|<n®, cioc
m<n? - n -1, ogni elemento di G4 non banale (cioé diverso da @, i singleton,
le rette ed S) risulta necessariamente un piano affine o proiettivo se é | S| = 27;
se ¢ |8 =27 (¢ cioé n =3, m=13) in €, puo esistere anche un 2-sistema di
Steiner con 13 punti, nel qual caso esso & unico e tutli gli aliri eveniuali elementi
non banali di €4 sono piant proiettivi. Se (S, Z) ¢ combinatorio, esso o é un piano
combinatorio, o ¢ uno spazio affine o proiettivo di dimensione tre.

Dimostrazione. SiareZ e yeS—1r e sia WU # 8. Se (yuUr?
= (yUy), allora (y U7) & un piano proiettivo. Supponiamo dunqgue che
(y U )t (y U7). Le rette per ¥ di (¥ Ur) siano m’'=h -+ n, con k=1 (per
quanto precede). Dovra allora aversi m/(m'— 1) = 0 modn (in forza della
(2.8) relativa allo spazio di rette di sostegno {(y U7) e le cui rette sono quelle

di # contenute in (y U 7)), cioé h(h — 1) = 0 mod n. Ne segue che se & h> 1

allora & A>3. Dunque o & h = 1, ma allora (y U r) & un piano affine, ovvero
¢ h>3. In questa seconda ipotesi risulta |[(yU7r)|= (R +n)n—1)+ 1
>3+ n)nr—1)+1=mn+420—2. Poiche (yUr)=S, esiste un zeS
— (¥ U7); le rette per @ che incontrano (y U7r) (necessariamente in un sol

N

punto) sono in numero di |[(y U7r)|, quindi & m> |(y U7)|>n2 + 20— 2.
Ma ¢ m<n®+n-+1, onde ¢ »24+n -+ 1>m=n?+4 2n— 2, da cui si ha
(supponendosi n>3) n=3 ed m =13 =|(y Ur)|; risulta allora |§|= 27

e (y Ur) un 2-sistema di Steiner con 13 punti. Si ¢ cosi provato che (y U r)
o ¢ un piano proiettivo o & un piano affine oppure & |S|=27 e (yU7r) &
un 2-sisbema di Steiner con 13 punti.

Sia ora o un elemento di %, che risulti un piano affine o proiettivo se
# > 3, oppure anche un 2-sistema di Steiner con 13 punti se n = 3. Sard
allora in ogni caso |a|l=n*—mn - 1. Sia poi yeS — «, proviamo che
(y Ua)2= 8. Se cosi non fosse, esisterebbe un € 8 — (y U «)2. Le rette che
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da @ proiettano i punti di (y U «)* (C (y U «)2) sarebbero allora tutte distinte
ed in numero di (n— 1)]a|+1l>{(n— )Rt~ n - 1) +1 =23 — 202 + 2n
(essendo |a|>n>— n -+ 1), onde sarebbe n* 4+ n 4+ I1>m>ns — 20% + 20, da
cui 3n* -+ 1>%* + » e quindi 3 + 1/w*>n + 1/n, onde n < 3, tale assurdo
prova appunto che (y U )= 8§ e quindi che ( Ua)2 = (¥ Ua) = S. Da cid
e da quanto provato alla fine del capoverso precedente segue subito che ogni
elemento non banale € € %, risulta necessariamente un piano affine o proiettivo
oppure ¢ |§|=27 e € & un 2-sistema di Steiner con 13 punti.

Nell’ipotesi che sia |S|= 27 e quindi 7 = 3 ed m = 13, supponiamo che
%4 contenga un elemento o che risulti un 2-sistema di Steiner con 13 punti.
Se ye 8 — o, per y passano esattamente m = 13 rette; poiché i punti di «
sono 13, si ha allora che tutte le rette per y incidono «. Ne segue che ogni
retta di (S, #) o sta in « ovvero incide «. Se ne deduce che ogni elemento /3
non banale di %y, diverso da «, incontra o« in una retta (si noti che, in forza
di quanto provato nel capoverso precedente, non puod accadere che due ele-
menti non banali di ¥, siano uno contenuto nell’altro). Se f contenesse una
retta s non incidente la retta r = § N ¢, esisterebbe una retta di # non inei-
dente «, ma cid & escluso. Ne segue che ogni retta di f incide r=fNa e
quindi che f ¢ un piano proiettivo (non esistendo rette di § parallele ad » C ).
Se ne deduce che ogni elemento non banale di %,, diverso da «, ¢ un piano
proiettivo. Si & cosi provata la prima parte della proposizione.

Se (8, #) & combinatorio, per quanto precede, esso o ha dimensione due,
cioé ¢ un piano combinatorio, ovvero ha dimensione tre. Se ha dimensione
tre, €, non pud contenere (supposto |§|= 27) un 2-sistema di Steiner con
13 punti: infathi, se cosi fosse, detta r una retta di tal sistema o, se & ¢ il
numero di piani di (8, F,) per r diversi da « e quindi necessariamente proiet-
tivi (dotati di 7 punti, essendo n = 3), dovrd aversi 4h 4 13 =|S|= 27,
da cui 2h =17 e cid ¢ assurdo. Se ne deduce che gli elementi non banali
di ¥4 sono, in ogni caso, piani affini o piani proiettivi e quindi, in forza
di [19], essi sono tufti piani affini o fwifi piani proiettivi; allora, in forza di
[2], se & |8] 27, e direftamente se |§|= 27, si ha che (S, ©,) ¢ uno spa-
zio affine o uno spazio proiettivo, si ha cost completamente asserto.

7. - Spazi di rette ¢-immersi in uno spazio grafico S,

Sia 8, uno spazio grafico di dimensione ¢ e sia, X nn sottoinsieme finito di S,,
congiunto dall’S;. Denotiamo con # la famiglia di parti di K ciascuna delle
quali sia D’intersezione con K di un S, (I1<d<t— 1) che abbia pie di d + 1
punti in comune con K, cioé, se indichiamo con €, la famiglia dei sottospazi
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di dimensione d di S, si abbia
(7.1) reR <<r=Kn8,, 8S.€%,, |ri=d+2.

Se (K, #) ¢ uno spazio di rette (ciod se per ogni coppia di punti distinti di K
passa uno ed un solo S, avente pitt di d 4 1 punti in comuni con K) diremo
che esso & uno spazio di rette d-immerso in S, o anche (con abuso di linguaggio)
che K & uno spazio di rette d-immerso in S,. Uno spazio di rette (K', 2') dicesi
poi d-immergibile in S, se & isomorfo ad uno spazio di rette d-immerso in §,.
Cominciamo a provare che

1. Se d>2, uno spazio di rette K d-immerso in S, risulta una calotia di
specie d di 8,, cioé K & costituito da punti a d + 1 a d 41 indipendenti e
contiene d -+ 2 punti dipendenti (cfr. [18],).

Dimostrazione. Supponiamo che K contenga d -+ 1 punti distinti
dipendenti e sia §,_, un sottospazio di S, di dimensione d — 1 che contenga
tali d 4+ 1 punti. Sia Pe K — S',_, (certamente esistente perché K & con-
giunto da §, ed & d— 1< 1), consideriamo 1'S; congiungente P con S
HEgso ha in comune con K pit di d + 1 punti, quindi interseca K in un ele-
mento » di %. Scelto poi un punto @ di K — 8, (certamente esistente per-
che K ¢ congiunto da S, ed & d < t), 'S, congiungente S,_, con @ incontra I
in pit di d + 1 punti, onde S, N K = r' € #; ora r ed 1" hanno pit di due
punti distinti in comune (in quanto {S;_l NK|>d+ 1>3) e ¢id & in con-
trasto con il fatto che (K, #) & uno spazio di rette. L’assurdo prova che K
& costituito da punti a d -+ 1 a d -~ 1 indipendenti. Inoltre dalla (7.1) si ha
che per ogni r di # risulta |#|>d 4 2, onde » e quindi K contiene d -+ 2
punti dipendenti. 8i ha cosi Passerto.

Esempi di spazi di rette d-immersi in uno spazio di Galois sono dati dalle
varietd di Veronese immagini proiettive delle ipersuperficie d’ordine d di uno
spazio di Galois S8, ,. Cosi per esempio la superficie di Veronese V¥ immagine
proiettiva delle coniche del piano 8,, ¢ uno spazio di rette 2-immerso in §;,,
anzi di fatto & un piano proiettivo 2-immerso in S;,; in essa le «rette» sono
le sezioni di V con i piani di §;, che hanno pit di 3 punti in comune con ¥V
(tali sezioni essendo, come & noto, delle coniche).

Nel seguito supporremo che (K, %) sia uno spazio di rette equipotenti con
n=|r|, Vr €2, denoteremo poi con m il numero delle rette per un punto
di K, onde varra la (6.1). Esamineremo ora separatamente i casid =1ed > 1.

Caso d=1. Sia (K, %) uno spazio di rette (equipotenti) 1-immerso in uno
spazio grafico §,. Poiché per due punti distinti #, y di K deve passare un (unico)
clemento di # ¢ tale elemento deve essere lintersezione di K con una retta
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avente pilt di due punti in comune con K, si ha che la retta di S, per # ed y
deve incontrare K nellelemento di # per @, y, quindi la retta di S, per @, ¥
incontra K in # punti. Dunque K & un insieme di classe [0, 1, n], rispetto alle
refte (cioé ¢ un |K |-insieme intersecato da ogni retta di S, in Zero, 0 uno,
o n punti). Viceversa ogni K-insieme K di 8, congiunto da §,, di classe
[0, 1, n], determina uno spazio di rette 1-immerso in §,. Lo studio degli spazi
di rette equipotenti 1-immersi in S, equivale dunque a quello degli insiemi
finiti di punti congiunti da §, e di classe [0,1, »],. Esaminiamo ora alcuni
casi particolari.

(I, &) sia un piano proettivo, d’ordine n — 1, 1-immerso in S,. Deve allors
necessariamente essere ¢ =2. K ¢ allora un (#%— n 4 1)-insieme di S, di
classe [0, 1, n];, e viceversa. Si ha inoltre che K & un insieme congiunto dall’s,
di classe [0, 1, n], tale che per ogni P e S, — K passa al pitt una n-secante a K s
e viceversa. Se S, ¢ un piano su un corpo y, allora i piani proiettivi 1-immersi
in S,y si ottengono tutti e soli (a meno di collineazioni) considerando i sub-
piani di 8, , a coordinate nei sottocampi finiti di y, allora y deve avere carat-
teristica p =0 e deve essere n = p* - 1.

(K, Z) sia lo spazio di rette di uno spazio proietiivo d-dimensionale, di ordine
n—1, 1-tmmerso in S,. Deve allora essere ¢ = d. Inoltre K risulta un insieme
congiunto dall’S, di classe [0, 1, n]; tale che per ogni P e 8, — K passa al pin
una n-secante a I, e viceversa. Se §; ¢ uno spazio su un corpo.y, allora gli
spazi 1-immersi in S, , si ottengono tutti e soli (a meno di collineazioni) con-
siderando i subspazi d-dimensionali di Suy a coordinate nei sottocampi finiti
di y, onde y deve avere caratberistica p =0 ¢ deve essere n = pr 4 1.

(K, Z) sia un piano affine, di ordime n, l-immerso in S,. Deve allora
essere ¢ == 2. Inoltre K & un n’-insieme di S, di classe [0, 1, n],, e viceversa.
Si pud provare che se S, & un piano ordinato (per esempio il piano sui reali)
non esistono piani affini 1-immersi in S, (per #>3). Se S, ¢ un piano su un
campo y di caratberistica p = 0 ovvero p >3 ne esistono sempre d’ordine
n =3, se—3 & un quadrato in y: infatti in 8, la cubica ¥ di equazione
#* 4 y* + 2 = 0 ¢ non singolare ¢ ammette come hessiana la ayz = 0, dun-
que i flessi di % sono i seguenti 9 punti (posto ¢ = (1 +v/—3)/2)

(0713_1)7 (076a1)7 (07"’“6271)7 (1707_1)7 (07071)7 (_62y071)’
(17—1’0): (0’170)7 (_6271’0)'

I 9 flessi di € costituiscono un piano affine d’ordine 3, l-immerso in Soy.
Osserviamo che, a differenza del caso proiettivo, la caratteristica del piano
affine 1-immerso in 8,, (y corpo) puo essere diversa da quella di 8.y, anzi
nulla vieta a priori che pur essendo S, » desarguesiano esso ammetta un
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piano affine 1-immerso non desarguesiano. Il problema di determinare 1
piani affini 1-immersi in piani proiettivi disarguesiani o non disarguesiani &
tutt’ora aperto.

Caso d>2. Sia (K, #) uno spazio di rette, con n =|r| (Vre %), d-im-
merso in uno spazio grafico S,. Allora ¢ n>d - 2, inoltre K & (cfr. prop. I)
una calotta di specie d tale che per ogni %, y € K (2 5= 9) passa un sol S, che
incontra K in » punti, tutti gli altri S, per #, y incontrano K in al pit d 4 1
punti. Vieeversa una calotta di specie d di S, soddisfacente alla precedente
proprietd & uno spazio di rette di cardinalith » d-immerso in §,. Per ogni
re® sard v = KN S, un n-arco in 8, (cio¢ un insieme di » punti a d 4 1
a d -+ 1 indipendenti di S,).

Supponiamo ora che S, sia uno spazio di Galois §,, e che sia d=2 ¢
quindi n»>4. Proviamo che

II. 8¢ én>(q+ 4)/2, allora due qualsiasi piani oy, oy di 8, ,, n-secanti
lo spazio di rette K 2-immerso in S,,, sono congiunti da un 8., con ¢>4. Ne
seque che t>4.

Dimostrazione. Siano ¢, = o, N K e C, = o, N K. Evidentemente C,
e (), sono due n-archi piani che hanno in comune al pitt un punto H. Suppo-
sto per assurdo che o, e o, siano congiunti daun 8y, sita Pe 0, — C,e@ € 0, — C,.
Sia s una delle n — 1 refte secanti C,; per P, se ¢, N C, = @, ovvero una delle
n— 2 rette seeanti C; per P diversa dalla HP, se ¢, N €, = H. 11 piano «
per @ ed s appartiene all’S, ed incontra ¢, in una retta u. La « non pud essere
secante C,, altrimenti il piano « avrebbe 4 punti in comune con K e quindi
intersecherebbe K in una «retta» di (K, &), ma allora per la retta s di S,
che & 2-secante K, passerebbero due «rette» di (I, #) (precisamente C; ed
oM K). Ne segune che u ¢ tangente all’n-arco C,. Le n— 1 o n— 2 rette
secanti C, per P determinano cosi rispettivamente n — 1 o n— 2 rette di o,
tangenti per ¢ a ., deve allora essere rispettivamente n — 1<q 4 2 — n,
cioé n< (¢ + 3)/2 ovvero n — 2<q + 2 — n, cioé n< (¢ + 4)/2. Ma cid & escluso
supponendosi n > (¢ + 4)/2, si ha cosi Passerto.

I1I. Se K ¢ un piano proiettivo, d’ordine n— 1, 2-immerso in S con
¢l ’ t,as
t>5, allora ogni Sy di S, contiene al pin due piani n-secanli K.

Dimostrazione. Se un 8; contenesse tre piani m-secanti I, poiché
due « rette » di (K, #) hanno sempre un punto in comune, si avrebbe che tutto
K sarebbe contenuto in §,, ma cio ¢ escluso perché K ¢ congiunto dall’sS,
ed ¢ ¢>5, onde 1’asserto.

Dalla proposizione III e da quanto provato in [1&], segue che

IV. Un piano proiettivo d’ordine ¢ dispari 2-immerso in una S,,, con
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t>5, ¢ una superficic di Veronese di S ,, onde &t = 5 ed il piano ¢ disarguesiano.
Svariati problemi si pongono in questo ordine d’idee. Ne indicheremo aleuni.

%2, . — Esaminare se ogni piano proiettivo d’ordine ¢ che sia d-immerso in
uno spazio di Galois §,, risulti una superficie di Veronese rappresentativa
delle curve d’ordine d di un S;q. Per d =2 e ¢ dispari la risposta & affer-
mativa (¢fr. prop. IV). '

P, . — Ogni spazio di rette 1-immerso in un piano di Galois 8, . da origine,
sulla superficie di Veronese di 8;, rappresentativa delle coniche di 8.4, ad
uno spazio di rette 2-immerso in §;,. Esaminare se esistono altri spazi di
rette 2-immersi in 8;, oltre ai suddetti, cioé se esistono degli spazi di rette
2-immersi in S;, che non siano traceiati su una superficie di Veronese.

#;. — Osserviamo che, se (K, %) ¢ uno spazio di rette (con n =|r|,
Yr € #) 2-immerso in S.., ogni piano n-secante K interseca K in un n-arco
piano e quindi ¢ n<q -+ 1 se ¢ ¢ dispari, n<q + 2 se ¢ & pari, inoltre da
ogni punto di un tal piano «, per cui passano secanti all’n-arco « N K, non
possono passare rette secanti I{ e non giacenti su «; ne segue che se I'n-arco
oo N K & completo ogni S, per « incontra K al pitt in un punto fuori «, onde &
LI <n 4 ¢2 4+ ¢~* + ... + ¢. Tenuto conto di cid e della prop. II, esaminare
se esistono spazi di rette 2-immersi in §,, con 1=3 o0 t=4.

#,. — Tenuto conto dell’osservazione precedente, studiare gli spazi di rette
2-immersi in §,, con n=gq 4 1.

#;. — Esaminare se esistono spazi di rette 2-immersi in S, con n=q- 2,
essendo ¢ pari.
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Summary

This work is a survey on combinatorial geometries and line spaces and an approach
to the sludy of Steiner systems from the combinatorial point of view. After some recalls
on geometrical spaces and on line spaces, we consider closure spaces and combinatorial
spaces. Then we enphasize the links between line space and combinatorial geometries.
At last we deal with Steiner systems (S, #), with |v|=n (Yre @) and |S|<n3 and
we turn to the study of line spaces d-embedded in a graphic space.



