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Sur le probléme restreint des trois corps (*¥)

A Grorgro SestTIiNI per il suo 70° compleanno

1. - Introduction

Soit un systéme mécanique 4 n degrés de liberté, de Lagrangien
(1.1) LG, 1, V) = $9:4(0, ¢’ + e, )G° — 9l 1),
avec les hypotheéses

;= da

(1.2) i = Gie, (¢ = dt)’

(1.3) det (g,)5= 0,

toutes les foncetions intervenant dans la relation (1.1) étant au moins de classe €2
par rapport & Pensemble de leurs arguments. Nous suivons les notations de
J. Steigenberger ([19], pp. 991-992), cet auteur ayant donné l'exposé le plus
général et le plus récent de la séparation des variables dans I’équation aux
dérivées partielles de Hamilton-Jacobi. Lies sommations portent sur les in-

dices latins et jamais sur les indices grecs.

On a.ppelle @; le potentiel covariant et ¢ le potentiel scalaire du systéme.

Les moments du systéme sont définis par

oL

(14) Pr = a—q’” == gqur -+ Py

(*) Indirizzo: 22, Kasteellaan, B-1641 Alsemberg, Belgique.
(**) Ricevuto: 3-IX-1978.
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d’ol
(1.5) (jk = g (p. — %) .

On définit ’Hamiltonien par H = p,-¢"— L, d’ont

(1.6) H=H(p,¢1) =390 — @) Ps— @) + .

Un systéme d’Hamiltonien (1.6) est désigné par la notation {H} ou par
la. notation {g%, @, @}.
I’équation aux dérivées partielles de Hamilton-Jacobi du systéme s’éerit

o8 o8

(1.7 §+H(5—q*,q,t)=0~

On dit qu’une fonction § est intégrale compléte de (1.7) si (a) elle est solu-
tion de (1.7); (b) elle dépend de ¢, de ¢ et de » constantes arbitrairves a,, a,, ..., a,
telles que

028
(1.8) det (a Ba,

)% 0.

Conformément au théoréme de Jacobi, la détermination d’une intégrale
compléte de (1.7) est équivalente a la résolution du systéme d’équations dif-
férentielles canoniques

.. OH . oH
(1.9) qk=a, 29k=—'a;lz:

du mouvement du systéme matériel considéré.

On dit que DPéquation aux dérivées partielles (1.7) et, par suite, le
systéme {H}, admettent la séparation des variables §’il existe une intégrale
complete de (1.7) ayant la forme

(1.10) 8{g, t, @) = So(t, ay, a,, .. ,a,, ) - ES, G5y Qyy Aoy vuny Q)

k=1

Au second membre de (1.10), la premisre fonetion S, dépend de ¢ et d’une
ou plusieurs constantes a,, a,, ..., a,, éventuellement de toutes ces constantes;
les fonctions S, dépendent chacune d’une seule variable ¢ et aussi d’une ou
plusieurs constantes ay, a,, ..., a,, éventuellement de toutes ces constantes.
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On introduit les quantités
o0:H ©oH cH 0*H oH oH

_ _¢H 0HOE  wH 3HH
0Pe0¢° g Ops ~ Ope Ops 0g° 3¢”’

¢ = C{H) 0*H ¢H _ o*H oH
20

00

11 résulte des travaux de Levi-Civita [11] et de Forbat [3] que les condi-
tions de séparabilité ont la forme suivante.

Théoréme 1.1. ILéquation auz dérivées partielles (1.7) admet la sépara-
tion des variables si et seulement st

(1.12) (@) 0=0, (0 # 0), Y(p, 4, 1), (by O=0, V(p, ¢,1) -

00 00

Avec les conditions (1.12.a) et (1.12.b) on peut:

(a) soit vérifier si un systéme {H} admet la séparation des variables,
ce qui ne demande que des dérivations;

(b) soit construire un Hamiltonien H admettant la séparation des varia-
bles, mais par intégration d’un systéme d’équations aux dérivées partielles.

Une publication antérieure (Huaux [7];) contient un rappel de résultats,
avee des démonstrations, des conséguences des formules (1.12.a) ainst que les
démonstrations des formules (1.12.a) et (1.12.b) elles-mémes.

Steigenberger ([19], p. 994) généralise d’abord un raisonnement de Levi-
Civita ([11], p. 385) en établissant les propriétés suivantes.

Théoréme 1.2. La séparabilité de {g7, ou, @} implique lo séparabilité de
faii. 0, 0)
g U, Vs

Théoréme 1.3. (Steigenberger [19], p. 995). Si le potentiel scalaire ¢
dépend de toutes les variables de configuration ¢, alors, dans le cas de la sépara-
tion des variables, Vénergic cinélique a nécessairement la forme orthogonale,
cest-a-dire

(1.13) g =0 (05 0) -
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Pour cette raison, Steigenberger a limité son étude aux coordonnées ortho-
gonales avee, comme application prineipale, le mouvement d’un point matériel
en velativité restreinte. On constate, dans les applications, qu’il est souvent

génant de se borner & un potentiel scalaire ne dépendant pas de toutes les
rariables de configuration. Dés lors on posera

(1.14) g° = g = ¢ = ¢"(q)
8¢ étant le symbole de Kronecker.

Des trois Théoremes précédents, il résulte que si le systéme {g, ¢., ¢} ad-
met la séparation des variables, le systéme {¢¢, 0, 0} admet aussi la séparation
des variables. Cette remarque va permettre de construire des coordonnées
ponctuelles pour le systéme {g?, @, p}: on cherche dabord les systémes de
coordonnées ponctuelles & I’aide desquelles le probleme {g?, 0,0} admet la
séparation des variables; s’il en existe, on écrit ensuite le systéme {0 @1, @}
dans ces mémes coordonnées; on vérifie enfin siles conditions (1.12.a) et (1.12.b)
sont remplies.

I est clair qu’en pratique la recherche de coordonnées vérifiant des condi-
tions particuliéres est plus commode pour {g?, 0, 0} que powr {¢‘, @, ¢}.

Marche du caleul. La démonstration du résultat annoncé dans le
résumé va suivre les étapes que voici:

(I) Expression générale des systémes de coordonnées ponctuelles eb
orthogonales du plan, & ’aide d’équations paramétriques (2, 3, 4, 5) (Huaux [7];).

(2) Démonstration élémentaire d’un théoréme de Weinacht [23] et
Mayne [15]: & deux degrés de liberté, le cas de séparation des variables de Liou-
ville est unique des que Dénergie cinétique a la forme orthogonale (6,7, 8)
(Huaux [7],).

(3) Démonstration élémentaire d’un théoréme de Liouville: dans le
mouvement plan, les seules coordonnées ponctuelles conduisant & la sépara-
tion des variables pour les cas de Liouville {g’, 0,0} et {g 0, ¢} sont les co-
ordonnées elliptiques du plan ou leurs dégénérescences: coordonnées para-
boliques, coordonnées polaires et coordonnées cartésiennes (9) (Liouville [13],,
362, 15 et 16, Huaux [7]). II en résulte immédiatement que le probléme des
deux centres fixes n’admet la séparation des variables qu’en coordonnées el-
liptiques, (Huaux [7],).

(4) Démonstration de ce gue le probléme restreint des trois corps n’admet
pas la seéparation des variables en coordonnées elliptiques (10) (Huaux [7],).
Or, si Pon appelle ici probléme {¢’, ¢,, ¢} le probléme restreint des trois corps,
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le probléme correspondant {gé, 0, 0} est le probléme résumé au (3) ci-avant.
De plus, il est évident que le probléme restreint des trois corps n’admet la
séparation des variables ni en coordonnées paraboliques ni en coordonnées
polaires ni en coordonnées cartésiennes.

On peut done conclure que le probléme restreint des irois corps nadmet la
séparation des variables dans aucun systéme de coordonnées ponctuelles.

2. = Sur les coordonnées orthogonales du plan (Huaux [7];)

Pendant plus d'un demi-siéele, G. Darboux a étudié les courbes orthogo-
nales et les systémes triples orthogonaux. Dans son dernier ouvrage ([2], p. 158,
formule (66)), il énonce le résultat suivant.

Il suit de la que quelles que soient les fonctions D(w -+ ty) et Dy(x— iy),
zes deuw familles

(2.1) Dz + iy) + O — ity) = const, D + iy) — Dy — iy) = const

lont composées de courbes se coupant mutuellement & angle droit. Les systemes
ainsi obtenus sont dits orthogonauw et isothermes. Ils peuvent étre composés de
courbes réelles; il suffit de prendre pour @ et @, des fonctions imaginaires
conjuguées.

D’aprés le contexte, les fonctions @ et @D, doivent étre holomorphes, con-
dition indispensable dés que 'on fait intervenir les pentes des courbes. Comme
exemple, Darboux généralise les ovales de Cassini, puis passe aux propriétés
métriques focales des coniques.

Les formules (2.1) ci-dessus suffisaient & Darboux pour une étude géomé-
trique, par exemple obtenir des propriétés des courbes et des surfaces en faisant
intervenir des éléments & Pinfini et des éléments imaginaires; toubefois, ces
mémes formules (2.1) se prétent mal & 1'étude du mouvement plan d’un point
matériel. Nous allons chercher des formules équivalentes & (2.1) mais sous
forme d’équations paramétriques et non d’équations implicites.

Rappelons que si 'on a exprimé un probléme de Mécanique Analytique en
coordonnées cartésiennes, on change fréquemment de coordonnées, surtout
pour des raisons de commodité. On prend de nouvelles variables ponctuelles
(u, v) définies par

(2.2) z=awv), Y=y,
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et telles que le jacobien de (z, y) par rapport & (%, v) n’est pas identiquement nul

a(wy ./)
o(u, v) ”

(2.3)

’

I’énergie cinétique s’exprime & P’aide du nouvel élément linéaire

oy,

(2.4) ds? = da® - dy? = [( ) -+ ( ) 2] du?

ou

ox ox dx , Oy Oy
+ [(av) +( )}d -+ -a[au Ev+ 50 32 =] dudw.

D’ordinaire, outre J 340, on impose aux nouvelles coordonnées d'étre
orthogonales, c¢’est-a-dire telles que l'on ait

wae, ooy
ouov ' ouov

—
[N
<t

=

(’est une conséquence du Théoréme 1.3 rappelé ci-avant et que Steigen-
berger a établi dans toute sa généralité. Rappelons aussi que dans un systéme
de coordonnées ponctuelles non-orthogonales, le potentiel des forces extérieures
ne peut dépendre de toutes les variables de configuration, ce qui est tres
génant en Mécanique Analytique.

La condition (2.5) donne lieu aux éventualités suivantes

or 0y ox oy

3 = 3 %Zlb(uav)%,
(2.6) ou (2.7)

or Oy or 1 oy

v ou’ v u(u,v) ou’

avee u(u, v) non identiquement nulle, continue et dérivable jusqu’a un ordre &
préciser dans chaque cas. Comme on envisage chaque fois le cas réel et le cas
imaginaire, on a bien, en tout, 4 cas distinets. Enfin, si elle est remplie, la
condition (2.6) entraine

oz oy,

(2.8) 4 e = e 4 Dy,

on dit alors que le systéme de coordonnées correspondant est isométrique; d'une
facon abrégée, les 4 points correspondant aux wvaleurs des paramétres (u,v),
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(u - du, v), (#,v 4 dv) et (w -+ du, v -~ dv) forment, a des infiniment petits
d’ordre supérieur preés, les sommets d’un carré.

La résolution de (2.6) ou (2.7) introduira des fonctions arbitraires dont on
ne pourra pas disposer comme Pon voudra et qui seront méme précisées de
fagon trés rvestrictive & la moindre condition nouvelle.

Remarque 2.1. En Cartographie et en Mécanique Appliquée, on uti-
lise fréquemment les transformations conformes oi, non seulement, (2.5) est
satisfaite, mais aussi (2.6) et sa conséquence (2.8); toutefois ces disciplines
recourent souvent & la méthode numérique et graphique appelée « méthode
des petits carrés », pour tenir compte des conditions aux limites. Autrefois,
Gauss ([4], pp. 202-211) a montré le premier, par un procédé théorique, qu’on
peut établir une représentation conforme d’une demi-quadrique sur an moins
certains de ses plans diamétraux. Cette proposition a été généralisée par
Liouville ([13],, note V, 601-608) pour deux portions de surface analytique;
Iénoncé qu’en donne Goursat ([5], tome 2, pp. 346-347, §374) est une appli-
cation de la théorie du facteur intégrant: «... deux portions suffisamment pe-
tites de surfaces analytiques pewvent éire représeniées conformément Pune sur
Pautre ». Valivon ([21], tome 2, pp. 469-473) donne également cette proposi-
tion, comme propriété relative & la théorie des surfaces.

Enfin, la méthode pratique et utilitaire des «petits carrés» était couram-
ment utilisée dans les bureaux d’études voild plus d’un demi-siéele, notam-
ment pour établir les plans des aubes des machines centrifuges; citons sim-
plement une monographie de Maison-Neuve et Pfyffer [14].

3. - Résolution de (2.6)

3.1. - Solution réelle de (2.6)

Les relations (2.6) sont les conditions d’holomorphie de Cauchy-Riemann
exprimant que la fonction complexe

(8.1) 2 = a(u, v) + t-y(u, v) (12 = —1),

est de classe €. Donc la théorie classique des fonctions d’nne variable com-
plexe est de rigueur. Comme on tire des équations (2.6)

o0 | O oy
(3.2) 55t as =0 et (3.3) s

%y
ov: !

.{_

12
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x(u, v) et y(u, v) sont des fonctions harmoniques conjuguées. Si, par exemple,
on se fixe x(u, v) harmonique, la fonction ¥y(u,v) conjuguée est

w a o v a
(3.4) ywo) =— | Zdu+ [ [=] v .

u=ul

On peut résumer (3.2), (3.3) et (3.4) & P’aide d’une fonction holomorphe I
et donner les équations paramétriques cherchées

(3.5) T = % [F(u + iv) + Flu — )], y = 5—21—% [F(u + iv) — I'(u — v)].

Compte tenu de (2.6), I’élément linéaire s’éerit

. 0T, oz, . .
(3.6) ds* = [(z)* + ()] (@u* + d0%),
et, compte tenu de (3.5),
. . ar
(3.7) ds? = F'(u -} iv)- F'(u — iv) - (du® 4 dv*); (F'(z) = ﬂ) .

Cet élément linéaire est isométrique. Ce premier cas rentre dans les trans-
formations conformes.

3.2. - Solution imaginaire de (2.6)

Soient deux fonetions holomorphes I et &; soient a, b, ¢ et d quatre para-
métres réels ou imaginaires, & calculer. On pose

38) ws=af(utiv)+b-Gu—iv), y=cFlu-+iv)- d Gu—w).
On porte (3.8) dans (2.5), d’ou
(3.9) (a® 4 ) B 2(u + iv) — (b® + d2) G2y — iv) = 0

et le jacobien de (z,y) par rapport & (u,v) ne peut étre identiquement nul

@, y)
o(u, v)

(3.10) —i(ad — be)-F'G' 5 0 .
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Les conditions (3.9) et (3.10) entrainent
(3.11) ¢= +ta et d= 41D (ot ad — be = + 2¢-ab),

et les équations (3.8) deviennent
(312) @ =a Flu+iv) 4+ b-Gu—iv)y, y=F ]; [a-F(u—+iv)—b- G(u—iv)].

En cas général, les équations (3.12) représentent des courbes imaginaires
orthogonales, souvent étudiées par Darboux; elles ont un intérét certain en
Géométrie mais trés faible en Mécanique Analytique. I’élément linéaire s’écrit

(3.13) ds? = dab P (uw + ) G (u — i) (du® + dv?),

il est isométrique mais imaginaire. Si dans (3.12) on fait ¢ = b = % et si au
double signe on choisit le signe 4, on a une généralisation immédiate de (3.5).

4. - Résolution de (2.7)
4.1. - Solution réelle de (2.7)

Tout d’abord, x(u,v) et y(u,v) ne sont pas arbitraires. Comme on doit
avoir, par exemple,

o% 0%
(1) dudv  ovou’

on tire de (2.7) et (4.1)

o 10z 9, ox
. = (= =— — (=) =03
(4-2) ou (,u 821,) + ov (w 81)) ’
(4.2) généralise (3.2) et (3.3). Done, si I’on se fixe I'une des fonctions z(u, v)
ou u(u,v), Pautre doit &tre solution de I’équation aux dérivées partielles (4.2).
Ensuite, ayant fixé ou calculé x(u, v) et u(u, v), on obtient y(%, v) par ’équation

% or . e 1 ox
(4.3) y(u, v) = —u{ ulu, v) . du + v{ [m @]ﬁz-
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1’élément linéaire devient
L) 1 [
(4.4) ds? = [( ) + p® ( ) 1 (du® 4- e do?) ;

si u dépend & la fois de w et de v, on ne peutrendre I'élément linéaire (4.4)
isométrique par un changement de variable immédiat. Enfin, la résolution
de (4.2) n’est pas commode.

4.2. - Solution imaginaire de (2.7)

Avec des coordonnées imaginaires, on aura

(U, v) = By(U, ©) -+ P @2, 0) YU, V) = Yu(u, v) + T ya(u, V),
(4.5)

plty ) = i, v) + o us(u, v) .

Ces 6 fonctions @y, @., 41, ¥», a1, Ms De sont pas arbitraires: elles doivent
&tre harmoniques, conjuguées 2 4 2 et enfin vérifier des conditions que nous
allons préeciser. Compte tenu de (4.5), les relations (2.7) deviennent

01, ; 0% o0x, oy . 0,

—é':{; au (lu’l + /L‘u"’) (a + a,v)
(4.6)

?_a_é . 0%, Y 2 S v ifiy % an

w " ow -+ Gu T3

ou, en séparant les parties réelles et les parties imaginaires,

% . _61?./1 _ Biz o, 0y oY,
du M0 T M e Gu T e TH
- 0wy _ 8J1 0%
(4.7) w :“1—'_1“ [pa +'L28 =1y
amg aJl an

[t

v o + uE 13w
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Les dérivées secondes rectangulaires de z; et de =, doivent étre égales,
comme d’ailleurs celles de y, et y,

(L.8) O, 0 P, 0,
’ Judv cvow’ oduov ovow’
et

(4.9) 0%y, _ 0%, 0%, - 0%,

duov  ovow’ Oudv  ovou

En portant (4.7) dans (4.8), on élimine #, et x,. Si Pon se fixe 4, et y,
harmoniques et conjuguées, on obtient avec (4.7) et (4.8) un systéme de 2 équa-
tions aux dérivées partielles & 2 inconnues, u, et w,. Si ce systéme admet
une solution (u,, u,) formée de 2 fonctions harmoniques et con]uguues ; et @,

sont données par

(410) y(u, 0) = f 8Jol du n f [ Lvl
s oy, an 8J1 8y2
_ Y dw — dv .
‘UJ; (Hl ov #e ﬂ o v{ [ Li + 1“2 ( (1 + ou )]"ife
4 O, ¢ 0x,
(£11) my(u,2) = [ = d+f[aﬂ
u 81/1 /0 8’1/1 a'l 5
_ y = 1 5 o g —
Jue e Byat frt e B n Ly

Les calculs deviennent rapidement inextricables.

5. - Exemples

N

Exemple 5.1. Cherchons un systéme de coordonnées isométriques 2
variables séparées, done qui vérifie (2.6) et s’éerit

(5.1) o =c fi(u) g:(v), Y= c[s(u) g:(v),
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olt ¢ est une constante. Tous caleuls faits on trouve

62 o =chw) aw, y=c J (0 + ’—‘%«’) (G — T gi(o)

ou k, Cy et C, sont des constantes réelles. Aux notations prés, on retrouve
les coniques homofocales; la notation suivante est plus commode que (5.2)

{(5.3) @ = c-chu-cosv, 4 =cshu-sino.

Les relations (5.3) prennent la forme (3.5) si 'on pose

(5.4) F(u 4 iv) = ¢-ch (u + i),
dott

(5.5) @ + iy = ¢-ch (u + iv)
et

(5.6) r = rl)— [eh (# 4 iv) -+ e¢h (. — w)], ¥ z% [eh (% +v) — ch (uw — iv)].

Exemple 5.2. Cherchons un systéme de coordonnées isométriques de
la forme

i O 1 R C T
(51) r=c ﬁ1(1L)+G(@)’ y=¢ F(QII)'{"‘G(U)

(¢ est une constante réelle). Les relations (2.6) et (5.7) donnent
(5.8) f(w)-G'(v) + g(v) - F'(w) = 0,
(6.9 f'(w)- B(u) + f'(v) - G{v) — fluw) F'(u) =

= ¢'(v) F(u) + g'(v)- G(v) — g(v)- &' (v) .

(5.8) entraine (1 const.)

(5.10) z«% S g(;"z) = A f(u) = AF'(u), g(v) = — AG(v).
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(5.9) et (5.10) donnent
C(5.11)  AR(u) F(u) 4+ AT (u) G(v) — AF'*(w)
— AG"(v) - F(u) — AG"(n) - G{v) + AG2(v) = 0
on

(3.12) (P(u) + G0)) - (F"(u) + G () = F'*(w) + G'*(0).

Pour résoundre (5.12), en se limitant aux solutions de classe €, on dérive
2 fois les 2 membres de (5.12), une fois par rapport a « et une fois par rap-
port & ¢. On trouve alors

. Flw) @)
(5.13) Tla) ~ G p == const .

Les équations différentielles (5.13) donnent, en prenant A'=» =1 et en
annulant les constantes d’intégration

(5.14) F(u)==chu, Gv)=-cosv; flu) =shu, glv) = sinw.
On trouve finalement -

sh % sinv

5.15 —r =g ——— .,
(5.15) v=c chu -+ cosv’ y chu - cosv

Ce sont les coordonnées axiales, composées de cercles orthogonaux; elles
ont été découvertes par Lord Kelvin [8] dans ’étude de la propagation de la
chaleur.

Elles peuvent s’éerire, en posant

(5.16) F(u + iv) = ¢-th

“t“’, (.17) @iy =c- th“””” ;

(5.18) x:»[thﬁ—%—v.i_th__ 17], Z/=—%[thu—;w-—thu;w],
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On trouve (5.16) en partant de (5.15) d’ou Ion tire

shu -4 sino _ shu + shiv

(6.19) @ +dy =c chu+ cosv  ° chu -+ ohév

u—+iv  u—w
sh

2 ch
o~ .
2 2 u —+ v
== ¢ - — = ¢ th — y
w ~ U — 10 2
2 ch ch
2 2

Exemple 5.3. Les coordonnées paraboliques, qui sont définies par

(5.20) T = ut—0, y=2uw,
d’ol
(5.21) @41y = (u+ w2 et Flu+ iv) = (41 ).
Il vient
(5.22) =z = :% [{u + )2+ (u— iv)?], Y = zl—z [(w + i) — (% — iv)?].

Exemple 5.4. Les coordonnées polaires,
(5.23) @ =r-cos0, y=r-sing, ot @iy =r-e’.

Sous cette forme, I’élément linéaire n’est pas isométrique

(5.24) ds? = dre 4 r2df? = 7((}7 + 462 ;
on le rend isométrique en posant
{5.25) r=c¢, 0=u0,

d’ott (5.23) devient

(5.26) T=e"COSV, Y=esinwv, et @ -} iy = evtiv,
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d’ont
(5.27) Flu + iv) = evtiv,
et
1 _ _
@ =3 (exp (w -+ v) -+ exp (w — iv)) ,
(5.28)

Y == % (exp (w + iv) — exp (uw — iv)).

Avec (5.26), ’élément linéaire devient
(5.29) ds? = da® + dy? = e (du? -+ dv?),

il est bien devenu isométrique.

Un cas concret ot on rend 1’élément linéaire isométrique en coordonnées
polaires est emploi de la projection de Mercator (par exemple, cfr. Goursat [5]
tome 1, p. 644).

6. - Application aux systdmes mécaniques & deux degrés de liberté (Huaux [7])

Soit un systéme mécanique 4 deux degrés de liberté, supposé conservatif,
défini par une énergie cinétique 7' et un potentiel V'; soient u et v les variables
de configuration.

Soient p, et p, les momentoides conjugués; 'Hamiltonien d’un tel systéme
mécanique peut s’écrire, en cas général,

‘ 1 pi H 2
(6.1) A=r4v=sE & ol vy
“ P P P12

ol ¢y, s, 1. €t 7 sont des fonetions de classe € par rapport & 'ensemble de
Jeurs arguments.

La condition de séparation des variables de Levi-Civita, rappelée ci-avant
aux formules (1.11) et (1.12.a), s’écrit

0*H oH 6H  ¢*H ¢H oH 0*H ©oH oH 0*H 0HoH

(©-2) 530 3p, 3p.  Budp, op, 9o 3pi5v ou 3p, | Opiop. Bu dv
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La condition (6.2) prend ici la forme d’un polynéme en p, et P. qui doit
étre identiquement nul. On obtiendra les conditions de séparation des variables
que Pon cherche en annulant d’abord le terme indépendant de P, et p,, puis
les coefficients respectifs de p, et p,, et ainsi de suite. Dans (6.2), le terme
indépendant de p, et p, s’écrit, compte tenu de (6.1),

1 oVov

(6-3) et a5 0

ce qui exige, si ¥V dépend 4 la fois de u et v,

(6.4) =0;

done Pemploi des coordonnées orthogonales dés que V dépend des deux variables
de configuration % et v. On a en (6.4) une application du Théoréme 1.2 et de
la relation (1.13). Compte tenu de (6.4), la relation (6.1) s'écrit

65 H=T+V:%[§é+%€]+v_

On vérifie sans peine que (6.2) donne lieu & trois autres conditions, données
respectivement par un terme en p,-p., le seul 4 faire entervenir V, un terme
en pi-p, et un terme en p,-p3. Aprés simplification, ces termes sont, dans ’ordre
suivant qui est le plus commode pour la résolution,

(a) coefficient de p-p,

Pgr L 0piOpy 1 00 _
(6.6) uds g dw B0 gm0 O

(b) coefficient de p,-p3

0%, 1 Op, 0p, 1 0p, 0p,

oudv @, ou v | @, ou ov

(6.7)

}
(e) coefficient de p,-p,

oV 1 0,0V 1 8,0V
_— —_—— e — —_— = 0
ouov T P OV Ou T

(6.8) o B0 0
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Les relations (6.6), (6.7) et (6.8) forment un systéme de trois équations aux
dérivées partielles non linéaires du deuxiéme ordre en les fonctions inconnues
@, @ €6 V3 comme (6.6) et (6.7) ne contiennet pas V, on caleulera d’abord ¢,
et p, 4 Paide de (6.6) et (6.7); on les porte alors dans (6.8), d’ou V(u, v) fina-

lement.

7. - Résolution du systéme (6.6), (6.7), (6.8)

Multiplions les deux membres de (6.6) par 1/, et les deux membres de (6.7)

par 1/g,; retranchons les résultats obtenus. Il vient

12 108p2p 1 2, 1 0p,0p, 0
pLoudy @) ou 0v @, 0ucv = @i ou oV

0 1 0y 1 og,
7.2 — —
(7-2) ou [qpl ov Eu @s 81)] 0

d’olt en intégrant par rapport & w

. 18p, 10p, 0
(7.3) q—j—; i poy S 3 In P(v)

(7.4) P = Pw)e®?,.

I

En intégrant les 2 membres de (

(7.5) In @, — In g, = In P(v) — In Q(x)
ot

(7.6) Q = Qu) e €,

doit |

) n(w,0) _ PO

pa(, v)  Qu)

b4

7.3) par rapport & w», il vient
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Eliminons ¢,(u, v) entre (7.7) et (6.6). On a d’abord

(7.8) Pa(tty ©) = @y(u, v) %%,
puis (7.8) donne
(7.9) Ing,=Ing, + In@w)— In P).

Dérivons les deux membres de (7.9) par rapport & u

1%, 1%, 1 49
P 0 @ 0w | Qu) du

(7.10)

Dés lors, (6.6) et (7.10) donnent

%, 1 dQ ¢,

(7.11) oudv ' Q dw o !
ou
(7.12) A T,

Opufov Quov  Q(u) duw’

d’ou en intégrant les deux membres de (7.12) par rapport & wu,

o, dR
Ivd — = — 1 hea—
(7.13) In B InQ(u) -+ 1n 0
avec
(7.14) R = R(v)e €.

La relation (7.13) donne ensuite

. opy 1 dB
(7.15) v Q) dv’

Intégrons les deux membres de (7.15) par rapport i o

_ L S
(7.16) P1(%, V) = ) B(v) o)’
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avee
(7.17) S = S(u)e €.

Finalement on trouve

R S
(7.18) Pi(u, v) = %@

Deés lors, (7.18) et (7.7) donnent

R(v) - S(w)

(7.19) @u(tt, V) = 20

C'est bien la forme de Liouville.

183

Il reste & calculer le potentiel ¥(u, v). Considérons (6.8) qui s’écrira,compte

tenu de (7.18) et (7.19),

) v 1 aBev., 1 dsav_
(7.20) udv ' R(@) -+ S(u) dv ouw ' R(v) + S(u) du v

La forme méme de (7.20) suggere de poser, ce qui ne nuit pas & la géné-

ralité,

_ o w(u,0)
(1.21) V(u, /U) - _R(?]) + S(’u/) ]
avec

(7.22) wlu, v) € €.

On vérifie sang peine que (7.20) et (7.21) entrainent

oy

(7.23) T 0,
d’olr
(7.24) w(u, ©) = () - pa(v)

ol yy(u) € €2 et y,(v) € 2.
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On a alors

() 4+ ()

(7.25) V(’“" ?}) - R(’U) + S(/ll:) .

Finalement, compte tenu de (7.18), (7.19) et (7.25), (6.1) s’écrit

- _ 1 2 o2 wi(u) - pa(v)
(7.26) H = 5(Ro) + S) [@(w)-pi + P(v)-pi] + Ro) = S(0)

c’est bien la forme de Liouville.

Coneclusion. Pour un systéme mécanique (T, V) conservatif, & deux degrés
de liberté, o le potentiel dépend des deuw variables de configuration et o toutes
les fonctions envisagées sont aw moins de classe €® par rapport & Iensemble de

leurs arguments, le seul cas de séparation des variables est celui de Liowville.

Cas particulier. Si en plus de (6.4) on s’impose

(7.27) Q=@ =@,

done silon se limite au cas isométrique, les conditions (6.6) et (6.7) se réduisent
a la condition unique

g
(7.28) oudv 0
d’our
(7.29) P11 =@y = @ = R(v) + S(u).

Enfin, (7.29) et (6.8) donnent, en essayant & nouvean

p(w, v)
(7.30) Viu, v) = R(v) + S(w)’

la condition

(7.31) i
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d’ott & nouveau

)+ pa(v)

(7.32) Viu,v) = @) + S@) ’

et (7.26) devient, compte tenu de (7.29) et (7.32)

)

i+ pi pi(u) + p.(v)
E(v) 4 S(u) R(v) + S(u)

1
(7.33) H =7

Remarque 7.1. Liouville ([13],, p. 346, formule (6), [2], [3]) a établ
son cas de séparation des variables sans s’occuper de son unicité; il avait sur-
tout en vue I’étude des géodésiques de Pellipsoide. Il a montré successivement
que les coordonnées elliptiques ([13],, p. 352) conduisaient & son cas de sépara-
tion des variables, puis, plus loin, ([13], pp. 360-368), que les seules coordonnées
ponctuelles conduisant & son cas de séparation des variables dans le mouve-
ment plan sont les coordonnées elliptiques. Enfin, ([13],, §10, p. 357), Liou-
ville montre que si les 2 foyers réels des coniques homofocales se rapprochent
et tendent vers l'origine, on retrouve simplement les coordonnées polaires.
Au méme (§10, p. 358 [13],), Liouville montre ensuite que si la distance des
foyers angmente indéfiniment, & la limite on retrouve les coordonnées carté-
siennes. Pour terminer ce (§10, p. 358 [13],) Liouville montre qu’en laissant
un foyer fixe et en faisant tendre ’autre vers une position a Pinfini, suivant
une direction qualconque, on retrouve les paraboles orthogonales. Dans ee
travail, ces coordonnées sont signalées aux exemples 5.1, 5.4 et 5.3. Liouville
ne considére gue les foyers réels; des travaux récents ont recouru aux foyers
imaginaires pour des applications particuliéres (cfr. par exemple HUAUX [3],
§ 7, les références relatives & Vinti et Marchal).

Remarque 7.2. D’autres auteurs ont traité le probléme exposé ci-avant
dans les 6 et 7, soit & I’aide du caleul tensoriel (Levi-Civita [11], pp. 406-408;
Weinacht [23], pp. 279-284), soit & 1’aide de la théorie de 'équation aux déri-
vees partielles de Monge-Ampére (Mayne [15], pp. 36-52). Ces auteurs avaient
en vue une classification aussi compléte que possible des cas de séparation des
variables, & 2 et 3 degrés de liberté, ce qui fait quelque peu perdre de vue
Punicité du cas de Liouville.

Remarque 7.3. A notre connaissance, l'unicité des coordonnées ellip-
tiques établie par Liouville n’a guére été signalée dans les traités; sur ce point
de vue, nous n’avons lu que deux bréves références de Darboux ([2], tome 2,
p. 422 et tome 3, p. 52) et d’Appell ([1], tome 1, p. 602, exercice 21).
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Au 9 nous établirons I'unicité des coordonnées elliptiques dans le cas de sépa-
ration des variables, mais par des calculs plus courts que ceux de Liouville.

Remarque 7.4. En s’appuyant sur P'unicité du cas de séparation des
variables de Liouville dans le mouvement plan et conservatif, on peut démon-
trer que le probléme des deux centres fixes n’admet la séparation des variables
qu’en coordonnées elliptiques, dans le mouvement plan, et obtenir une géné-
ralisation & 3 dimensions, & savoir qu’alors ce méme probléme des deux centres
fixes n’admet la séparation des variables qu’en coordonnées ellipsoidales [7],.

8. - Sur la forme isométrique du cas de séparation des variables de Liouville

Le cas de Liouville ne se présente pas nécessairement sous forme isomé-
trique, ¢’est-a-dire sous I'une des formes

d d C D
(8.2) L = 3 14 + BN IG" + G- Far g
ou bien
1 pi+ i C(u) + D(v)
(8.2) B =5 Ty )~ Ay + B’

u et v désignant les variables de configuration, p, = p, et p, = p, désignant
les momentoides conjugués. On vérifie sans peine qu'un Lagrangien de la forme

Oulg") + Ox(e®)

1 2V [T (1) - (1)2 T (02 (2)2]
(8.3) L= 5 [A,(g") + Adg®)] [F1(gY) - (g9 + Folg®) - (¢%)7] A0 T

conduit aussi & la séparation des variables dans I’équation aux dérivées par-
tielles de Hamilton-Jacobi correspondante. Il suffit, conformément & (1.4),
de caleuler

oL L
(8.4) P = 5{1—’ (iei 1 =1, 2),

d’ol1, avec (8.3) et (8.4)

(8:8)  p1= (Ai(q") + 4u(e?) -Tulg)-¢*y P2 = (Al + Az(ﬁz)) “Fa(g?)- 4 -
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(8.3) et (8.5) donnent immédiatement

Ci(gY) + Oy(g?)
Ay (gt + Au(g?)

1 1 Pi D
H _ - 5 Y
(8.6) 2 A,(qY) + Au(g?) [F;(ql) + Fi(g?)

1+

En pratique on peut conserver (8.6) sans inconvénient, par exemple en
utilisant les coordonnées polaires du plan. Par contre, pour mener & bien cer-
tains raisonnements théoriques et pour faire de la Cartographie, il vaut mieus
rendre Uélément lindaire, donc la fonetion T, isométrigue. Dans ce but, on pose

(8.7) Q1= [VFi(g)dg*, Q= [VEFy(¢*)d¢*;

de (8.7) on tire ¢* en fonction de Q* et ¢* en fonction de @2; (8.3) devient

Dy(@") + D,(@%)

1 1 2 j1y2 Jr)e] - AT L L RS
65 D=FB@) + B@IIQY + @9 - phod rped,

avec

(8.9)  Bu@Y) = Aug"), BiQ*) = 4:g®), Di@") = Ci¢), D@ = Culg®).

La relation (8.8) se transforme aisément, si Pon pose

oL
(8.10) P, = 20’
en
1 PP D@+ Dy@Y)
H mmo— .
(8.11) 5 B0 + B0 T B(@h) + Ba(@)

Au 9 suivant, nous supposerons que la réduction & la forme isométrique
a 6té effectuée et nous prendrons PHamiltonien sous l'une des formes (8.1)
ou (8.2) uniquement. Nous nous limiterons méme a la forme de I’énergie
cinétique.

9. - Théoreme de Liouville ([13], p. 362; [15] et [16]; Huaux [7];)

Dans le cas du point matériel lié ¢ un plan, les coordonnées ponctuelles les
plus générales condwisant a une énergie cinétique de la forme

dv

1 du,
(9.1) T =54 + BOI 5 + (5

TR

13
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p_l_ Pt
2 A(u) - B@w)

sont les coordonndes elliptiques.

Habituellement, la mise en équation du mouvement plan d’un point matériel
seffectue en coordonnées cartésiennes rectangulaires, d’ou Pénergie cinétique
spécifique (si la masse du point matériel est prise comme unité) s’éerit

da

(9.3) 5 [(EZ) + (m) °.

Pour des raisons de commodité, on passe & de nouvelles variables u et v
mais en veillant & ce que (9.3) prenne la forme (9.1). Or,

de Oz du , ow dv dy oy dw =~ dy dv

(9.4) & dwdt Twa At dud ! dodr
d’ou
d 1. d
05 G+ G =10+ Gy
ow,, Y\, Ao, o Ow dx | Oy dy, du dv
+ [(E;) - (5;)) ! (Et.) -2 (Em " tu 8@) dt dt

Conformément au Théoréme 1.3, on s’impose une énergie cinétique ortho-
gonale, d’olt une premiére condition

oz 0w Oy dy

dudw T B 0

(9.6)

ensuite, pour rendre 1’énergie cinétique isométrique, conformément aux con-
sidérations du 8, on doit avoir

o 0
0.7 G+ Qe = Ee g e,

(9.6) et (9.7) forment un systdme de deux équations aux dérivées partielles
& denx fonetions inconnues x(w,v) et y(u,v), dont la résolution fournira le



[25] SUR LE PROBLEME RESTREINT DES TROIS CORPS 189

résultat de Liouville. On tire d’abord de (9.6), si 4 est une fonction inconnue
de u et v,

w_ e
(9.8) w7’ au_*}'av'

(9.7) et (9.8) entrainent, quels que soient w et v,

oz, . (0F%, 1 o
(9.9) G0+ 2 (5= (Bv)+ i (au) ;
ou
o 1
(9.10) [(Bu) + A2 -5 =0,

d’ott A est une constante
(9.11) A= +1.
Dans (9.11), le signe de 1 est indifférent. Prenons le signe -}, il vient

dr 0oy o oy
(9-12) ou v’ o ou

On retrouve évidemment les conditions (2.6) ci-avant et d’ott Yon avait
tiré certaines conclusions. Rappelons aussi que pour appliquer la méthode de
séparation des variables de Levi-Civita, il est nécessaire que dans (9.1) et (9.2)
les fonctions A(u) et B(v) soient de classe €®. Les relations (9.1), (9.5), (9.7)

t (9.12) entrainent

a. 3
(913) e+ (@ = 4w + B,

quantité aussi égale & (dx/ov)® 4 (Oy/ov):. Dérivons les 2 membres de (9.13)
une fois par rapport & « et une fois par rapport & »; tenons compte de (9.12);
il vient

o 9% o Oz or O
(9.14) Juov ' (B_ul + 8'1)~) + ou oudv + v ov? au
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Or, compte tenu de (9.12), il vient

0%x O
(9.15) 8'262 + a,v_! == O ?
d’ott (9.14) peut ’écrire
B o o _
(9.16) ou duov v oud ]
ou bien
ou ov
(9.17) s p | =0
dub  dudv
ou encore
' o(z, O*x[ou®)
(9.18) “owmn) 0.

Il résulte de (9.18) que 0%/ou? est fonction explicite de @ seule. Soit I'(z)
cette fonction, supposée de classe €V. On aura, compte tenun de (9.18) et (9.15),

0% o
(9.19) A — F@), e — L@

Par des calculs analogues, on démontre qu’existe une certaine fonction G(y),
supposée de classe €, telle que

o

%f"G(y)7

(9.20)

Nous allons monirer que I'(x) et G(y) sont des fonctions du premier degré.
En effet, dérivons les deux membres de (9.12.2) une fois par rapport & o, puis
une fois par rapport & u. Il vient

ow o
oudv: oJudv’

(9.21)
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ou, compte tenu de (9.19) et (9.20),

. _ a0 arew_ deay
(9-22) du v %% dw B dy v’

ou, compte tenu de la premiére relation (9.12),

o ar _ 46
(9.23) T

d’ott AF[dz et dG/dy sont des constantes opposées; si - k2 désigne ces con-
stantes, on peut écrire, Pordre des signes étant arbitraire,

ar a6
(9.24) PP + k2, —— = —k=.

On peut prendre, suite a (9.19) et (9.20),
(9.25) Flz) = k*xz, Gly)=—FEky,
ce qui est commode pour la suite; les nouvelles constantes d’intégration peuvent

&tre supposées nulles, en changeant éventuellement ’origine. Les relations (9.19)
et (9.20) donnent successivement

(9.26) ® = L@)-ch (ku 4 C;) et @ = M(u)-cos (kv C.).

On peut supposer O, et €, nulles; les relations (9.26) sont réunies en la
suivante

(9.27) x = ¢-ch ku-cos kv

ol ¢ est une constante réelle. Les relations (9.12) et (9.27) donnent ensuite

oy 0w .
(9.28) F VR + ¢-chku-k-sinko,
d’ol
(9.29) | 9 = ¢-sin ku-sin kv,

car, compte tenu de la premiére relation (9.12), ¥ donnée par (9.29) ne comporte
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pas de fonction de » additionnelle. Finalement, en prenant k = -1, on re-
trouve les coordonnées elliptiques sous la forme habituelle

(9.30) x=c-chu-cosv, y=cshusino,

ce sont les équations paramétriques d’un réseau de coniques homofocales, de
foyers (¢, 0) et {— ¢, 0), donc orthogonales, et le théoréme de Liouville est
ainsi démontré.

Remarque 9.1. Dans sa démonstration rappelée au début de ce para-
graphe, Liouville recourt & la théorie des variables complexes et s’appuie sur
Phypothése que les fonetions qu’il envisage sont de classe €. Dans la démonstra-
tion précédente, on reste en variables réelles et on admet que les fonctions considé-

rées sont au plus de classe €.

Remarque 9.2. Il est bien connu, depuis Euler (cfr. Huaux [7];, §7),
que le probléme des deux centres fixes admet la séparation des variables en
coordonnées elliptiques. Il résulte du théoréme de Liouville que le probléme
des deux centres fixes n’admet la séparation des variables qu’en coordonnées
elliptiques, ce qui confirme une conjecture de Weinacht ([23], p. 299) et un
résultat récent (Huaux [7],).

Remarque 9.3. Les coniques homofocales jouissent d’autres propriétés
qui méritent d’étre rappelées. ' *

(1) ZLes coniques homofocales forment un réseau auto-orthogonal. Eu effet,
si Pon part de 'équation implicite des coniques homofocales

2 1

y:
{9.31) a—i—l+b—{—l—

1,

leur équation différentielle s’écrit (y' = dy/dx)

»—y*t+a—>b

'—1=0
zy y

(9.32) ¥+

et (9.32) se reproduit par le changement de ' en —1/y’ (de la Vallee Poussin [1],
tome 2, pp. 175-176).

(2) Théoréme de Richelot [18]. Dans toute transformation homographique,
il ewiste un systéme orthogonal et un seul, qui demeure orthogonal aprés la transfor-
mation, et ce systéme est formé dun réseau de coniques homofocales.
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Darboux ([2], tome 3, pp. 52-53) donne une démonstration géométrique
de cette propriété, avec extension & Pespace & trois dimensions; Laurent ([10],
tome 5, pp. 91-92) a donné une démonstration élémentaire de cette propriété,
par le calcul.

10. - Mouvement relatif et probléme restreint des trois corps

Parmi les exposés actuels du probléme restreint des trois corps, citons
simplement un court article de Levy [12], élémentaire et avec des applications
immédiates, ainsi qu’une introduction détaillée dans un traité de Thiry ([21],
pp. 1-43). 11 est immédiat que le probléme restreint des trois corps n’admet la
séparation des variables ni en coordonnées cartésiennes, ni en coordonnées
polaires, ni en coordonnées paraboliques. De plus, en vertu du Théoréme 1.2
ci-avant et des conclusions du 9 précédent, il est inutile de s'adresser & des
coordonnées autres que les coordonnées elliptiques, par exemples les coordonnées
bipolaires ou les coordonnées axiales car le 9 montre que les seules coordonnées
ponctuelles ot 'on a quelque espoir d’obtenir la séparation des variables sont
les coordonnées elliptiques.

Pour traiter le probléme restreint des trois corps en coordonnées elliptiques,
nous suivons la marche indiguée par Plummer ([17], pp. 129-141 et 236-253),
& Pexception d'une permutation des lettres » et v.

1N 7

N\ +
(+¢0) T 5

N P
(-%0)
Figura 10.1
Soit un systéme d’axes tournant autour de l'origine 0, (0%, On), soit un
systéme @Q’axes (Oz, Oy) de méme origine considéré comme fixe. Dans I’hypo-

thoése ol les axes (O&, On) ont une vitesse de rotation constante n autour de 0,
on passe de (Oz, Oy) & (0&, On) par les relations

(10.1) o= &-cosnt— n-sinnt, y=~E& sinnt-+ n-cosnt.
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L’énergie cinétique d’un point matériel P de masse unité s’éerit

da dy.

(10.2) T = : () + )
ou, compte tenun de (10.1),
d d i
(103) P =20E S ¢S g

Dans le plan O&p, définissons un systéme d’axes comme suit: O'X a
méme sens et méme support que 0&, 0'Y est équipollent & On. Llorigine O’
est définie comme suit. Dans 0’'XY, soient les points matériels S(— ¢, 0) et
T(+ ¢, 0), affectés des masses respectives g et ». Soit

-V
(10.4) b=+c- +v
0’ est le milieu de ST et O est tel que
n—v
00 =—b=—c —0.
(10.5) e

L'origine O autour de laquelle s’effectue la rotation des axes mobiles
(04, On) & vitesse constante n est donc le barycentre des points § et 7' affectés
des masses respectives u et ».

Pour fixer les idées, on a supposé x> » mais ce n’est pas obligatoire. On
a immédiatement

(10.6) E=X+00=X4+b, =Y.

Dans le plan 0'XY, on définit les coordonnées elliptiques de foyers
S(— ¢, 0) et T(4 ¢, 0) par les équations

(10.7) X =c-chu-cosv, Y =—¢-shu-sinvp.

Dés lors, compte tenu de (10.6) et (10.7), (10.3) devient, tous caleuls ter-
minés,
do

dt) ]

e o

¢*(ch? 4 — cos? v)[(((llt

L\'JI)—‘

(10.8) T =

-+ ne(e-sinv-cosv + b-ch u-sinv) %i; ~+ ne(e-shu-chu + b-shwu-cos v)%

2

+ Zg—c?(chzu— sin® ) +%b(2c*chu-cosv -+ 5).
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Pour passer & la forme canonique d’Hamilton, on pose

_ar o _aw PR R )
(10.9) Pu = a’ll/ ] P = 87) = a1 5 v = W B
et on exprime que
du dv du dw
(10.10)  H=po 5+ 1 4 L=pe g tr g T+ V;

dans (10.10) on exprime dw/dt et dv/d¢ en fonetion de u, v, p, et p, grice aux
relations (10.9). Tous calculs faits, on trouve
1

(10.11) H = S or(oh® & — cos ) {[py — n-c-sinv-(c-cos v + b-chu)]?

1 .
+ [p.—n-c-sh w-(¢c-chu 4 b-cos v)]2}~57z2'c‘3-(0112 % — sin®v)

~%n2'b'(2 chw-cosv + b) + V(u,v),

avee

) — — g (L g Py W) eha— (=) cosy
(10.12) V(u, v) B (sp T 7p) P oh® — cos?o :

remarquons qu’en posant n» = 0, on retrouve ’Hamiltonien du probléme des
denx centres fixes, qui s’écrit

pit Py R (e-+v)ehu—(u—v)cosv

H -
(10.13) ¥ 7 2¢2(ch®*u — costv) ¢ ch2y — cos®v

En appliquant la condition (1.12.a) & (10.11), on trouve un polyndme
du 4e degré en p, et p, ol Pon peut opérer un premier groupement de cing
polynémes homogénes en p, et p,, lindice indiquant le degré du polyndme
partiel considéré

(10'14) F4(pu7pv) + Fa(puy pv) + Fz(puapv) -+ Fl(puypv) + Fo(pwpv) =0.

On vérifie sans peine que I, (p,, p.) est identiquement nul; d’ailleurs, ¢’est
le seul polynéme partiel et homogéne qu’il soit aisé de calculer. Ensuite, on
voit que V(u,v) donné par (10.12) devrait satisfaire & un systéme d’équations
partielles obtenues en annulant les divers coefficients des puissances de p.
et p, qui apparaissent dans (10.14). On voit que la condition la plus simple,
4 savoir Pannulation de Fy(p,,p.), Nest pas satisfaite par V(w,v) donné
par (10.12). Dés lors, on conclut que le probléme restreint des trois corps n'admet
pas la séparation des variables en coordonndes elliptiques (Huaux [71)-

Par contre, il est clair que ’Hamiltonien du probléme des deux centres
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fixes, soit H, donné par (10.13), vérifie la condition (1.12.a) puisque H, a la
forme de Liouville.

11. - Conclusions finales

I1 a été établi que dans le cas du mouvement plan et avee des coordonnées
ponctuelles, la séparation des variables dans I’équation aux dérivées partielles
de Hamilton-Jacobi ne peut se produire qu’avec des coordonnées elliptiques,
polaires, paraboliques ou cartésiennes; or, dans auncun de ces systémes, la
séparation des variables n’a liew pour le probléme restreint des trois CoTps.
On peut done conclure que le probléme restreint des trois corps n’admet la sépa-
ration des variables dans aucun systéme de coordonnées ponctuelles.

Ce résultat confirme un théoréme antérienr de Grebenikov et Kiosa [6],
établi dans un cas particulier et en résolvant un systéme d’équations aux déri-
vées partielles non-linéaires par la méthode de Lagrange et Charpit.

Le résultat établi dans ce travail ne concerne que emploi des coordonnées
ponctuelles en séparation des variables; il n’affirme rien sur la valeur ou les pos-
sibilités d’autres méthodes, parfois utilisées depuis longtemps, et parmi les-
quelles nous citons

(a) la recherche des quadratures, par une méthode plus générale que
la séparation des variables dans I’équation aux dérivées partielles de Hamilton-
Jacobi;

(b) Pemploi de coordonnées généralisées autres que des variables pone-
tuelles et obtenues par des transformations de contact;

(c) Pemploi de procédés approchés, par exemple les séries et les méthodes
numériques.
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Addendum & la Bibliographie

Il est commode d’avoir présents les systémes de coordonnées elliptiques, polaires
ct paraboliques, car ils sont cités ou utilisés dans cet article, ainsi que ’élément linéaire
correspondant et I’énergie cinétique d’un point materiel de masse unité sous les formes
usitées T'(u, v, du/dt, dv/dt) et T*(u, v, Py, Py)-

Une simple lecture de ce tableau montre que ces trois systémes de coordonnées
conférent & I’énergie cinétique la forme de Liouville, comme d’ailleurs les coordonnées
cartésiennes.

(a) Coordonnés elliptiques.
(A1) x = c¢-chu-cosv, y = ¢-shu-sinv;
(A.2) ds? = ¢®-(ch?u — cos?v) + (du? 4 dov?);
1 du dv
. T — —¢2-(ch?u — cos2v2) - [{— )2 )2 .
(4.3) 5o (ehtu—costor)- ()2 + ()5

]

2

1
=l L (p? 2y
(A.4) 3 ohfw —oosto (pu + 23)

(b) Coordonnées polaires.

(A.5) z =tr-cosl, y =r-sinf;
(A.6) ds? = dr2 + 92 d62;

1 dr do

" T = — (—)% 412 (—2);
(A7) 5 (3 + 7 (3
1 1 1
P ST T 2.2 2
(A.8) T* =5 (pr + 5 p0) = 55 (%P7 + ) -
(¢) Coordonnées paraboliques.

1
(A.9) » = (W—v?), Y = uv;
(A.10) ds? = (u? 4 v2) - (du? + do?);

I . L1pi+ 1)

(A.11) =g +o)-@+ey), T S w i

Résumé

In s'appuwyant sur divers résultats antérieurs, on démontre que, dans le cas du probléme
restreint des trois corps, Uéquation auwx dérivées pariielle des Hamilton-Jacobi n'admet la
séparation des variables dans aucun systéme de coordonndes ponctuelles. Ce résullat négatif
suffit o ewpliquer les difficultés du probléme restreint des trois corps ef, a fortiori, les dif-
ficultés du probléme des trois corps. La présente comunication empose les élapes successives
des calculs qui ont amené ceite conclusion.
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