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GABRIELE ANDREASSI (%)

Sui gruppi di funzioni generalizzati

a matrice singolare (**)

A Groreio SEsTix1 per il suo 709 compleanno

1. ~ Sia 5(ew) una matrice antisimmetrica di ordine n, i cui elementi %*#(w)
siano funzioni di n variabili w!...w". Per ogni coppia di funzioni f(w), g{w)
di classe €' si introduca la parentesi di Poisson generalizzata (PPG: [4], [51)

(1) (fg)* = n*#0af 0sg .

Sia poi A{wt) una funzione di classe C* delle w e di un parametro ¢. I’equazione

b ef —_—
(2) (hfy* + 5 =0
0, esplicitamente,
@) 748(w) 8 b Opf - 0, f = 0

possiede x soluzioni indipendenti f(wf) ... f*{(wt).
Si supponga ancora che le n*f(w) soddisfino le relazioni

(3) N OyB0 b 7 Oy - 7P Dynp* = 0 .

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Via Arnesano, Lecce, Italy.
(**) Ricevuto: 31-VII-1978.
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In questo caso le soluzioni di (2) hanno la seguente proprietd: la PPG di
ogni coppia di soluzioni della (2) & ancora una soluzione di tale equazione. Ma
le soluzioni di (2) sono = e quindi risulta

(P = A ),

dove le 4 sono funzioni opportune.

In un precedente lavoro [1] si & introdotto il concetto di gruppo di funzioni
generalizzato e si ¢ esaminato il caso dei gruppi a matrice »# non singolare.
Tali gruppi posseggono proprieta del tutto analoghe a quelle dei gruppi di
funzioni ordinari. In particolare non soltanto, come si & appena visto, assegnata
una funzione h si puo associare ad essa un gruppo generalizzato, ma, viceversa,
ogni gruppo gencralizzato a matrice non singolare di ordine » ammette [1]
una funzione b (hamiltoniano del gruppo) nel senso che ogni base di un tale
gruppo costituisce sempre un sistema completo di soluzioni di un’equazione
di tipo (2).

Se # & singolare, di rango » — @, la discussione precedente mostra ancora
che ad ogni & ¢ associato un gruppo di funzioni generalizzato. Inoltre in
questo caso in virth delle (3) il sistema di equazioni

(4) N 0.0 = 0

¢ completo [5] e ammette ¢ soluzioni indipendenti ' ... 6, le funzioni neutre
della matrice 7.
Se la funzione h nella (2) non ¢ neutra le quantitd

of = n*B O R (f=1.. n)

non sono nulle. In questo caso la (2) ammette come soluzioni un effettivo gruppo
di funzioni.

T spontaneo porsi il problema inverso: assegnato un gruppo di funzioni
generalizzato a matrice singolare, di ordine # (le cui funzioni dipendano anche
da un parametro t) esiste sempre per esso una funzione hamiltoniana h? Nel

numero successivo si vedra che la risposta ¢ affermativa. Per il momento si
pud osservare che Desistenza di un hamiltoniano (1) implica Pesistenza di una

() Al solito, il sistema algebrico (2) nelle incognite g _k ammette infinite soluzioni.

Non & detto a priori, perd, che una soluzione sia costituita dalle derivate di un’unica
funzione. :
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infinitad di tali funzioni, perché, se 2 & un hamiltoniano, per la (4) ¢ hamilto-
niano anche b + ¢(0) dove ¢ & una funzione arbitraria delle funzioni neutre.
Si vede pure che, viceversa, se esistono due hamiltoniani & ¢ #' di un grappo
generalizzato a matrice singolare, essi differiscono necessariamente per una
funzione neutra. Infatti ¢

N8O R Opft - O fF = 0, 9ol Bft L+ 0, =0 (k=1,...,0),
da cui
N BCa(h— W'Y Opfr = 0.

Le funzioni f* sono mutuamente indipendenti e quindi la matrice |2zf*]
¢ non singolare. Di conseguenza risulta

(5) 068l — ') = 0 B=1,..,0),

\

e pertanto la funzione h— %’ & neutra ([5], pag. 117). Naturalmente le solu-
zioni della (2) non dipendono necessariamente tutte da {. Per esempio le fun-
zioni neutre 0% w) ... 0%(w) per indipendenza di # da ¢t sono indipendenti da
tale parametro (2) e sono certo soluzioni della (2); si pud quindi scegliere un
sistema completo di soluzioni della (2) associando alle funzioni 0 ... 4, n — a so-
luzioni indipendenti ' ... "< In tal modo si oftiene un gruppo di funzioni
(a matrice singolare) di ordine massimo contenente nella base un sistema com-
pleto di funzioni neutre.

Viceversa ¢ facile riconoscere che un gruppo generalizzato di ordine massimo
contiene sempre tutte le funzioni neutre (3).

2. — Per riconoscere Iesistenza di h anche nel caso in cui » ¢ singolare,
si pud procedere in parte come nel caso in cui % & non singolare. La dimostra-
zione data in [1] si basa perd in maniera essenziale sull’esistenza della inversa
di % e quindi non pud essere utilizzata nel caso presente.

Bi scelga una base o' ... 0! ... 0* contenente un sistema completo di

(*) Le funzioni neutre possono contenere ¢ in funzioni moltiplicative inessenziali.
(*) Per una trattazione dei gruppi a matrice singolare e in particolare per l'esten-
sione di un gruppo di ordine » a un gruppo di ordine n vedere [3].
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funzioni neutre. La matrice ad » vighe ¢ n -~ 1 colonne

W LR
omt S ot
awn—a o ’G\q)rz—a o awn—u
0w dw” ot
(6) = /

801 Af1
2ot dor 0
o0« o
- . e L 0

_ fw?t dm" _

per indipendenza delle p, § ha rango n# ¢ quindi esiste un’unica combinazione
lineare nulla delle colonne

R .
(T Xafyp! + X° 8—/1 =0 (i=1,...,n—a),

g

(7)s Xeagallr =0 (r=1,...,a).
Riguardando il sistema (7) come un sistema algebrico lineare di # equa-
zioni nelle » -~ 1 incognite X%, X° si riconosce che tali incognite sono propor-
zionali ai minori della matrice (6)

(8) Xe(ot) = K(wt) 4*(wt) , Xwt) = K(wt) A (wt),

dove K(wt) 7= 0 e A% e A indicano i minori di 4 ottenuti omettendo rispettiva-
mente la colonna delle derivate rispetto a w® e rispetto a ¢.

Dalle (8) segue che X°== 0 perche A!s£ 0, stante la mutua indipendenza
dalle p, 0 come funzioni delle w. Dalle (7); segue allora che se le y dipendono
effettivamente da ¢, le X* non sono tutte nulle.

Poiché X°s£ 0 si pud porre

Xa
(9) ZA—___—F ((z :1, ...,'7?'),

e le (7) si possono scrivere

(10), 70yt + 0, pF =0,
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(10), 72007 = 0.

Lie {10) sono del tipo (2) se esiste una funzione h tale che
(11) 5% == nheggh .

Si osservi che le eventuali soluzioni del sistema (11) non sono neutre, perché
le ¥* non sono tutte nulle.

Sfruttando Pesistenza delle funzioni neutre, si riconosece subito che, nel
caso presente, le ¢ (0 le X%) sono combinazioni lineari delle #*#. Infatti le fun-
zioni neutre sono le soluzioni del sistema (4) ¢ poiche tale sistema & completo,
ogni equazione lineare omogenea A#70, = 0, di cui le 6 sono soluzioni, ¢
combinazione lineare delle (4). Bsistono quindi n funzioni Zs(wt) tali che

(12) Xe(wt) = Zg(wt)n*#(w) .

Naturalmente le # funzioni J; sono sovrabbondanti, perché solo »— @
delle equazioni (4) sono fra loro indipendenti.

Le (12) si possono interpretare anche osservando che in virtt dell’indipen-
denza da ¢ delle 0, le (7), sono combinazioni lineari nulle delle X# riguardate
come funzioni di ¢. I’esistenza di ¢ combinazioni lineari nulle implica che
le n funzioni X2, come funzioni di ¢, sono fra loro dipendenti e possono essere
espresse come combinazioni lineari di # — « funzioni di ¢ indipendenti fra loro.
Cid & espresso dalle (8) quando si usino n — « funzioni 1 anziché le n funzioni
sovrabbondanti menzionate.

3. — Nel citato lavoro [1] si ¢ dimostrato che la proprieta di un sistema di
funzioni di costituire un gruppo generalizzato di ordine massimo, pubd essere
espressa nella forma seguente

(13) ' 70, 5P — 0 Oy = 10,

T facile riconoscere, ripetendo la dimostrazione data in [1], che le (13)
sussistono anche nel caso in cui 5 sia singolare: anche in quest’ultimo caso le (13)
caratterizzano i gruppi generalizzati. Risulta quindi evidente che la dimostra-
zione di ogni proprietd dei gruppi generalizzati coinvolge le (13): in particolare
Pesistenza delPhamiltoniano » & conseguenza di tali relazioni.

Si consideri infatti il sistema (11). Come & noto [2] un sistema di questo
tipo ¢ equivalente a un sistema omogeneo perché se

(14) plwth) = 0
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¢ una sua soluzione in forma implicita, derivando rispetto a ws, si ha
P
A op
Gy — O =0
a(p + ah ’

¢ moltiplicando per »*

§% 0, 4 e,k %’—Z = 0.
Usando le (11) si ha infine
o Og
(15) NN gt 8‘,2 =0.

Cio che interessa qui ¢ che, viceversa, una soluzione pl{wth) delle (15), me-
diante la posizione

(16) p{wth) = cost,

fornisce una soluzione del sistema (11) nella ipotesi che oploh 5= 0. Infatti
dalla (16) si ha 0,h = — 0,¢/(2p/0h) e questa espressione, posta nelle (15), for-
nisce le (11).

Cid premesso, si introducano gli operatori lineari

e

To — 77“58.9 -+ 7o é—}_b 5

con semplici caleoli si ha

i 0 . .0
[P, TP] = Ta8— TBLa = yokg,nh3, 4 n“"a,cyvﬂa—h — RO, — B g, 7P A

0
= (0 — P 0,m>) 8, + (9790, 1f — P2, 1) R
Utilizzando le (3) per la prima parentesi e le (13) per la seconda, si ha

i — ak,ng\ﬁ (,’/]ksas + xﬁ%) — akna‘/ill/;,

[Ta’ Tﬁ] — nsl;aknaﬁas + ;{kalcn“ﬁ ah —

¢ quindi il sistema (15) ¢ completo. Le equazioni indipendenti di tale sistema
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sono n — a (in forza delle (12) e del fatto che il rango di #* ¢ n— a); le
variabili indipendenti sono = - 1. Di conseguenza il sistema (15) possiede
w1~ (n— a) = a - 1 soluzioni indipendenti ¢, ... @,,,.

Si puo osservare che di queste soluzioni una almeno deve contenere h:
infatti se cosl non fosse si avrebbero « 41 funzioni ¢w) ... ge.(w) soddi-
sfacenti al sistema (15) che in questo easo si ridurrebbe a #* 2, = 0 e quindi
le ¢y ... @,y sarebbero a -+ 1 funzioni neutre indipendenti: cio ¢ impossibile,
perche il rango di n ¢ n— «.

Come si vede Desistenza di 2 ¢ basata in maniera essenziale sui due com-
plessi di relazioni (3) ¢ (13): il primo complesso rappresenta la proprietd di #
che assicura la validitd dell’identita di Jacobi per le PPG; il secondo complesso
assicura che le funzioni assegnate costituiscono un gruppo generalizzato.

B evidente che la dimostrazione della esistenza di » data in questo numero
¢ valida anche nel caso dei gruppi generalizzati a matrice non singolare: in
questo caso il sistema (15) & costituito da n equazioni e si ottiene (& meno di
una funzione additiva costante rispetto alle w) una unica funzione hamiltoniana.

Si pud concludere:

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché un sisteme di n fun-
ziont nelle n + 1 variabili wt costituiscano un gruppo generalizzato di ordine n
(a matrice singolare o no) ¢ che esista una funzione h(wt) tale che le detie funzioni
costituiscano un sistema completo di soluzioni della (2).

B ovvio che se @(wth) & una soluzione del sistema (15), ¢ -+ @ (@ funzione
neutra) & una soluzione di tale sistema indipendente da @. Pereid un sistema
completo di soluzioni di (15) & ¢, @ -+ 0 ... ¢ 4 62 Un risultato analogo si ha
per k, come del resto si ¢ accennato al n. 1.

Appendice. Dalle relazioni

Xﬁ\‘
= = nb=Cgh ,

in virtu della (12) si ha

A
nBadgh = ;—3{% NP = — Janhx,
ossia
(16) ‘ 17“/3(8,;71,—— 2./3) = 0.

Ma ([5] pag. 117 ) dalle rvelazioni 724z =0, si ha necessariamente
Ap = 0p[dwk, dove ¢ & una opportuna funzione neutra.
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Dalle (16) si ha quindi 0sh — 2p = — O, e quindi (*) 9s(h -+ p) = 1. In-
troducendo nelle (13) le espressioni y* = Asn*, e ricordando che y* = X*/X0,
si ha dopo qualehe manipolazione

XX 0n® — (X000 X7 — XC0u X0 - (X0, X2 — X0, X% = 0.
Sostituendo X= = Js7*# eseguendo le derivazioni ¢ utilizzando le (3) si ha
Xo( ™ — 0 5%®) 0 dp — (¥ Aom™ — 5" Aan?) 2 X0 =0,
e infine
(70— 7= 2P) (A 0x X0 — X000 75) = 0 .
Scambiando gli indici « e £ nel secondo termine della prima parentesi si ha
752500 X0 — X003 Jp — Ja0p X0 4 X8 ) =0,

¢ dividendo per (X9)2

0% 10 Xoaﬂza—;_‘saa[)‘Xo Xoaa}:[j—}_sﬁaa;’yo
= ( (X°)2 - (X0)2 ) =

e infine (poiche s = Js/X° ecc.)
74 (0p A — Balg) = 0.

Partendo da queste relazioni si pud dimostrare che le parentesi quadre
sono nulle e quindi che esiste una funzione h tale che 1, = 04h.

Nel caso in cui % sia non singolare ¢id ¢ banale poichd, moltiplicando le (17)
Per 7,7, si ottiene subito 0,2, — 9,4, = 0. Risulta ancora evidente il ruolo
essenziale delle (3) e delle (13).

(1) Se si pone y*Ps0% = 0%, 4#Pa507 = D* (= 0 per le (4)), le (7) diventano equa-
zioni nella 4z, una volta che XV sia stata scelta (per es. ponendo I = 1 nelle (8)).
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Summary

The existence s proved of a « Hamiltonian » function for a generalized function group

of mawximum rank.

*® k%






