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Criteri di limitatezza
per le componenti delle soluzioni di una classe di sistemi

di » equazioni differenziali del primo ordine (*¥)

A Grorgro SEsTINT per il suo 700 compleanno

Introduzione

In un recente lavoro [1] abbiamo trattato il problema della limitatezza
in futuro delle soluzioni per un sistema di due equazioni differenziali ordinarie
del primo ordine della forma:

1) &+ flt,»,y) =0, gt gt @ y)=0.

In tale lavoro, che si riallacciava generalizzandole a precedenti ricerche di
altri autori [3], [4], sotto le ipotesi: «esistano due funzioni ¢,: [t,, + o)
X R? ~> R continua e kh: R — R assolutamente continua, entrambe ¢ 0 e tali
che posto ¢y(t, z, y) = h{l)@.(¢, @, y) e indicando con F, G: [{,, + co) X R* —+ R
due funzioni di classe %' tali che I, = ¢,f, G, = @.g in [{, + oo) xR, si
abbia: (a,) R(t) >0, Inh(f) a variazione negativa limitata in [f,, + oo,
(a;) G, 2, y) uniformemente non limitata superiormente per }w]—} -+ oo,
G(t, ¢, y) inferiormente limitata, (a,) F({, #, y) superiormente limitata, (a,)
F,— hG=>0; (a,) ¢[¢}G.Gy— @ P, F,]>0», si dimostrava la limitatezza in
futuro della componente x(f) delle soluzioni del sistema (1).

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Applicata, Universitd, Via S. Marta 3,
50139 Firenze, Italy.
(**) Ricevuto: 20-VII-1978.
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D’altra parte numerosi problemi posti dalla fisica possono essere ricon-
dotti allo studio della limitatezza in futuro di determinate componenti delle
soluzioni di una equazione differenziale ordinaria del primo ordine vettoriale

(2) &+ f(t, ) =0,

dove f: I X" — R I = [t0; - oo}, & un vettore continuo che soddisfa in
genere & condizioni di limitatezza o non limitatezza integrale nell’intervallo I
per alcune delle sue componenti.

In analogia a quanto & stato fatto in [1] useremo la seguente definizione:
diremo che una funzione A:IXR" R & non limitaic superiormente per
[@;] — - oo se per VK > 0 esistono @l > K e & < — K tali che A({, =, ...,
Ty @) > K e Aty 0y, 0, Ty o, @) > K per Y, @y, ooy @iy, @rpgy-nny ©)
€I xR+1. Tale condizione risulta implicitamente soddisfatta nei precedenti
lavori gia citati. Ad esempio in [4] per Pequazione

(3) & 4 alt)p(@) f(z) = 0

@
Pipotesi lim [ f(s)ds = - oo garantisce la non limitatezza della funzione

!a;[~>+00 0

A(m):j f(s) ds, secondo la definizione posta sopra. Cosi pure in [3], per il sistema
[
(4) &+ a®)fi@)ny) =0, g+ H)f:(w)y.ly) =0,

o

la condizione { f.(s)/fi(s)ds superiormente non limitata (per # — + oo) assi-
1]

cura ancora la non limitatezza della funzione A(z) = 7 fi(s)/f1(s) ds secondo

la definizione sopra citata.

Nei lavori sopra menzionati é stato seguito un metodo analogo al metodo
di Lyapounov per lo studio della stabilitd per sistemi di equazioni differenziali
ordinarie del primo ordine. Scopo del presente lavoro & quello di precisare for-
malmente tale metodo in modo del tutto generale, e applicarlo al cago di equa-
zioni differenziali ordinarie del primo ordine vettoriali per ottenere analoghi
criteri sufficienti per la limitatezza in futuro delle singole componenti delle
soluzioni delle equazioni stesse.

1. — Sia data I'equazione

(2) ' @+ f{t,#) =0,

con f:I xR*— R*, continua.
Stabiliamo il seguente
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Lemma. Se esistono due funzioni I, G: I X R* — R di classe €1, ed una
funzione h: I — R, con k(1) > 0 ¢ assolutamente continua, che verificano le condizioni

In k{t) a variazione negativa limitaia in I,

F(t, z)<0,

()
(a-;) G(t, &) non limitata superiormente per |x;|— -+ oo, G(I, 2)>0,
(2,)
( ;) F'— MG =0 lungo le soluzioni di (2),

allora per ogni soluzione x = x(t) di (2) lo componente (1) ¢ limitata nell’inter-
vallo destro di esistenza della solugione stessa.

Dimostrazione. Consideriamo la disuguaglianza F'— hG'>0 e inte-
griamo tra { e t, con ¢ > {>1,. Con procedimento analogo a quello usato in [1]
ofteniamo

t

R(t) G (t, 2()) <F(t, 2(t)) — F (I, 2()) + h(@) G, 2(D) +[7'(s)G(s, (s)) ds .

12

Da (ai), (av;) segue
L) G, () <K +j]h’(s)[G(8, x(s)) ds

con K costante opportuna. Applicando il lemma di Gromwall

. K i/ (s)|— h'(s)
G(t, x(t) < W) exp?j TaeT

ds.
Da (a,), (3;1) segue che x,(?) ¢ limitata nell’intervallo destro di esistenza della
soluzione stessa.

Osservazione 1. Notiamo che si ha un risultato equivalente se nelle
ipotesi (ai), (&;) si sostituiscono le condizioni G(f, #)>0, F(t,x)<0 rispettiva-
mente con G(¢, ) inferiormente limitata, F(¢, #) superiormente limitata.

Osservazione 2. Notiamo ancora che dalla dimostrazione del lemma

.

segue che se A/(t)>0 non & necessaria l'ipotesi G(¢, #)>0.

2. — Data una funzione w € €I X B*, R], indicheremo con P;(u) una qua-
lunque funzione U: I xR -+ R, di classe ¥* e tale che Ut n)/0w, = u(t, x) .

Cid premesso, data Pequazione (2), dove supporremo fe €I X R, R], sia
F;=r :(f 0)-
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Teorema 2.1. Se esiste une funzione h:1 — R, positiva ed assolutamente
continua con

() In R{(t) a variazione negativa Limitate in I, e se¢ valgono le sequenti
condizioni per qualche j == i:

(by) I';(t, @) inferiormente limitata ¢ non Umitate superiormente per
|@:] = 4 oo,

(by) F(t, w) = h(t)F;;(t, x) superiormente limitata,

oF 9y oF;,

b)) =7 —h = =0,
oF;, EFU -
(bl) h ]gz‘ awk .fk - ng 8-’171; fk = 0

allora per ogni soluzione © = x{t) di (2) la componente x(t) ¢ limitata nellinier-
vallo destro di esistenza della soluzione stessa.

Dimostrazione. Basta verificare che vale la (av;) del Lemma del para-
grato precedente con G = ¥, I' = F,.

Consideriamo la 4-ma equazione del sistema e la j-ma. Moltiplichiamo la
prima per khi; e la seconda per ha,. Otteniamo ha;f; = hf;%;, ossia

oF, . _ o,

ox; o,

Lungo le soluzioni di (2) si ha

T Ol{ i 11 E‘T’ i i
sz: J“z 81’ fLy F]’ : _Iz 8.1/‘) fh
e sostituendo nella uguaglianza precedente
£ 81_’1 1) it
Py -ty Sy, By s Wy
L k5 axk

e da (by), (b,) segue quanto voluto.
Teorema 2.2. Se valgono le sequenti condizioni per qualche j 5% 4:
! . . .
(by)  Fyi(¢, ) non limitata superiormente per |x;| — -+ oo,

(b;) I(t, ®) superiormente limitata,
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ol ; oF;,

ot ct

(b) >0,

aF} i 1/
a«bz (2= a-rz,

(b"A) fk =7 ?

k=i

allora per ogni soluzione @ = wx(t) di (2) la componente x,(t) é limitaia nell’inter-
vallo destro di esistenza della soluzione siessa.

Dimostrazione. Per il Lemma precedente, I'Osservazione 1, e 1’Osser-
vazione 2, basta dimostrare che le (b;), (b;) implicano la ¢ondizione (a;) con
ht) =1, F = F, G = F;. Cid segue in maniera analogi al teorema pre-

cedente.

Osservazione 3. Sia @: I XR" — R positiva; consideriamo insieme
all’equazione differenziale (2) I'equazione differenziale

@) &+ Ot 2)/(t, w) = 0.

Se per la (2) valgono le ipotesi del Teor. 2.1 o Teor. 2.2, per il Lemma anche
le soluzioni di (2') hanno la componente () hnntata ne]l’llltel'mllo destro di
esistenza di tali soluzioni. Basta osservare che vale la (a»;) del Lemma, rispet-
tivamente con = F,, G = F;; 0 = F,;, G = F,. Infatti lungo le so-
Iuzioni di (2') si ha, nel caso che valgano le ipotesi del Teorema 2.1,

; KAl al(u 2.7 1/ Ji u
F=F, = _g Hon @i, G =TI, = tm}; . Dfs
F'—hG =F!, — P!, = oFy g, o + D[k 2 Ty f,

I 7 ot ok Bwk omy, °°

e per la (by), (by) del Teorema 2.1 segue quanto voluto. Analogamente nel caso
che valgano le ipotesi del Teorema 2.2.

Vediamo ora un esempio di applicazione dei Teoremi precedenti. Per il
sistema

zy*

W — h(t)zm‘l] = 0,
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con A{t) soddisfacente alle ipotesi poste, si ha, applicando il Teorema 2.1 con

1 123y

& =2, [ :m1+tzz4y“’ =9y, fo=1+2)a,

tey®

m — h(tr)ZJ}g] s

Ly == 2, fa=—1

Fuult, @, 9, 2) = W) Pofi)(0, @, 3, ) = } avctg te2y?

superiormente limitata;

Loty 2, y, 2) = Polfa)(t, @, 9, 2) = 314 20

inferiormente limitata e non limitata superiormente per |#] — - co;

oF,, _ 1 2y oFy _ .
ot 214yt ot
or, oF, tzy?®
i 2 £, = : — h(t) zx2]2 .
ngl oz, fi K7 0% I [1 + 22yt 0 zr’]

Possiamo concludere che la componente #(¢) di ogni soluzione del sistema pre-
cedente ¢ limitata nell’intervallo destro di esistenza.

m

(2]
[3]

[4]
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Summary

In this paper we give vesulls regarding the boundedness for a given component of the

solutions of an ordinary differential equalion in R».



