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Lutet TANzZI CATTABIANCHI (¥)

Su alcune generalizzazioni di una formula di Levi-Civita

per deformazioni impulsive (**)

1. - Premessa,

1.1. - 11 Levi-Civita [7], dava, nel 1906, per la resistenza w alla penetra-
zione di un proiettile in un mezzo solido la seguente formula

(1.1) w = 8-(¢o+ 60*)(1 + kny)

dove § & I'area della massima sezione trasversale del proiettile prima dell’urto,
€0, C2, k& sOn0 costanti positive, v & il modulo della velocita del proiettile nel
mezzo e v, ¢ il modulo della velocitd di impatto.

Le formule classiche per la resistenza w erano le seguenti:

(1.2) w = ¢S (Bulero, 1753),
(1.3) w = 8-(c, -+ ¢,v%) (Poncelet, 1839),
(1.4) w = S (e, + €,v?) (Résal, 1895) (%) .

11 contributo (1.1) era stato originato, come il Levi-Civita dichiarava, dal-
Pintento di dare una spiegazione rigorosa di un «apparente paradosso» che
¢li era stato segnalato: e ciod che all’aumentare della velocitd di impatto non

(*) Indirizzo: Istibuto di Mabematica, Universita, 43100 Parma, Italy.
(**) Ricevuto: 26-1X-1978.
(*) La diversitd di queste formule pud essere, « a posteriori », sostanzialmente mo-
tivata dal fatto che le velocitd iniziali dei proiettili (delle armi da fuoco) erano,. dalla
metd del 700 alla fine dell’ 800, andate notevolmente aumentando: dai circa 200 m/s
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sempre la penetrazione totale aumentava, ma per certi proiettili efo per certi
mezzi si era constatata sperimentalmente 1’esistenza di una determinata velo-
citd eritica di impatto alla quale corrispondeva la massima penetrazione totale
(tale fatto era intuitivamente spiegato dalla deformazione che il proiettile
subiva nell’impatto col mezzo, pill 0 meno accentuata a seconda della velocitd
di impatto). Ad avvalorare cid il Levi-Civita citava poi una «istruttiva tabella »,
compilata nel 1900 e riportata in un articolo del Cranz sull’Bmnciclopedia ma-
tematica tedesca (2).

Applicando la teoria dell’elasticita, il Levi-Civita dava, partendo da con-
venienti ipotesi semplificatrici, per la deformazione impulsiva subita dal
proiettile nell'urto contro il mezzo, la formula

(1.5) 8= 8-(1 + kvo)

dove §' e ’area della massima sezione trasversale ottenuta nell’impatto e k
& un coefficiente numerico (positivo) indipendente dalla velocitd di impatto v, ().

dei proiettili sferici che, a distanze relativamente modeste, alle quali corrispondeva
una velocitd pressoché costante, rendevano sufficientemente valida la formula (1.2),
nella quale il valore della costante ¢, « teneva conto » di tale velocitd (e che rendevano
altresi valida la legge monomia quadratica per la resistenza dell’aria, F(v) = av?, che
risaliva a Newton e che Eulero aveva usato per costruire, col primo « metodo nume-
rico per archi successivi», a lui dovuto, la traiettoria di un proiettile nell’aria), ai
300-350 m/s della metd dell’ ’800, raggiunti da proiettili di forma, oltre che sferica,
cilindro-ogivale o cilindro-conieca (che cominciavano allora ad imporsi come conseguenza
della rigatura elicoidale delle canne), che consentivano pitt forti gittate ed un pilu grande
intervallo di valori della velocitd (con la conseguenza di imporre I'uso di altre leggi per
la resistenza dell’aria), ai 600-800 m/s della fine dell’ ’800, resi possibili dall’invenzione
della «polvere senza fumo » (da parte del chimico francese Vieille, 1884), che aveva de-
terminato, nel giro di pochi anni, una notevole diminuzione dei calibri delle armi (ossia
della sezione S alla quale la resistenza del mezzo & proporzionale) e I'uso di proiettili
« allungati » per lo pilt nei tipi cosiddetti blindati (o mantellati), con profili longitudinali
studiati per offrire scarsa resistenza all’aria e notevole potere di penetrazione.

(*) Si veda [4],, p. 238. Secondo tale tabella, che si riferiva alla penetrazione in
vari mezzi (sabbia, terra, legno di abete e di quercia) del proiettile del fucile francese
Lebel, del calibro di 8 mm e dotato di velocita iniziale di 700 m/s, la penetrazione risultava
crescente con la velocitd nel caso delle due varietd di legno, mentre presentava un mas-
simo (in corrispondenza a certe velocitd critiche) per ciascuno degli altri due mezzi.
Va osservato che questa tabella non &, perd, molto esauriente, poiché non riporta le
varie velocita di impatto, ma solo le relative distanze, ossia di le distanze critiche, cui
corrisponde la massima penetrazione, invece delle corrispondenti velocitd critiche.

(®) Nel seguito diremo, per ragioni di brevitd (e con abuso di linguaggio assai dif-
fuso), velocitd anziché modulo della velociti.
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Sostituita questa espressione di 8’ al posto di § nella (1.3) otteneva cosi la
nuova formula (1.1) per la resistenza w (%). I calcolo della penetrazione veniva
poi ricondotto alla risoluzione di una semplice equazione differenziale, che
forniva per la penetrazione totale X la seguente espressione

| log (1 + pv}) o
(1.6) X = }LW (Levi-Civita, 1906) ,
dove k, k, B sono costanti positive dipendenti dal proiettile e dal mezzo. La for-
mula classica della penetrazione totale, proveniente dalla legge di resistenza di
Poncelet (1.3), risultava invece la seguente

(1.7) X = hlog (1 + Bo) () -

La considerazione della deformazione impulsiva del proiettile introdu-
ceva nella (1.6) il divisore 1 -+ kv,: la funzione di v, che figura a se-
condo membro di- (1.6) assume, come & facile constatare, il suo valore mas-
simo in corrispondenza ad un certo valore v, (velocitdy critica di impatto),
mentre invece la funzione a secondo membro di (1.7) non presenta massimo,
poiché risulta crescente con v,. Cid dava spiegazione di quell’apparente «pa-
radosso di balistica terminale -» (8) al quale si & accennato (e che indicheremo
come « paradosso di Levi-Civita »).

1.2. — Questo lavoro di Levi-Civita, a quanto mi consta, & assai poco noto
e citato, tanto che quasi tutti i trattati e le monografie di Balistica comparsi

(4) 11 Levi-Civita osservava, in [7];, che l'uso, anziché della (1.3), della forma di
resistenza (1.4) di Résal (di cui citava il lavoro [10]), non avrebbe arrecato alcuna modi-
“ficazione qualitativa ai risultati da lui trovati.
(®) Che il Levi-Civita riportava citando il trattato di F. Siacei[11]. Abbiamo qui
“ conservato, per i coefficienti §, h, k, le stesse notazioni usate in [7];; & perd opportuno
“osservare (come viene anche accennato in [7];) che nelle (1.6) ¢ (1.7) il coefficiente f
non ha lo stesso significato: fissato il valore di § nella (1.7) (tale valore dipende dal
mezzo ed & dato da apposite tabelle: si veda, ad esempio, [11], [4],, [6], ece.), nella (1.6)
al posto di B andrebbe sostituito Be2, dove ¢ (coefficiente di restituzione, cfr. n. 2.2)
dipende sia dal proiettile che dal mezzo. Per k=0, ¢=1, la (1.6) si riduce alla (1.7).
(8) La balistica terminale (o balistica d’effetto) & quella parte della balistica esterna
che studia il comportamento del proiettile e gli effetti da esso provocati a partire dal-
listante dell’impatto; essa trova applicazioni, anche, nella balistica forense e in molte
questioni di medicina legale. ’
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dopo i1 1906 (*) ignorano la formula (1.6) e riportano (%) la sola formula (1.7),
magari in forme (anche posteriori al 1906) particolarmente comode per 1'uso
pratico, come, fra le piu citate, la seguente

(1.8) X = f’;p Log (1 T %10*403) (Vallier, 1913),

dove Log indica il logaritmo decimale, p ed # indicano rispettivamente (con
appropriate unitd di misura) il peso del proiettile e il raggio della sua massima
sezione trasversale, « & una costante positiva dipendente dal proiettile e dal
mezzo, mentre al posto del coefficiente § della (1.7) (il quale non ha grande
influenza sul valore di X) é stato preso un valore medio § = 10-%/2, sufficiente-
mente valido per certi mezzi.

I soli Autori a me noti che citano il lavoro [7], sono il Cranz (1923) e il
Bruno (1934). Il Cranz, nel primo volume del suo grande trattato [4], riporta,
a p. 458, la sola formula di resistenza (1.1) e cita inoltre il Levi-Civita, nel fare
osservazioni critiche su «particolari fenomeni», a p. 461, dove riporta anche
la stessa tabella che gid aveva dato in [4],, mentre, a p. 462, fornisce una
seconda, pit recente, tabella (*); cita poi il lavoro [7], fra la bibliografia,
a p. 562. Il Bruno, in [2], vol. I, dopo avere trattato il problema della pene-
trazione dei proiettili nei mezzi solidi (pp. 325-332), si limita a dare notizia di [7],
in una breve annotazione a pie di p. 332 (20).

Osserviamo che sia la prima tabella del Cranz (che era servita da spunto al
Levi-Civita) che la seconda, si riferivano, ciascuna, ad un wunico tipo di proiet-
tile: si trattava, nei due casi, di proiettili del tipo blindato, il primo di forma

(") Fra questisivedano, ad esempio, [1] (1910-1922), [3] (1921-1927), [4], (1925-1936),
[2] (1934), [6] (1943-1956), [5] (1955), [9] (1963).

(8) Salvo il trattato [3], che non considera questi particolari problemi.

(*) Questa seconda tabella, che si riferisce alla penetrazione (nella sabbia e nel
legno di faggio) del proiettile del fucile tedesco Mauser, pure del calibro di 8 mm e do-
tato della velocita iniziale di 870 m/s, mette in risalto, per ciascuno dei due mezzi, una
velocitd crifica cui corrisponde la massima penetrazione. Se si confrontano le due ta-
belle si constata, anche, la diversitd di comportamento dei due proiettili che, pur es-
sendo dello stesso calibro e all’incirca dello stesso peso, hanno velocitd iniziali diverse
e anche «profili longitudinali» (e quindi coefficienti di forma e coefficienti bali-
stiei) diversi. )

(1% Riportiamo da tale annotazione: «... pare che in qualche esperienza, forse col
fucile, sia risultato che la penetrazione avrebbe un massimo, dopo del quale diminui-
rebbe col crescere della velocithd. Basandosi su questo fatto ... il professor Levi-Civita
ha modificato la formula [di penetrazione] nella seguente ...», e qui & citata la (1.6) ¢
viene data l’indicazione del lavoro [7];.
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cilindro-ogivale e dotato di uno searso coefficiente balistico, il secondo cosiddetto
« di tipo S» (dove S sta per spitz, cioé appuntito, affusolato), pil veloce e di
coefficiente balistico pit elevato. Entrambi i proiettili sono « debolmente espan-
sivi» (ossia poco deformabili), costruiti per subire scarse deformazioninell’arto
contro mezzi non eccessivamente resistenti. Esistono attualmente molti altri
tipi di proiettili, in particolare, fra la vasta gamma di quelli cosiddetti defor-
mabili (11), quelli denominati ad espansione conitrollata, progettati per mutare
la massima sezione trasversale non solo nell’dmpatto, ma anche duranie la pe-
netrazione nel mezzo, in modo cioé che aumento di tale sezione avvenga pro-
gressivamente al procedere del proiettile nel mezzo (anche « piuttosto debol-
mente resistente », come avviene per certi mezzi solidi o per mezzi semi-fluidi
o fluidi). Tali proiettili, a paritd di altri dati (quali calibro, peso, velocita, profilo
longitudinale) hanno un potere di penetrazione minore di quelli interamente
blindati.

Lo studio della penetrazione (che verra anche qui indicata, come abitual-
mente, con ) di tali proiettili non pud essere, evidentemente, basato sulla
legge di resistenza (1.1) di Levi-Civita, ossia sulla formula (1.5) di deformazione,
poiché tale formula esprime il fatto che la massima deformazione trasversale §’
non dipende da x, ma ha un valore costante provocato (per cosi dire, « una
tantum »), nell’impatto proiettile-mezzo, ossia ottenuto con deformazione
impulsiva, che & messa in risalto dal coefficiente & > 0 (oltre che, ovviamente,
dalla velocita di impatto v,). Supporremo perianto che Parea della massima
sezione trasversale sia una funzione, S(w), crescente con la » (oltre anche a tenere
preliminarmente conto, in generale, della deformazione impulsiva, ossia di cid
che potremmo chiamare «effetto Levi-Civita », non contemplato nel caso clas-
sico): cid permetterd di pervenire a formule per la penetrazione totale che
generalizzano, in vari modi, la (1.6) e si adattano ad una grande varieta di casi
diversi.

1.3. — Il presente studio ha avuto origine, alcuni anni fa, da un quesito di medicina
legale (riguardante un caso di balistica forense) che mi era stato proposto per spiegare
un « comportamento atipico» in balistica terminale (*?). La successiva lettura e la
consultazione di svariate monografie e trattati di balistica razionale ed applicata (che

(1) Essi presentano generalmente, nella parte anteriore, una porzione del nucleo di
piombo non protetta dalla blindatura, oppure questa appositamente indebolita. Esempi
tipici sono quelli « a punta molle» (solf nose o solf point) e quelli «ad ogiva cava »
(hollow nose o hollow point). Una esauriente descrizione dei vari tipi si trova, ad esempio,
nel recentissimo volume [13], pp. 138-165.

(12) Quel caso non riguardava, perd, il « paradosso di Levi-Civita ». La risposta era
‘stata allora prevalentemente fornita attraverso I’elaborazione di molte prove di .caras-
tere sperimentale. '
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mi & stata indispensabile per compiere un recente studio, [12]) mi ha fornito 1’cccasione
di leggere la nota [7]; del Levi-Civita (*) che, ad una analisi pilt approfondita del risul-
tato ivi trovato, seguita inoltre da un esame comparativo di numerose prove sperimen-
tali, mi ha fatto comprendere la possibilithd di generalizzare tale risultato a casi ancora
analiticamente non considerati. I bene infatti tener presente che, oltre alla grande
varietd di casi proiettile-mezzo che si presentano ora al’esame dello studioso di balistica,
le velocitd iniziali attuali arrivano fino a superare i 1200 m/s (con punte vicine ai
1500 m/s), ossia sono quasi il doppio di quelle «standard » dell’inizio del secolo. In
particolare, nel caso delle cosiddette ipervelocita di impatto, dell’ordine di 1000 m/s ed oltre,
lo studio si presenta estremamente complesso: & ben noto che in eerti mezzi (anche a
velocitd assai inferiori) i proiettili (specie se di particolari tipi) provocano fenomeni
cosiddetti «esplosivi», o la formazione di cavitd «ad ampolla» o «imbutiformi».
L’esame della penetrazione & allora strettamente legato a quello degli effetti operati
sul mezzo; in mezzi con particolari caratteristiche 1'impatto pud provocare «crateri»
pidt 0 meno profondi e di diametro eguale a molte volte il calibro del proiettile (*4).

E altresi noto, d’altra parte, che lo studio di aleuni di questi ultimi tipi di problemi,
¢ di numerosi altri analoghi, pud farsi, oggi, con metodi (sperimentali e teorici) spesso
assai pitt proficui di quelli, forniti dall’Analisi classica, che possono essere qui usati.

2. - Alcune generalizzazioni della (1.6).
2.1. - Generalita.

Supporremo dunque che la legge con la quale area S della massima se-
zione trasversale del proiettile aumenta alP’aumentare della penetrazione «
sia del tipo

(2.1) S(@) = 8- (1 4+ kvo)ol(w) ,

con a(x)>1 funzione (continua e) crescente della #. Chiameremo o(x) funzione
di deformazione progressiva. L’espressione della resistenza w risulterd allora
del tipo

(2.2) w= a8~ (1 + kvo)(1 -+ bv)a(z),

(*3) Alla quale accennavo in [12], p. 385, annotazione (5%). Della «nuova formula »
di balistica terminale contenuta in [7], avevo precedentemente avuto notizia da una
commermorazione del Levi-Civita, letta da D. Graffi, in cui veniva anche accennato a
quel particolare tipo di problema [si veda: Tullio Levi-Civita, Convegno Internazionale
celebrativo nel centenario della nascita (Roma, 17-19 dicembre 1973), Atti dei Convegni
Lincei; 8 (1975), 197-203]. ;

(14) Lo studio delle deformazioni a cratere provocate da impatti iperveloci ha un
particolare interesse in astronomia per spiegare, ad esempio, la formazione dei crateri
lunari generati da impatti con meteoriti (dmpatii astrobalistici); il problema ha pre-
-sentato e presenta grande interesse anche per la protezione dei veicoli spaziali e dei
sabelliti artificiali dai micrometeoriti.
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che generalizza la (1.1) di Levi-Civita (qui, per comoditd di notazioni nei cal-
coli e per uniformare successivamente le notazioni a. quelle abitualmente usate,
¢ stato posto, rispetto alla (1.1), a = ¢, b = ¢,/e,).

Considereremo preliminarmente per o(w) i seguenti tre casi, che risultano
particolarmente espressivi e che sono tipiei in molte applicazioni:

(2.3) oy(@) =1 Az (caso lineare),
(2.4) 05(%) = exp Az (caso esponenziale) ,
(2.5) 03(%) = 1 4 log (1 + 2o) (caso logaritmico) ,

dove 4 & un coefficiente positivo che, fissata nella (2.1) la velocitd, di impatto v,
e fissato il coefficiente di Levi-Civita k¥ > 0, dipenderd in generale dal sistema
proiettile-mezzo. 8i avranno, corrispondentemente, tre forme, S(x), S,(x), S;(x),
per la legge di deformazione (2.1) e, conseguentemente, tre forme per la pene-
trazione totale, che indicheremo rispettivamente con X, X,, X; (e che con-
fronteremo, successivamente, con la X data dalla (1.6)).

Per le tre funzioni ¢(x) considerate risulta ¢(0) = 1 ed &inoltre ¢'(0) = 1> 0,
ossia le tre funzioni presentano, per # = 0, la stessa derivata positiva 1. Una
altra interessante categoria di funzioni ¢(») & costituita da quelle che soddisfano
alle condizioni ¢(0) = 1, ¢'(0) = 0, ossia che presentano, per # = 0, derivata
nulla: la pitt semplice di queste & la funzione

(2.6) oy(@) =1 L Ja?

(caso quadratico a derivata iniziale nulla).
- Osserviamo che le prime tre funzioni considerate sono casi particolari (1a
terza nell’ipotesi Jx<1) di una serie di potenze del tipo

(2.7 o@) =1+ Az + Eanw" (= a, (),

n=2

mentre la quarta & un caso particolare della serie

(2.8) olw) =1 4 Iz E:a,,w“ (@ = a.(2),

n=3

¢ che le precedenti sono tutte generalizzate dalla serie

(2.9) olw) =1 4 ganw” (n= au(2)) .

ne=1

31
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I pertanto evidente che, in questo ordine di idee, la formula (1.6) di Levi-
Civita potrd essere generalizzata in vari modi, ottenuti col moltiplicare il se-
condo membro della (1.5) per funzioni o(z) del tipo (2.9) (o, eventualmente,
di tipi che non rientrano fra questi, come accade ad esempio per la (2.5) nel
caso Aw>1) e, successivamente, con 'integrare una certa equazione differen-
ziale, come si & gid accennato al n. 1.1 (15).

2.2, = I caso lineare.
La (2.1) assume la forma
(2.1), Suz) = 8- (1 + ko)1 + o) .

Tenendo presente la (1.1), la resistenza w, che possiamo supporre riferita
allunitd di massa del proiettile, sard allora rappresentabile sotto la forma

(2.2), w = aS (1 4+ ko)1 -+ bv)(1 4+ Am) (19);
Pequazione differenziale che deserive la legge di penetrazione & la seguente

dv
(210) ’Ua‘[; =W,

che, considerata per espressione (2.2), di w e integrata da # = 0, cui corrisponde,
a causa dell’urto proiettile-mezzo, la veloecitd v, = ¢v, (avendo indi-cato con
¢, 0<c<1, il coefficiente di restituzione, che dipende dalla natura dei due
corpi che si urtano (7)), fino ad un x generico, fornisce, ponendo per sempli-
citd 1/(2abS) = h, be?=§,

I e ol L A,
(2.11) Iblobw—(l+7000)(aﬁ+2m).

Per v =0, v = X, si ha

(2.12); hlog (1 - fu3) = (1 + o) (Xl + j X) ,

(%%) Si veda [7],, p. 508, oppure [8], p. 54.

(1%) Si veda [8], p. 54, dove le notazioni per le numerose costanti che intervengono
sono state semplificate rispetto a quelle usate in [7];.

(**) Si veda [7),, p- 506, oppure [8], p. 53.
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ossia, tenuto conto dell’espressione (1.6) di X,
' 2
(2.12); X = X, -} 5 Xz,

Considerate queste come equazioni di secondo grado in X, e indicando ancora
con X, Punica radice positiva, si ottiene, rispettivamente,

1 log (1 + pv3)
1.6), —lYl = ..b__...____
(1.6) ;{\/uﬁ)m R 1},
(1.6); X, = % {V1+21x—1}.

2.3. - Il caso esponenziale e il caso logaritmico.

Procedendo in analogia col caso precedente, nel caso esponenziale si ot-
tiene, successivamente,

(2.12), RAlog (1 4 pv2) = (1 + kv,)(exp AX,—1),
(2.12)) X = %(exp AX,—1),
_1 log (1 + po})
(16)2 X2 = ilog [1 + ha W] ’
1
(1.6); X, = 5log (1 4 2X).

Nel caso logaritmico risulta
(2.12), hilog (1 - Buz) = (1 4 kvo)(1 + AX,)log (1 4 AX,),

(2.12)! X =31+ AX,)log (1 + AX,).

@
NH—‘

\

Osserviamo che in questo caso non & possibile dare X, in forma esplicita.
T chiaro perd che la (2. 1‘7) definisce X, come funzione (crescente) continua e
derivabile di X; il valore numerico di X, potra poi essere facilmente calcolato
con tutta Vapprossimazione desiderata.
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3. - Confronte tra le varie formule.

3.1. - Confronto delle formule trovate con la (1.6).

La (2.12); d4 X, < X (come era ovviamente prevedibile per essere o,(x)>1)
e X,—X per 4—0. La (2.12),, facendo uso della serie esponenziale, si serive

A

(2.12); X = X,,+ + X3 . £ o S S

(n +1)

e ddy X, < X, X,—~X per 1—+0. La (2.12); mostra che ¢ X; << X e, con un
calcolo elementare, che X;— X per A—0. Per AX;< 1 si ha poi, facendo
uso della serie logaritmica,

A Z A
2' 2 s 3 o n+ n ver
(212)] X =X+ ;5 X— g X (1) 177,(7?,—[—1)X3+1+

Osserviamo che le formule (2.12);, (2.12);, (2.12); presentano, a secondo
membro, i primi due termini dello stesso tipo, X,;--(1/2)X7 (4 = 1, 2, 3): ¢id
mostra, come & ovvio, che per «piccoli valori» di A (per i quali, d’altronde,
X,, X,, X, hanno valori vicini al valore di X) le ultime due formule sono «ab-
bhastanza bene rappresentate » dalla (2.12):'[, ossia dal caso lineare per la fun-
zione di deformazione o{w).

I1 confronto fra (2.12);, (2.12),, (2.12); d& poi il prevedibile risultato

29
(3.1) X, <X<X,<X.

L’ipotesi AX,<1, che ha condotto alla (2.12)'3', era qui assai naturale,
poiché X si ottiene dalle formule trovate per 41— 0. Se invece fosse 1X;>1,
avendosi (posto AX;=1t)

ni"

10g(1+t)=logt—}—%——2lt2—l—...+(~— )—1—-——[— (t>1),

la (2.12), risulterebbe della forma

1] 1 < <> (-—1)“_1
(212)y X = {( + AX;)log AX,+ 1 +n§1 m} .
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3.2, « Esistenza del massimo per X, X,, X,.

Un esame, anche solo « visivo », delle formule che legano X a X;, X,, X,
in particolare delle (1.6);, (1.6), e della (2.12),, mostra gia che Iesistenza del
massimo di X (dovuto alla presenza, in X, del coefficiente % di Levi-Civita) in
corrispondenza ad una certa velocitd critica v,, porta come conseguenza lesi-
stenza del massimo per ciascuna delle tre funzioni X,, X,, X, e, ¢id che & par-
ticolarmente interessante, mostra che tale massimo si ottiene per la stessa velocita
eritica v, che da il massimo di X. Le (1.6), e (1.6), indicano infatti che X, e X,
sono funzioni erescenti di X, e lo stesso indica per X, equazione (2.12); che
definisce implicitamente X, come funzione di X.

Indipendentemente da queste osservazioni, ritroviamo cid coi caleoli, ai

quali accenniamo brevemente per dedurre l’equazione che da il coefficiente %.

(a) Nella (1.6), consideriamo X, = X,(v,) e studiamo il comportamento
di X, al crescere di v,. B X,(0) = 0 e risulta X,—>0 per v,—> - oo: la X,
ammette pertanto (almeno) un massimo relativo nell’intervallo 0 << v, << + oo.
Dall’esame dell’equazione Xi(vo) = 0, che ammette una sola radice (positiva)
vy, Segue poi che il massimo X = X,(v;), si ottiene per il valore v, radice
dell’equazione

(3.2) 26v0(1 + ko) — k(1 -+ fod)log (1 4 fod) = 0,

il cui calecolo numerico approssimato non presenta difficoltd, una volta noti i
valori di f e di k. Lia (3.2), che ¢ la stessa ottenuta dal Levi-Civite in [7],, puod,
d’altra parte, riguardarsi, noto il valore di 5, come definizione della costante k,
desunta dalla misura diretta della velocitd critica v, (18).

(b) Considerata, nella (1.6),, X,= X,(v,), si trova, in analogia a quanto
accennato in (a), la stessa (3.2), ossia la stessa velocitd critica v,, che da il
massimo X, = X,(v,).

(¢} Considerata l'equazione (2.12),, che definisce implicitamente X,
come funzione di v,, si ritrova la (3.2) e quindi il massimo X = X,(v}).

(*%) 8i veda [7],, pp. 508-509. Il Levi-Civita forniva inoltre per & I'espressione ap-
prossimata (2/v})[log (fv;?) —2]-!, semplicemente ottenuta dalla (3.2) per v,= v}
quando si possa trascurare 1/(/31);2) rispetto all’unita.
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4. - Altri casi. Osservazioni.
4.1. - I casi o(2) a derivata iniziale nulla.

(a) Riprendendo ’espressione (2.6) di o,() (caso quadratico) e procedendo
come al n. 2.2, si trova, come analoga della (2.12);, indicando qui con X, la
penetrazione totale,

(2.12)! X=X+ gxi

(X< X, X,—~X per 2—0). La (2.12); definisce X, come funzione crescente
(continua e derivabile) di X; risolvendo lequazione cubica (2.12);, che ha
una sola radice reale (positiva), risulta poi

) 3X [ FoAX:\"s  (3X |4 9ix%)ue
R N (W“JT) :

Si trova, anche qui, che il massimo di X si ottiene per il valore v, radice del-
Pequazione (3.2), ossia che tale massimo & X, = X,(v;).

(b) Consideriamo infine

(4.1) o5(x) = cosh (V24x) (1)

(caso del coseno iperbolico). In analogia coi casi precedenti, indicando con X;
la penetrazione totale, risulta

(2.12)! X = senh (V21 X;) ,

1
Vo2
che da

1 . S
= log (V24X + V1 +F 24X

(1.6); X, =

(*%) Qui consideriamo cosh (+/21z), anziché cosh iz, per mnon «cambiare signifi-
cato » al coefficiente A rispetto al caso precedente: infatti risulta

(24)®
4!

22
og{w) =1+ 31 i x4 ... = o,(@) + 0o(A%) (per A—0),

mentre lo sviluppo di cosh Az avrebbe dato 1 - (22/2)a®-- o(2%), dove i primi due
termini non coincidono con o,(%).
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(X; < X, X;—X per A—>0). Il calcolo del massimo, X, &i X, & ancora ricon-
dotto alla risoluzione dell’equazione (3.2), & cioé X; = X;(v;). Dalla (2.12); si ha

(2.12)! T=3 OO wen x4 A o).
’ A (2n 4+ 1)0 B A

I1 confronto con la (2.12); mostra che X; << X,(< X), come era preve-
dibile per essere o5(®)>0,(z) (>1).

Tenuto anche conto dei confronti precedenti appare che, mentre nei primi
tre casi considerati, ossia in quelli a derivata iniziale positivae, i primi due ter-

mini a secondo membro delle (2.12); erano del tipo

l ] .
(4.2) X+ 5 X3 (t=1,2,3),

nei due casi a derivata iniziale nulle i primi due termini delle formule analoghe
gono invece del tipo

A .
(4.3) X4 5 X3 (i =4,5),

e cid segnala la diversith sostanziale dei due tipi di casi, ossia dei due tipi di
funzioni di deformazione o(x) relative (*°).

4.2, - Osservazioni su casi piit generali.

Concludiamo osservando che casi pit generali, del tipo (2.7)-(2.9), non
darebbero, rispetto ai cinque casi trattati (e tenuto conto dei due tipi di fun-
zioni o(z) considerate), risultati qualitativamente diversi: infatti, anche volendo
considerare la (2.9) nella sua generalitd, nell’ipotesi che la serie di potenze che
in essa figura sia convergente nell’intervallo di integrazione (nel qual caso il
teorema di Abel sulle serie di potenze assicura, nello stesso intervallo, la con-
vergenza uniforme della serie, che risulta pertanto integrabile termine a ter-
mine), il suo contributo, ad integrazione effettuata, sarebbe costituito da una
serie di potenze convergente (e di somma X), che sostituirebbe le analoghe
funzioni che figurano ai secondi membri delle (2.12); (4 = 1,2, ..., 5), trovate

(20) Ad esempio, basandoeci sul secondo caso riportato nella tabella in [4],, Bd. 1,
p. 462, si abbia vy = 760m/s, X*=80cem. Con A=10"* le prime tre formule con-

siderate danno i valori X;= 61 cm, X, = 59 cm, X, = 63 ¢em, mentre le ultime due
formule, con lo stesso valore di A (che ha ora perd un diverso significato), danno i valori
notevolmente inferiori X|= 25 em, X; = 22 em (e ¢id mette in risalto il diverso com-
portamento dei due tipi di formule, ossia dei due tipi di funzioni o(x) considerate).
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nei vari casi trattati: la conclusione cirea la velocitd critica v, sarebbe la stessa.

I risultati trovati contribuiscono, dunque, a mettere maggiormente in risalto
Peleganza della formula (1.6) del Levi-Civita, nella quale il coefficiente % di
deformazione impulsiva ha un ruolo essenziale rispetto alla formula (1.7):
tale coefficiente &, come si ¢ visto, quello stesso che determina la velocitd, cri-
tica nelle varie formule che qui generalizzano la (1.6); velocitd critica che, a
paritd del coefficiente f che figura nella (3.2), indipendentemente dal coeffi-
ciente h (che non vi figura), e inoltre indipendentemente dal coefficiente A qui
introdotto, conserva lo stesso valore, che aveva nella (1.6), anche nelle nuove
formule, nelle quali invece il coefficiente di deformazione progressiva 1 ha la
funzione di «attenuare la penetrazione totale » rispetto a quella fornita dalla
formula di Levi-Civita, secondo le leggi date, caso per caso, dalle varie espres-
sioni ottenute per le funzioni X; (i = 1, 2, ..., 5) (o da quelle che si potrebbero
ottenere dallo studio dei casi pitt generali accennati).

4.3. - 1l caso limite z = 0, 1> 0.

Nel caso & = 0 la formula (1.6) si riduce alla formula classica (1.7); la (2.1)
assume allora la forma S(z) = So(z). Procedendo in analogia con quanto é
stato fatto ai nn. 2.2, 2.3, 4.1, si trovano, per i cinque casi ivi trattati, le stesse
formule (1.6),, (1.6),, (2.12);, (1.6);, (1.6)., nelle quali, perd, all’espressione di X
che era allora data dalla (1.6) si deve intendere sostituita quella data dalla (1.7);
valgono ancora la relazione (3.1) e la X, < X, < X.

1 ovvio che non si ha, in questo caso, velocitd critica, poiche X, X,, ..., X;
risultano funzioni erescenti della velocitd di impatto (maneca cio¢ il « paradosso
di Levi-Civita »). Questo caso riguarda la penetrazione di proiettili di tipo espan-
sivo in mezzi che offrono piuttosto scarsa resistenza: la deformazione & solo
progressiva, manca (o &, di fatto, trascurabile) la componente impulsiva.
Ovviamente, a paritd di proiettili e di velocitd di impatto, ci si devono aspet-
tare valori piuttosto piecoli per il coefficiente 1 e forti valori per la penetrazione
(a causa della scarsa resitenza del mezzo), ma, in ogni caso, minori, a parita
degli altri elementi, dei valori forniti dalla (1.7) (3). Tale formula «non pre-

(3') Ad esempio, supponendo vy= 700m/s, con X == 90¢em, k= 0, 1= 10-3, si ha
dalla (1.6)1 X, = 86 em, cui corrisponde §;(X;) = 1,048 (ossia il calibro del proiet-
tile deformato & di assai poco superiore al calibro iniziale e la penetrazione X; & di poco
inferiore alla X della formula classica); la (1.6); da invece X; = 47 e¢m, cul corrisponde
S5(X,) = 2,042 8 (ossia in questo secondo caso, pur con lo stesso valore di 2 ma con una
diversa legge di deformarzione progressiva, il calibro del proiettile deformato & circa
il doppio del calibro iniziale, mentre la penetrazione & assai minore di quella data dalla
formula classica).
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vedeva » proiettili di tipo espansivo e, per cosi dire, «si autocorreggeva » con
valori empiricamente caleolati per il coefficiente h, variando convenientemente
il quale «alcuni errori», dovuti ad abuso della formula, potevano essere
« riagsorbiti » (aleuni, ma non tutti: tipico & il caso del « paradosso balistico »
che Pabuso della formula aveva provocato). Osserviamo, a chiarimento, che
il coefficiente & dipende, oltre che dal mezzo, anche da certi dati del proieftile
{calibro, peso, coefficiente di forma e coefficiente balistico): si veda, ad esem-
pio, [5], p. 346, [6], vol. I, p. 364. Abbiamo anche gia accennato (al n. 1.1)
che la formula (1.7) era originariamente usata per velocitd piuttosto basse e
per proiettili sferici.

4.4, - Sul calcolo del coefliciente 1. Osservazioni conclusive.

Poiché il coefficiente 1 & legato alle varie leggi o(x) di deformazione progres-
siva, occorrerd fissare 'attenzione su tali leggi. Accenneremo a due casi tipiei,
fra quelli trattati. Nel caso lineare (2.3) consideriamo la (2.12)1 come equa-
zione nell’incognita A: fissati vy, f, b, &, il coefficiente 1 pud venire dedotto,

per misura diretta di X,, dalla (2.12);, che da
(4.4) A=2(X - X,)]X2.
Analogamente, nel caso quadratico (2.6) si ottiene
(4.5) A=3(X— X)X}

Tenuto conto delle espressioni di X, X,, X,, il coefficiente A dipende, in ge-
nerale, oltre che da f e da % (ossia dal mezzo e da certe caratteristiche del
proiettile), anche dalla velocitd di impatto v, e dal coefficiente & (il quale non
dipende né da h, né da v,).

Fra le formule che generalizzano la (1.6), qui trovate, risultano particolar-
mente espressive le (1.6);, (1.6),, (1.6);, (1.6), che danno la penetrazione totale
in funzione della X data dalla (1.6). In esse figurano entrambi i coefficienti %
e A, sui quali ci sembra utile riassumere brevemente i vari casi: 1°) se & &k > 0,
A > 0, ad una deformazione impulsiva (k> 0) si accompagna una deforma-
zione progressiva (1> 0): in questo caso le formule trovate generalizzano
la (1.6) di Levi-Civita; 2°) se & & > 0, A== 0, si ha solo deformazione impulsiva
(manca o &, di fatto, trascurabile la deformazione progressiva), in guesto caso
vale la (1.6); 39) se & k=0, 4> 0, si ha solo deformazione progressiva (manea
o &, di fatto, trascurabile la deformazione impulsiva): le formule trovate gene-
ralizzano la (1.7), ma nonla (1.6); 4°) se ¢ k= 0, A = 0, si ha il caso classico (1.7).
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Osserviamo, a conclusione, che i due coefficienti & (di Levi-Civita) e 1 (qui
introdotto) svolgono funzioni, in certo senso, complementari: il primo & legato
alla deformazione implulsiva e, conseguentemente, caratterizza la velocitd
critica (di massima penetrazione totale), che manca nella (1.7); il secondo &
legato alla deformazione progressiva, che manca nella (1.6), e che attenua la
penetrazione totale sia rispefto a quella data dalla formula di Levi-Civita,
sia rispetto a quella data dalla formula classica di Poncelet.
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Summary

Here are presented some generalizations of a formula by Levi-Civita concerning impulsive
deformations (characterized by a coefficient « of impulsive deformation »), through the in-
troduction of a coefficient « of progressive deformation ». On the vanishing of the two coef-
ficienis we get a classical formala by Poncelet.
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