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BIANCA MANFREDI (¥)

Asperiodicita e asquasiperiodicita (**)

1. = Introduzione

Secondo M. Fréchet [2] una funzione continna y(t),., & «asintoticamente
periodica » (brev. asperiodica) quando & somma di una funzione continua pe-
riodica e di una funzione continua che tende a zero per ¢ tendente a -- co;
analogamente, una funzione continua y(¢),., ¢ «asintoticamente quasi perio-
dica » (brev. asquasiperiodica) quando & la somma di una funzione continua
quasiperiodica e di una funzione continua che tende a zero per ¢ tendente a -- oo.

In [4], indicata con ", 1a classe di tutte e sole le funzioni della variabile ¢
definite in intorni di -+ oo ed ivi reali, univoche, limitate e continue, una fun-
zione y(t) € A", viene definita « asperiodica nel continuo in - oo, di aspe-
riodo 7» quando

(%) lim (y(t + m7)— y(#)) = 0,  uniformemente rispetto ad m =1,2 ...,

t—>+00

Questa relazione limite nel continuo risulta poi equivalente alla seguente rela-
zione limite nel discreto (essendo v =1, 2,...)

(%) lm (y(t + @ + m)7r) — y(t + 7)) =0,

p-rtoo

rispetto a t>— T (eon 7> 0 e grande a piacere),

uniformemente "
! ente rispetto ad m =1,2, ....

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). — Ricevuto: 29-V-1978.
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In questa nota, osservato che le funzioni asperiodiche e asquasiperiodiche
sono uniformemente continue in futuro, viene proposto un criterio di asquasi-
periodicitd e, in particolare, di asperiodicith per le funzioni di X, uniforme-
mente continue. Questo criterio, che si riallaccia alla condizione ()’ e che si
estende alle funzioni vettoriali in spazi a dimensione finita, implica le condi-
zioni di asperiodicita e di asquasiperiodicita secondo Fréchet, ed appare pro-
ficuo nello studio del comportamento delle vibrazioni nei problemi di Mecca-
nica non lineare con termine forzante periodico. Infatti, in conseguenza di
alcune osservazioni qui rilevate, Papplicazione del criterio alle soluzioni di
sistemi differenziali periodiei porta ad affermare (1) Vesistenza di oscillazioni
equiquasiperiodiche (in numero infinito e nessuna periodica di periodo eguale
al periodo del sistema dinamico) e, in particolare, alla esistenza di un’armonica
o di subarmoniche (in numero finito, e, per mna certa classe di sistemi (*), ne
viene individuato il periodo minimo). Si osserva infine che queste conclusioni
sono state ottenute senza ipotesi di unicitd e di stabilitd sulle soluzioni del
sistema differenziale.

2. — Si considera, qui, la classe A, di tutte e sole le funzioni, di una
variabile ¢, definite in intorni di -} co ed ivi reali, univoche, limitate e uni-
formemente continue. Per le funzioni di 2, vale il seguente

Criterio (di asquasiperiodicitd e di asperiodicitd). Sia y(?),.,, una funzione
di A, e sia T wn mwmero positivo. Presa ad arbitrio una successione
divergente @i interi positivi {v,} con v, <wvu,, (K'=1,2,..), sia {n} € {y }una
successtone (certamente esistente) tale che

1) im y(@ -+ v1) esiste uniforme per ty<t<ty+ 7.

k—>+oo

Allora, (a) la funzione y(t) ¢ asquasiperiodica se, ¢ solo se,

(2) im y(t 4+ (v + m) r)iogt«ﬁ, esiste uniforme per m = 0,1, 2, ...;

k—>+co

(b) 1o funzione y(t) ¢ asperiodica nel continuo in -+ oo, di asperiodo 7
se, ¢ solo se,

3)  Um (y(t + On + m)7) — Y@ + 7)) pcecrse = 0
k—>too

uniformemente per m = 0,1,2,....

(1) Cfr. 8. Marcur, Soluziond quasi periodiche di sistemi differenziali quasi periodict
non autonomi e mon lineari, Tesi di Laurea, Ist. di Mat. Univ. Parma (11-VII-1978).

(2) Precisamente per i sistemi differenziali del tipo @; = f;(x) - @;(f), con ¢ =1, ..., n;
@ = (@, ..., %;); @i(t) periodica (di periedo 7> 0).
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Dim. (a)’ Lipotesi (2) del Criterio implica Vasquasiperiodicita della fun-
zione y(t). Osservo subito che, poiché y() appartiene alla classe ooy 1A sUC-
cessione {y(t + »7)} & formata da funzioni equilimitate ed equicontinue; onde,
in virti del teorema di Ascoli, vale la relazione (1). Inoltre, quando si pensi di
esprimere ogni istante t'>?, -+ v nella forma #'=m't-+1¢, con m'>1 e
1€ [ty, .vy b -+ [, si constata facilmente che Dipotesi (2) implica I’estensione
della relazione (1) a tutto Pintervallo illimitato ¢>t,. Pertanto, in conseguenza
dell’ipotesi (2), si ha (indicando con IN* linsieme dei numeri interi positivi)

4) Y cNt, dpte{vd: Hm y 4 »7) esiste uniforme per 1>1,.
k=>tod
Sia ora {a,.} una successione (scelta ad arbitrio) divergente di numeri reali
e positivi, ordinata in modo crescente; per ogni suo elemento vale la decompo-
sizione seguente (essendo v, € IN¥)

@y = V0T Dy W < Vyraqy bo<bpe <to+7, B'=1,2,..).

Poiché Pinsieme {b,-} & limitato, & possibile estrarre da esso un insieme {0}
€ {b,/} convergente (2 un numero reale dell’intervallo [f... % + 7[) e al quale
faceciamo corrispondere la successione

=V, T - by (M < Wpayy Ba<by <ty 7, =1,2,..),

che, manifestamente, appartiene a {a,-}. D’altra parte dalla successione di
interi positivi {v,/} & possibile estrarre una successione {y.} in modo che valga (4).
Allora, la corrispondente successione {a;}€ {a,}€ {a,,} data da

a'k———-'))kf—{"‘ bk, (Vk<'Vk+1, t0<bk<to+ T, k= 1’ 2’ ...),

& tale che, contemporaneamente, valgono le due relazioni

lim 9t v,7) esiste uniforme per i>%,,
(5) s

Him b, esiste in o<t <ty -+ 7.

k—>+00

o

Queste affermazioni (5) permettono di provare ’uniforme convergenza
della successione {y(t + a;)} nell’intervallo illimitato ¢>%,. Invero, presi ad ar-
bitrio due elementi, a; e @, , appartenenti a {a,} si ha

? v s?. i

6) - [yt +an) =yt + @) | =1y + v, 7+ b)) =yt + 7,7+ b
< |y + v, v + b)) — Y@ + v, v + by |
1yt + v, v+ D) — Y+ e, T b)) |
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Ora, tenendo presente che ¥(®),>,, ¢ uniformemente continua (e quindi tale &
anche ogni sua traslata a parametro positivo) dalle (5) segue che per ogni
&> 0 esiste un K = K(e), indipendente da ¢, tale che per ogni coppia di indici
k., k > K siha

|90+ 9,7+ By) — (b 5 7+ ) |<e,
[yt + Vi, T -+ b)) — y(t 4+ v v bi,)|<e,

onde, in virty di (6), 'uniforme convergenza di {y(t + a.)} per t>1,.

Allora, per Varbitrarietd della successione scelta, risulta: la data fun-
zione y(t),,, & tale che ogni successione del tipo {y(t -+ @)}, con {a,} a ter-
mini positivi e divergente, contiene almeno una successione che converge uni-
formemente per ¢>t,. Cid caratterizza [3] lasquasiperiodicitdy della fun-
zione y(t),.,, -

(a)" L’asquasiperiodicite di Y(?)>,, implica la relazione (2). Questa affer-
mazione discende dalla condizione caratteristica di asquasiperiodicitdy richia-
mata alla fine di (a)’. Invero, poiché y(?),, & asquasiperiodica, la relazione (1)
vale per ogni #'>1%,; si ha cosi la relazione

m y(@' -+ vi7) esiste uniforme per ' >14,;
k—>+oo

se si pone ¢'= mz -+ ¢, essendo m>1 e t,<t < %, + 7, si ottiene proprio la 2).
p 2 H

(b)" L'ipotesi (3) del teorema implica Vasperiodicita nel continuo in -+ oo,
di¢ asperiodo T, della funzione Y(t)y,,- Poiché la (1) e Pipotesi (3) implicano
la (2) e quindi la relazione (4), posto

(M) Lm y(¢ 4 v7) = At) (t=1),
: k=>+co

risulta [leggendo in (7) ¢ 4+ 7 al posto di #]
lim y(t4 (. +1)7) = At +7), uniformemente per i>7,;

k—>too

quindi, in virth dell’ipotesi (3), si ha A(t - 1) = A(t) (¢>1,). Esiste pertanto una
funzione d’accumulazione della successione {y(¢ + »7)} periodica di periodo 7;
cid basta per assicurare (v. [5],) che

(8) im y(t -+ »7) esiste uniforme per ¢>1,.

y+co
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Allora, in virtl della affermazione (x) e quindi () del teorema 4 di [4] la fun-
zione y(t),s,, & asperiodica nel continuo in - oo, di asperiodo 7.

(b)" L’asperiodicita nel continuo in -+ oo, di asperiodo z, della funzione
Y(t) =, implica le relazions (2) e (3). Invero, per Paffermazione (f) e quindi («)
del citato teorema 4 di [4], se y(t),, ¢ asperiodica nel continuo in 4 oo, di
asperiodo 7, vale la relazione (8). Allora osservato che in (2) gli istanti
t - mz, con ty<t <<ty -7 em=0,1,2,.., esauriscono I'intervallo t>1,, vale
la relazione (2); inoltre, poiché il limite figurante in (8) risulta (v. teorema 3
di [4]) una funzione periodica di periodo 7, vale anche la relazione (3).

I1 Criterio & cosi concluso.

3. — Alcune osservazioni.

I. — Per una funzione y(t) € # ., che soddisfa la relazione (2) vale la
decomposizione (unieca)

9 y(@) = p(t) + ¢(t), ih? qt) =0,

ove p(?) & una funzione quasiperiodica. Invero, dalla (2) segue affermazione
figurante alla fine della parte (a)’ della Dim., e questa affermazione implica
la (9) (v. [3], p- 21). Viceversa, se per una funzione y(t) € ¢’ “eo Vale la decom-
posizione (9), poiché (9) implica (v. [3], p. 23) la soprarichiamata affermazione,
la funzione y(¢) verifica (v. parte (a)” della Dim.) la condizione (2).

Ora, la relazione (9) coincide con la definizione di asquasiperiodicita secondo
Fréchet (v. Introduzione); pertanto nell’ambito delle funzioni di ¢ ooy L@ rela-
zione (2) ¢ equivalente alla definizione di asquasiperiodicitd secondo Fréchet.

Ancora, la relazione (3) é equivalente alla definizione di asperiodicita secondo
TFréchet, in quanto la (3) implica la definizione (%) dell’Introduzione e viceversa
(v. parte (b)’ della Dim.), essendo poi la (x) equivalente alla definizione di
asperiodicitd secondo Fréchet, come & stato provato in [7].

II. — Procedendo come in [5],, dalla relazione (9) segue che il limite
figurante nella condizione (2) & la funzione quasiperiodica data da

(10) At) = Lm p(t -+ »7) .

ke~>+00

III. - Se, e soltanto se, vale la condizione (3) la successione di funzioni
{y(@ 4 »7)}, con y(t) e A ooy € uniformemente convergente per 1>%,. Invero la (3)
implica la (8) e viceversa.
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IV. — Non valendo (3), se K >1 & il minimo intero tale che (essendo
7 = K7)

3y lim (?/(t + (v 4 m) 'E) — Y@+ 'E))tn<z<to+? =90,

k—>+00

uniformemente per m = 0,1, ...,

la successione di funzioni {y(t + vr)}, per t>1,, ha K, ¢ soltanto K, accumula-
zioni distinte, tutte periodiche di periodo % ¢ mon di periodi T, 27, ..., (K — 1)7.
Vale anche il viceversa. Invero da (3)’ segue (3) che la successione {y(t 4+ »7)}
c{y(t + »7)} converge uniformemente per t>f, a una funzione periodica Alt)
di periodo ¥ e non di periodi 7, 27, ..., (K — 1)7. Ne segue (v. [5],, p. 156)
Pesistenza di K, e soltanto K, accumulazioni distinte date dalle funzioni At),
Mt 4 7)y ooy At 4 (K — 1) 7). Viceversa, se la successione di funzioni {y(i + »7)}

ha K acoumuhzmm distinte periodiche di periodo %= Kz e non di periodi
7, 27, ... (K — 1)1, la sottosuccessione {y(t -+ »% )} c{y(t +»7)} & uniformemente
convergente per >4, (v. [4], p. 284), onde (v. osservazione III) vale la con-
dizione (3).

V. — Be vale (2) e, per alcuno intero £>1, non vale la relazione 3),
la. successione di fumzioni {y(t 4+ v7)} ha wn numero infinito di accumulazioni
distinte. Queste accumulazioni, definite su tutto asse reale ed ivi non periodiche
& periodo Kr (K =1, 2, ...), sono equiquasiperiodiche (*). Le accumulazioni di
{y(t 4 »7)} sono infatti definite su tutto Passe reale in virti del teorema ITI
di [5];; sono in numero infinito e nessuna di esse & periodica di periodo Kt
(K=1,2..) in congeguenza dell’osservazione IV; sono infine equiquasiperio-
diche poiche la relazione (2) esprime la proprietd G di [6] che & equivalente
alla definizione di equiquasiperiodicitd data nell’annotazione (¢). Osserviamo,
d’altra parte, che questa equiquasiperiodicitd pud essere qui giustificata dal
fatto che la relazione (2) implica ’eguaglianza (10), dove nel secondo membro
compare una successione di funzioni equiguasiperiodiche, essendo le traslate
di una unieca funzione quasiperiodica.

Ad esempio, sia y(f) = sen t.

(®) Basta procedere come nella parte (b)’ della Dim.

(*) Le funzioni ¢(t) di un insieme .#, definite su tutto 'asse reale ed ivi continue,
si dicono equiquasiperiodiche quando per ogni &> 0 esiste un I=1I(¢, #) > 0 in modo
che ogni intervalle temporale di grandezza ! contiene almeno un 7'=7'(s) tale che

YieR, Yopes, pit+v')— o) <e.
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Per 7 = (p/g)2x, con p e ¢ numeri interi, primi fra loro e p < ¢, la succes-
sione di funzioni {sen (¢ 4- »7)} ha, come si vede facilmente, le seguenti ¢ accu-
mulazioni (per iterazione) distinte

sent, sen (f+ 7),..,sen (¢4 (¢—1)7),

tutte periodiche di periodo T = ¢7, a conferma dell’osservazione IV.

Per v =1, la successione di funzioni {sen ({ + »7)} = {sen ({ + »)} ha in-
finite accumulazioni distinte. Infatti, se fossero in numero finito K, la suceces-
sione di funzioni {sen (¢ 4 vff} C {sen (¢ 4 »)} sarebbe uniformemente conver-
gente su tutto Passe reale (v. osservazione III), onde la differenza

= = —~ K K
(11) sen (f -+ (s + 1) K) — sen (¢t + sK) = 2 cos (¢ -+ sK 4 - )sen—,

g

con s intero qualunque, dovrebbe tendere a zero per s — oo, uniformemente
rispetto a ¢ e ¢id ¢ manifestamente assurdo (%).

Ora, se A(f) ¢ una qualunque delle accumulazioni di {sen (¢ -+ »)}
si ha

At) = lim sen (f 4 ».), uniformemente per ¢ > — oo,
k—>+co
cioe
A(t) = lim (3enw, cost - cosy, sent).
k—>+co
Ne segue )
Aty = ( lim senw,)cost - ( Hm cosy,)sent,
h->too k—>+co
cioé
(12) At) = A(0) cost + A(/2) sent.

Per Parbitrarietd di A(?), questa relazione (12) esprime che le accumulazioni
della successione di funzioni {sen (¢t 4 »)} sono equiperiodiche e nessuna di esse
¢ periodica di periodo 1,2,3,.... Cid conferma Posservazione V.

V1. — Poiché una funzione vettoriale definita in uno spazio ad n-dimen-
sioni & asperiodica o asquasiperiodica, quando ¢ tale ogni sua componente, il
criterio di asperiodicita e di asquasiperiodicity, proposto si estende anche alle
funzioni vettoriali.

(%) Invero, da (11) seguirebbe cos (I -+ sK+ K/2) 72 0 uniformemente rispetto a ¢,
A §TrT 00

il che & impossibile.

27
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VII. — In un prossimo lavoro si mostrerd come Dlapplicazione del teo-
rema (qui provato) a sistemi differenziali periodici del tipo #; = f.(#) -+ ¢.(f)
(i=1,..,m; &= (@, ..., ,)) conduca ad individuare certe condizioni almeno
sufficienti sulle funzioni f; e @, (i =1, ..., n) per esistenza di soluzioni aspe-
riodiche o, piti in generale, asquasiperiodiche. Queste soluzioni, portano (v. (8)
e (10)) a soluzioni periodiche (e necessariamente armoniche o subarmoniche,
avendo il periodo minimo eguale al periodo del sistema o un suo multiplo) o,
pitt in generale, a soluzioni quasiperiodiche e quindi a moti ricorrenti.
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Summary

A new definition (or criterium) of asymptotically almost periodicity and, in
particular, of asperiodicity in - oo, of asperiod T [4] is given in this paper. This definition
refers to a given bounded and wniformly continuous function (such as any asymptotically
almost periodic function) and in connection with a given parameter (such as, for example,
the period T of the differential system velative to a mechawical problem).

Because of the results already obtained [5], this eriterium leads to the following conclusion:
if a solution of a differential t-periodic system is asymptotically almosi periodic, but not
asperiodic of asperiod © (or of a multiple of ils) there are infinitely many solution, all of
them equi- almost-periodic but non periodic of T period (or of a multiple of its).
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