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GrusepPe ROSOLINI (%)

Semireticoli e cornici in un topos (**)

Introduzione.

Dopo aver dato la definizione di semireticolo inferiore dotato di minimo
¢ massimo in un topos elementare ho affrontato lo studio di aleuni tipi par-
ticolarmente interessanti di tali oggetti. Sono, poi, passato alla considerazione
di cornici (= frame) ed ho completato lo studio aggiungendo alecune osser-
vazioni sui filtri definibili in tali strutture, generalizzando le definizioni date
in [6]. :

In tutto lo seritto, E indichera un fissato topos elementare. Sfrutterd i risul-
tati sui topos elementari di[1] e di [3]; userd le notazioni ivi introdotte, distac-
candomene nei casi seguenti: ’

— se @ €& una mappa caratteristica, »(¢) indicherd un rappresentante
del sottoggetto classificato da ¢, cioé (p) = g*(true) (1);

— per ogni oggetto A, t, ed f, indicheranno, rispettivamente, i mor-
fismi true ter, e false ter, (2);

— per indicare il morfismo identitad dell’oggetto 4, seriverd ancora A.

Fard uso del linguaggio L(Set) (cfr. [3]), nei n.4 e seguenti, per evidenziare
Panalogia tra quanto espongo ed il caso insiemistico. Sfrutterd anche alcuni
risultati sulle algebre astratte esposti in [5].

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, 43100 Parma, Italy.

(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.8.A.G.A. (CN.R.). — Ricevuto:
5-V-1978. : '

(*) I pitt corretto scrivere [+(p)]= ¢*(irue), dove [»(p)] indica la classe dei mono-
morfismi isomorfi a 7(p); perd, qui e nel seguito, quando serivo che due monomorfismi
sono uguali, intendo uguali a meno di isomorfismo.

(?) Tralascerd qualunque indice se, cosi facendo, non genererd confusione.
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1. - Semireticoli.

Sia @ un dominio di operatori costituito da un operatore binario 7 e da
due operatori zeroari 0 e 1. :

Definizione 1. (a) Un’algebra di tipo 0, P, nel topos E, & un semi-
reticolo (5.r.) (inferiore dotato di minimo e massimo) se (i XP) = i(P X%);
it =i(%); id = P; i(P, Qtery = 0 ter; i(P, Liery = P.

(b) Se P e ( sono s.r. e g: P—Q & un omomorfismo di tipo @, dird che g
& un morfismo di semireticoli (m.s.r.) e scriverd g: P — Q.

Esempi. 1. Q= (2, A, false, true) & un s.r. (cfr. [1]).
2. Sia I un oggetto, Q7 = (Q%, A%, f",17) & un s.r. (cfr. [3]).

3: Siano 0 ed 1 le due inclusioni di 1 nel coprodotto 1 -1 ed
i = (9 t‘”““); A +1)xEA+1) >1+1(.2= 141,401 & un s

141
0 X
4. (I):1+1—>P é un m.s.T..

Notazione. Sia P un s.r.: mp & Pegualizzatore di 4 e py; mp & egua-
lizzatore di ¢ e p,.

Osservazione 1. (a) m & una relazione d’ordine per la quale ¢ esprime
Pinfimo (cfr. [5]). (b) m'= wm.

Proposizione 1. Sie g: P> Q un m.sa.. Allora g é un omomorfismo
forte per le strutture relazionali (P, mp) ¢ (Q, mg).

Dimostrazione. Poiché g & mono, mp ¢ egualizzatore di gi, e ¢p,.
Dato che g ¢ un m.s.r., gip= iy¢?; inoltre gp, = p,g°. Percid, mp ¢ Iegualiz-
zatore di 2,9° e p,g°; per note proprietd dei limiti, dunque, mp & la contro-
immagine lungo ¢* di my,.

(3) Nel seguito, seguendo [3], indicherd con v il morfismo (naturale)
{Pa> Prp: PXP—PxP, dove p, e p, sono le proiezioni.
(4) Identifico i due oggetti isomorfi (1 +1)x (14 1) e (1 4+ 1)+ (14 1).
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Osservazione 2. Sia P un s.r.. Sono equivalenti
o 0 .
(i) il morfismo (E) 1+1— P & mono;
(i) 0 ed 1 sono disgiunti;
(iii) 2 ¢ sottosemireticolo di P.

Tale risultato si ottiene utilizzando note proprietd dei topos e I'Esempio 4.

0
Definizione 2. Dird che P & un 2-s.7. se (I) 2 P.

Esempio 5. & un 2-s.r..

Notazione. Particolare interesse riveste il morfismo caratteristico di
: 1> P. Indicherd con %p: P — Q tale mappa caratteristica.

P

Proposizione 2. (a)Ilmorfismo X: P—Q étale che X1 = true e %i = Ay
(b) Qualora esista un monomorfismo A: P— Q tale che 21 = true, allora y
¢ mono e, precisamente, y = A.
(¢) y: P — 8 se ¢ solo se P ¢ un 2-s.r..

Dimostrazione. (a) I ovvio che X1 =true, per definizione di X
Per mostrare che % = Ay? mnoto che Ay*= c¢h(<1,1>). Devo, dunque, pro-
vare che yi = ch(<1,1)), cioé che #* y*(frue) = <1,1>; ma, poiché y*(true) =1,
sard sufficiente dimostrare che *(1) = <1, 1. -

Chiaramente (1, 1> = 1. Ora, se (&, ¥>: X — P X P & tale che i(x, y> = 1 ter,
allora @ = i(a, l ter) == ?,_<£U, (@, ?/>> = §<Q<w7 xy, y> = UK,y = lteo’. B

(b) Poiché 4 & mono, Az =1 se e solo se & = 1ter.
(c) Poiché y ¢ la mappa caratteristica di 1, X0 = false se e solo se Oed1l
sono monomorfismi disgiunti. Dall’Osservazione 2 discende Passerto.

Vale, inoltre, l1a seguente
Proposizione 3. Se X ¢ epi, allora X: P — Q.

Dimostrazione. Sia y:Y » P la controimmagine di false lungo .
Poiché yx & epi, ter, & epi. Dato che 0 & stabile (quarta uguaglianza della Defi-
nizione 1 (a)), & i<y, Qter> = Oter e X0ier = Xily, O tery = A%y, XQ tery; ma
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xy = false ter, dunque 0 = A{false, 0>, poiché fer, & epi: il secondo membro
di questa ultima unguaglianza & false, perché false & il minimo dell’algebra di
Heyting Mor (1, Q).

Corollario 4. Se yx é epi, P é un 2-s...

N

Osservazione 3. In Set y & sempre un epimorfismo, se ¢ ed 1 sono
diversi; questo non vale in un generico topos E. Infatti, se T non & booleano,

alse . .
(];m(,)‘z — £, che & mono, non pud essere epi.

2. « Filtri di semireticoli.

La seguente definizione estende ai s.r. la definizione di filtro data da
Volger [6] per le algebre della forma Q7.

Definizione 3. (a) Un filtro del sr. P & un morfismo A: P — 2 tale
che 2i = AJA? e A1 = true.
(b) Un filtro A di P & debolmente proprio o, pit semplicemente, debole,
se A=t
{(¢) Un filtro 1 di P & proprio se A & un m.s.r..
(d) Un filtro proprio A di P & p-massimale se, per ogni filtro proprio v
di P, A<y implica A =.

Osservazione 4. Se A & un filtro proprio di P, allora 1 & debole.

Esempi. 6.t: P — Q ¢ un filtro,
7. x: P — 0 & un filtro, proprio se e solo se P & un 2-s.r..
8. In particolare, £: Q -> Q & un filtro proprio.
9, ~~: 0 — Q & un filtro proprio.
10. Se A e v sono filtri, AA» & un filtro; AA» & debole (proprio) se uno
dei due lo & (vedi Teorema 5 successivo).
11. Se g: P = Q ¢ 1 & un filtro di @, Ag & un filtro di P.

Teorema 5. Siano . e v due filtri di P.
() y<i
(b) Se »< 2, allora, se A & debole (proprio), v & debole (proprio).
(¢) Se 1 & proprio, allora P & un 2-s.r..
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Dimostrazione. (a) Banale, da 11 = frue.

(b) Sia y< . B sempre 1<{; se As%t, allova anche y#t; dunque se A &
debole, » & debole. Se A: P — & allora 10 = false. Ma & »0< A0 = false, percid
y: P> Q.

(¢) Ovvio, dai punti (a) e (b), per Esempio 7).

La seguente proposizione permette di costruire filtri di P.

Proposizione 6. Sia a: 1 - P un elemento globale di P. Posto
Lay = chia)ilater, P>, valgono le sequenti affermazioni:
(2) Lay ¢ un filtro di P e {apa = true.
(b) Se 1 & un filiro di P ¢ la = true, allora {ap<A.
(¢) &y ¢ debole se e solo se a5~ 0.
(d) La) & proprio se e solo se @ ¢ O sono disgiunti.

Dimostrazione. (a) Sia »: X - P; per note proprieta delle mappe ca-
ratteristiche, ch{a)ilater, z) =t se e solo se ater = ilater, »)y. Per I'Osserva-
zione 1, sono, quindi, equivalentile eguaglianze (,, @,: X— PYA a2 (@, %) =1,
oh(a) ia ter, ix,, @,>y = t; ma la seconda &, per definizione, aPi®,,o,» = t.
Utilizzando la proposizione 1.6 di [1], ottengo che ALa)*= {api. Si ottiene,
poi, con semplici caleoli, che {apl= true (quindi {a) & un filtro) e {apa = true.

(b) Sia A un filtro tale che Aa = true. Cid comporta ch{a)<1; & allora,
La) = ch(aYilater, P> < didater, Py = AA ater, P> = A{t, Ay = A.
Per provare le restanti affermazioni, osservo che {a) 0 = ch{a)Q; infatti
£a Y0 = ch(a)i{a ter, P>0 = ch(a)ila, 0> = ch{a)0 .

(¢) €apQ =1 se e solo se a = 0; percid ap==1 se e solo se 0.
(d) €aD0 = false se e solo se ¢ & disgiunto da 0. Dal punto (a) discende,
ora, l'asserto.

P

Osservazione 5. x=(1».
La Proposizione 6 suggerisce di chiamare {a il filtro generato da a.

Corollario 7. Se esiste un elemento a:1 — P disgiunto da 0, allora P
é un 2-s...

Dimostrazione. Banale, dalla Proposizione 6 e dal Teorema 5 (c).



374 G. ROSOLINI [6]

Osservazione 6. Dalpunto (b) della Proposizione 2 segue che £2: Q2 —Q
¢ Punico filtro di € che sia mono.

3. = L-semireticoli.

La Definizione 2 individua una classe interessante di s.r. in B, cio¢ s.r.
in cui 0 ed 1 sono monomorfismi disgiunti. Osservo che non ogni s.r. non de-
genere ¢ un 2-s.r.. Infatti & facile verificare che, in Set™™, ¢ possibile defi-
nire, in modo semplice, una struttura di s.r. sull’oggetto A:{0, 1} — {0} tale
che 4 non sia un 2-s.r.. In Set ogni semireticolo non degenere & un 2-s.r.;
anzi, se si riguarda 2 come il classificatore di Set, si ha che Q & sottosemireticolo
di ogni s.r. non degenere. Tale proprieta del classificatore non vale in generale

per un qualunque topos E. Vale, a questo proposito, la seguente

Proposizione 8. Condizione necessaria e sufficiente affinché Q st im-
merga in 2 ¢ che il topos E sia booleano.

Dimostrazione. La sufficienza & evidente.
Per mostrare che la condizione ¢ necessaria, sia w: £ » 2. Allora w*(1) =

. alse . .. {false
= {rue, perche wl=trueed w & mono. Dunque f w= £, poiche f w
- true true
false

classifica {rue. Percid (
true

), avendo una inversa destra, & un iso.

Definizione 4. (P,w) ¢ un Q-semireticolo (£2-s.r.) con supporto P se
w: 8 P.

BEsempi. 12. (2, £2) & un Q-s.r. con supporto L, anzi, & Punico tale,
per POsservazione 6.
13. Sia ter: I—>1 epi, sia p,: Q XxI— Q. Allora (7, p,”) & un Q-s.r. con
supporto 27,

N

Osservazione 7. w:Q > P non & unica, in generale (a differenza del-
Pimmersione 25> P per i 2-s.x.). Infatti, si consideri, in Set'™, I'oggetto
B: {ag, 4y s, a5y — {by, b} con le condizioni B(a;)= b, per j == 0. Chiamo 0 la
mappa da 1 a B determinata da {a,, b,>, 1 la mappa da 1 a B determinata da
{az, b;> ed ¢ Toperazione binaria su B individuata dalla condizione

Uy B) = 2,, dove p=min(m,n) ed & =a,b.
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T facile verificare 'esistenza di due diversi mono m.s.r. da £ a B.
Teorema 9. Sia (P, w) un Q-s.1r.. Allora yo = Q.

Dimostrazione. Come alla Proposizione 8, w*(1) = true; percid yow &
Ia mappa carattevistica di frue e yo = Q.

Osservazione 8. Se (P, w) ¢ un £-s.r., allora P & un 2-s.r..

Ho precedentemente introdotto la nozione di filtro di un s.r.; nel caso par-
ticolare di vn £-s.r. posso dare la seguente

Definizione 5. Sia (P, ) un £-s.v., sia 1 un filtro di P.
(@) 1 & fortemente proprio o, pilt brevemente, forte, se lw = Q.

(b) A & f-massimale se, per ogni filtro forte » di P, A<v implica A = y.

Esempi. 14. Sia (P, w) un R-s.r.. x & forte.
15. 02: Q — Q & Punico filtro forte di Q.

Osservazione 9. Se 1 & un filtro forte, allora & proprio. Deriva dal
fatto che 0 = w false.

Vale, per i filtri forti, un teorema analogo al Teorema 5:

Teorema 10. Sig (P,w) un -s.x., siano 4 e v due filiri di P. Se y<2
e 1 & forte, allora v & forte.

Dimostrazione. Dall’esempio 11, per il Teorema 5 (a), £ <»w. Dal-
Tipotesi, ro < lw = 0. Dalle due diseguaglianze discende la tesi.

Osservazione 10. Nel caso particolare del Q-s.r. (RF p,”), descritto
nell’Esempio 13, la definizione di filtro (forte) coincide con quella di filtro
(proprio) data da [6]. Nella notazione di Volger, p,” & Q'7; 'affermazione di-
scende dal teorema 1 (a) di [6].

4. -« Mappa dei maggioranti ed estremo superiore.

Per tutto il paragrafo, P indicherd un fissato s.r..
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Notazione. Considero la mappa caratteristica

v =V, (vip1, Py = h(m)(ps, po)): Q"X P — 2,

dove py, Ps, P, sono le proiezioni da Q7 xXPXP e ¢ = {p1, P.y. Usando il
linguaggio L(Set) di [3], la mappa y altro non & che {KX,#)|Vze Pze X =
=2<2)} (°) con X ¢ Q7 ed w ¢ P. Sia Gp: QF — Q7 il suo morfismo aggiunto,
clod

Gp = {o 1 {we P|CX, @) €97}

11 teorema seguente presenta alcune proprietd della mappa G «dei mag-
gioranti ».

Teorema 11. (a) ev(G{-}xP)= ch(m). (b) ev(G{-}, P> =t. (e) G{-} ¢
mono. (A) Sia pu: M »> QxQ (u=my); allora G*vu” fattorizza attraverso u’.

Dimostrazione. {a) Per definizione di &, ev(G{-}XP) = ev(GdXP)o
o({*} X P) = (Y, (ev{ps, ps> = ch(m){ps, p=)))({*} X P). Osservo, ora, che la fa-
miglia (gs: PXPXP —PXP; {}XPXP:PXPXP Q" xXPxP) & un li-
mite per il diagramma di pullback costituito dalle frecce {-} xP:PxXP —
Q%P e g: Q"X PxP — 0" xP. Applicando l'analogo universale della
condizione di Beck (cfr. [2]) e sfruttando il fatto che ¢ =y == {p, y) ed
ev({ -} x P) = 0, ottengo che ev(G{-}xP) =V, (0{ps, ps> = ch(m){ps, poy). Il
secondo membro di questa ultima uguaglianza, per la 3.22 (3) di [3], ¢ ugunale
a ch(m). B cosi provato 'asserto.

(b) Si ottiene dal punto (a) per ’Osservazione 1 (a), dopo aver notato
che ev{G{}, P> = ev(G{-} x P) 4.

(¢) Siano @, y: X — P tali che G{-}x = G{-}y. Allora, dai punti (a)e
(b), ch(m){z, > =t e ch(m)<{y, > = t. Dall’Osservazione 1 (a) si ottiene,
percid, @ = y.

(d) Devo provare che I, (uf)<uf, o, equivalentemente, che

1) =XCY = &Y)C GX) (X, YeQF).

E=@EeX =>seY) = (reY =>0<s) = (e X =>a0<z),

(8) z< @ sta per {z, x> eml.



{9] SEMIRETICOLI E CORNICI IN UN TOPOS 377

poiché la formula scritta & una tautologia intuizionista. Dunque, per il teo-
rema 3.21 di [3]

=VYoe PweX = zeY) = (Vee PNVoe Plwe ¥ = 2<z) > Yoe PlweX :>m<z))) .
Cid equivale alla (1), per definizione di @, dalla 4.20 di [3].

Definizione 6. Sia §: QF — P; dird che S & un estremo superiore per P
se @ = G{-}8.

Notazione. D indichers il morfismo
(X, Y = {ze P|n,ye Plee XA\ye Y Az =1i(x,y))}}: QP X QP > Q7.
Definizione 7. Un estremo superiore S & distributivo se 8D = iS™

Esempi. 16. J=ev{Q21>: 022 >0 ¢ un estremo superiore distri-
butivo per L.

17. Sia I un oggetto di E; allora (3, (ev{py, ps> Aevips, p)) " Q@D Q1
& un estremo superiore distributivo per Q7 (°); la dimostrazione ricalca quella
classica, tenendo presente che il morfismo considerato si pud anche scrivere

(X {we I|3X e QX eXNwe X)}} .
Corollario al Teorema 11 ed alla Definizione 6 & il seguente

Teorema 12. Sia S un estremo superiore per P.

@) 8{-}=P. (b) Se 8 ¢ un estremo superiore per P, allora 8'= 8.
(¢) ev(@, 8y = t. (d) Comunque presi »: X —P ed y: X— 0Qr; evl@y,wy =1
se e solo se (Sy, x> fattorizza aiiraverso m. (e) 8 u? fattorizza atiraverso m.

Dimostrazione. (a) Per definizione di estremo superiore, G= G{-}5;
percid G{-} = G{-}8{-}. Sfruttando il Teorema 11 (c), ottengo T'uguaglianza
cercata.

(b) B G{-}8'= G= G{-}8 per definizione; allora, procedendo come in (a)s
ottengo 'asserto.

(¢) I’esempio 16 & un ecaso particolare, con I=1.
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(¢) Per la definizione di estremo superiore e per note proprietd dei pro-
dotti & ev(@, 8) = ev(G{-}, P>S. Ma il secondo membro, in virttL del Teo-
rema 11 (b), ¢ uguale a t.

(d) Per provare quanto richiesto, utilizzo ancora la definizione di estremo
superiore ed il Teorema 11 (a). Ottengo cosi evd@y, &) = ev(G{-} X P) (Sy, &) =
= ¢h(m) {8y, ). Da questa catena di ugnaglianze & immediata la tesi.

(e) Per provare lasserto, sfrutto la 4.20 di [8], la definizione di vali-
dita interna e le aggiunzioni g=* - Vg e — Aq — @ = —, ottenendo la seguente
proprietd di w?:

(2) e P1pFP1y oy < VPt Py, Po) -

Per il Teorema 11 (d) esiste s: M— M tale che &= Tut = pfs; per il
punto (¢),
ev{G@p,u*, Sp,u*> = 1.

Ma Gp,u? = p,uts; perciod
ev{P TPy, Yo <8, szﬂp> =1,
Quindi, dalla (2),
'3’0<Z72MP201; P48, sz,up> =1,
ciod
U Gpupu”, Spap®y = 1.
Percid, per il punto (d), Su? = (Sp,u®, Sp,u*) fattorizza attraverso m.

Si osservi che il punto (b) del Teorema 12 afferma che un s.r. determina
univocamente un estremo superiore, se guesto esiste.

5. - Corniei.
Definizione 8. (a) Una cornice in B & un s.r. F dotato di un estremo
superiore distributivo.
(b) Siano F e G due cornici e sia g: F— G un m.s.r.: dird che g & un

morfismo di cornici (m.c.) e scriverd ancora ¢:F — G, se g8p = 839 ().

I ovvio che le identitd sono m.c. e le composizioni di m.c. sono m.c..

(") Ricordo che Ig={X > {yeG|TueFlze XAy =g(x))}}: QF > Q°:
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Notazione. Cg indicherd la categoria che ha come oggetti le cornici
in B e come mappe i morfismi di cornici.

Nel seguito, F indicherd una fissata cornice. Per le cornici si pud dedurre,
dal Teorema 12, il seguente

Teorema 13. S& fattorizea attraverso m, dove &= {p,, D>~ ur) (8.

Dimostrazione. Al punto (e) del Teorema 12, ho dimostrato che
de(uf)<m, o, equivalentemente, che

(3) U< (82)"m) .
Con semplici calcoli, si pud stabilire la seguente uguaglianza
(4) ch(m) 82 = ch(m)<{8p,, 182 ;

poiché § & distributivo, passando dalla (4) all’ugunaglianza tra i corrispondenti
monomorfismi, & (82)7Y(m) = {(p;, D>7Y8?)}m). Percid, dalla (3),

£ = {pu, Dy~Hu") <<{p1, DX>~H8)(m) = (857 (m) .

Confrontando il primo e I'ultimo membro di questa catena, si ottiene subito
la tesi.

B da notare che molte proprietd esposte sono simili alle proprietdy delle
cornici conerete; un’altra caratteristica delle cornici in B ¢ che esse si possono
dotare di una struttura di algebra di Heyting completa.

Notazione. Pongo
m={(m, 9> > {ze Flilw,2) <y}}: FxF > 0QF,  p=8m;
=X, ) |V2e Flze X > 3<2)}: QFXF - Q, Lp=1n":0F > QF

ciod Ly = {X > {w ¢ F|{(X, @) € n°}} (si veda la definizione di Gp data nel § 4).
Pongo inoltre, I = SL ed u = SvF{-}2.

(3) Il teorema vale anche senza l'ipotesi che § sia distributivo, ma, per quel che
segue, & sufficiente questo risultato.
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Vale il seguente

Lemma 14. (a) p: FxXF —F ¢ uno pseudo complemento relativo per F.
(b) I: QF - ¢é un estremo inferiore per F (o).
(€) u: F X F—T esprime il supremo per m, secondo la definizione data in [5].

Tralascio la dimostrazione, ché si esprime, nel linguaggio L(Set), essenzial-
mente come quella insiemistica.

Dal Lemma 14 si deduce il
Teorema 15. (F,w,1,p,0,1,8,I) ¢ un’algebra di Heyting completa in E.

Infine, nel seguente teorema, elenco alcune proprietd che si ottengono
come le precedenti.

Teorema 16. (a) St =1; It" = 0; I{-} = F; 8f = 0; If" = L.
(b) Sia o: AXF — Q; allora

=S8{zel|dac A ofa,s)} = S8{yeF|dac Ay = S{w e F|a(a, z)})} .

6. - S-cornici.

Un risultato interessante per le cornici ¢ che esiste al pitt un m.c. da Q
ad F; si ricordi che un analogo risultato non vale per i s.r..

Osservazione 11. La mappa y, in generale, non conserva ’estremo
superiore.

Siano w, w’: & — F due m.c.; sia k: I »» Q Pegualizzatore di w, v': 2 — F.

Lemma 17. Hsistono i: K*— K, 0:1 — K ed 1: 1 — I tali che Ak* = ki,
false = kO e true = k1. In pit k*(true) = 1.

Dimostrazione. La prima parte dell’enunciato discende da risul-

(°) Sono ovvie le definizioni di pseudo complemento relativo (cfr.[4]) e di estremo
inferiore per F(L=I{-}I).
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tati generali. La seconda parte segue da true = k1 essendo k& un monomor-
fismo.

Lemma 18. Esiste V:0F — K tale c¢he |J 3k = kV (V).

Dimostrazione. I sufficiente provare che |JIk egualizza o ed '
Poiché w ed o' sono m.c., per note proprietd del « quantificatore» I, si ha
o Uk = 8wk = S wk) = SH(w'k) = o’ JIk.

Notazione. Indicherd con 7 il morfismo V.Q*{-}: Q2 — K.

Lemma 19. kh = Q.

Dimostrazione. La tesi del lemma si scrive: kh = ch(frue), oppure,
true = »(kh). Noto che, per il Lemma 18 e la definizione di U: 22 — 0,
Eh = ev{Q92, 1> ALO*{-}. Devo, dunque, provare che

(5) {-1E(Q¥)F(ER)* (29, $H* ev*(true) = true
La (8) discende dalle uguaglianze (i)-(v) dimostrate nel seguito.
(i) ev*(true) = € 4,
per definizione di e,.
(ii) T L0, (e, = r({X e Q2| true e X}) .
Infatti, la mappa caratteristica di {02, £)*(g,) & <022, 1>~ (ev); perla 4.9 (1) di[3],
(02, 1y (ev) = {X & 22]<Q2X), X)) € b}

Il secondo membro di questa uguaglianza & {X ¢ Q2|frue®e X}. A questo
punto, si ottiene la (ii), considerando 'uguaglianza fra i monomorfismi clas-
sificati.

(i) @) (r((X & Q2 trueoe X})) = r({Y s Q%1€ T}) .

(%) Si puo provare che (I, 4,0,1, V) & una cornice.
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La mappa caratteristica di @Ry (r({X e 2| true®e X})) & |
(k)1 ({X ¢ Q2|trueoe X}) ;
per la 4.9 (1) di [3], questa & uguale a {¥ e Q% [true® e Ik(Y)}. Per definizione,
e ={Y - {zel|IyeK(ye YA\w=ky))}},
e, poich¢ k ¢ un monomorfismo, per le 4.10 e 3.22 (2) di [3] &
E=k1%) edk(Y) < 1'e Y (Y ¢ Q%)
Allora, essendo k1= true, per la 3.22 (1) di [3],
Fr)({X e Q2|true®e X}) = {Y £ Q%|1°c Y}.
Da questa uguaglianza deriva immediatamente la (iii).
(iv) () (r({Y e QX1 e X)) = r({X & 22|true’e X}).
Ragionando come in precedenza,
(Q)1({¥ e QF|10€ T}) = {X ¢ Q2|10 OH(X)} .
Inoltre, & facile vedere che

Q= {X —{we K|kiz)e X}};
perciod,
=10 QHX) < truete X (X e 029).

A questo punto, con passaggi simili a quelli sopra esposti, si ottiene la (iv).

(v) {-¥(r({X e Q2|true’ e X3})) = true .
{1 ({X e Q2)true’e X}) = {we Q|true®c {w}}.
Per la 4.17 e 2.13 di [3], il secondo membro dell’ultima uguaglianza & ch(true).
Percid
{3 (r({X e 22]true® € X})) = r(ch(true)) = true.

Questo conclude la prova del lemma,
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Teorema 20. Se¢ w,w:Q —F sono m.c., allora w = o'.

Dimostrazione. Per il Lemma 3, il morfismo %, egualizzatore di w, o',
¢ una ritrazione; dunque, k & un isomorfismo. Da questo deriva 'asserto.

Corollario 21. Se w:Q —+F, 0':Q -G ¢ g: F—> G sono m.c., al-
lora o'= wyg.

Definizione 9. Sia F una cornice; dird che F & una Q-cornice se § si
immerge come cornice in F. Indicherd con wy il m.c. di immersione.

Notazione. Indicherd con -Cp la sottocategoria piena di Cpindividuata
dalle 2-cornici.

Esempi. 18. £ ¢ una Q-cornice (wg = Q).
19. Bia I un oggetto tale che ter:I —1. Con calcoli semplici, ma te-
diosi, si dimostra che p, : Q — Q7; quindi ! & una Q-cornice.

Osservazione 12. Non tutte le cornici in E sono, in generale, Q-cor-
nici (a differenza di quanto avviene in Set). In Set™", & facile dotare 141
di una struttura di cornice; ma, per quanto detto all’Osservazione 3, dal Teo-
rema 9 segue che 2 non pud essere una -cornice.

7. = Filtri di cernici.

Rifacendomi alla Definizione 3 di filtro di un semireticolo, dird ancora
filtro di una cornice F ogni filtro del semireticolo sottogiacente. Parimenti si
ripetono le definizioni di filtro debole, filtro proprio e filiro p-massimale; si
ripetono, anche, le definizioni di filtro forte e filtro f-massimale nel caso di
Q-cornici. Inoltre, grazie al maggior numero di operazioni definibili nelle cor-
nici, & possibile fare una distinzione pitl accurata dei filtri:

Definizione 10. Sia 2 un filtro di F.
(a) A
(b) 2
(c) 4

[

(un filbro) primo se Au = va2.

[l

ultre (filtro) se Ap = = 42
(un filtro) completo se AS = |JIA

el
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Osservazione 13. (a) B immediato, dalla aggiunzione —Ag — @p=>—
e dalla definizione di filtro, che Ap< = A%

(b) Se A ¢ completo, 1 & primo. (¢) Se 7 & ultra, le = < A2 ().

Alcune proprietd dei filtri, ottenute in [6], si dimostrano anche nel caso
pitt generale che sto presentando. Ad esempio, vale il seguente

Teorema 22. QSia F una Q-cornice, sia ). un filiro di F. Se A ¢ forte ed
wltra, allora X & primo ed f-massimale.

Dimostrazione. Analoga a quella di 1.1 (3) di [6].
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(Yye: FxF—F & definito come i{p, P 7).

Summary

We introduce the concepis of inf-semilattice and frame in a topos B, emphasizing those
into which 2 can be embedded.
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