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MAURO SASSETTI o ANTONIO TARSIA (%)

Il problema dell’equilibrio di una piastra

con ostacolo elastico (*%)

1. ~ Introduzione.

Vogliamo studiare il problema della configurazione di equilibrio di una
piastra elastica fissata al bordo, tesa al di sopra di un ostacolo deformabile
elasticamente.

Indichiamo con 2 un aperto connesso e limitato del piano @, y, di fron-
tiera 902 sufficientemente regolare, e con « la funzione il eui grafico da la con-
figurazione d’equilibrio della piastra. Indichiamo poi con y una funzione suf-
ficientemente regolare definita su £ e tale che v|,, < 0; il grafico di » dala
configurazione non deformata dell’ostacolo.

Se con . indichiamo la zona di contatto tra piastra e ostacolo nella con-
figurazione ’equilibrio, il problema fisico pud essere formulato nei seguenti
termini: trovare una funzione w tale che

A =0 in Q—J, Awu-+klu—y)=0 in &,

(1.1)
w =¥ _ 0 su 242,
dn

postulando il fatto che lo spostamento della piastra sia proporzionale alla
reazione di contatto; k & il termine che tiene confo di tale proporzionalita:
lo supporremo costante e positivo.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Universitd, Pisa, Italy.
(**) Ricevuto: 5-IV-1978.
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In ipotesi di regolarita, il problema (1.1) ¢ equivalente al seguente: tro-
vare una funzione » tale che

(1.2) Ay4kmin {u—yp, 0} =0 in 2, u= %—Z =0 su 0f2.
Per provare tale equivalenza, basta osservare che f = {ze Q: u(@) <y}
11 problema (1.2) verra risolto prima trovando una soluzione (Punica soluzione)
in HYQ) N Hy(L2) e poi regolarizzandola (nell'ipotesi ype C*%(0)) in C¢+*(Q).
Per risolvere la prima parte, approssimeremo il problema (1.2) con una
successione di problemi del tipo

(1.3) Au 4 Elu—yp)Hu—y)=0 in 2, U= %:-; == su 082,

dove ¥ & una funzione lipschitziana opportuna.

Nel paragrafo 2 studieremo I’esistenza di soluzioni per problemi del tipo (1.3),
utilizzando il teorema del punto fisso di Schauder.

Nel paragrafo 3 faremo vedere come il problema (1.2) sia approssimabile
con problemi del tipo (1.3), deducendo esistenza, unicitd e dipendenza con-
tinua della soluzione dal dato.

Nel paragrafo 4, infine, regolarizzeremo la soluzione trovata, utilizzando i
risultati di Campanato [2].

2. - Un teorema di esistenza per un’equazione non lineare.

In questa parte del lavoro studiamo Pesistenza di soluzioni per il problema
(2.4) we Hy(Q), A*u 4 klu— p)du— )= 0,

dove 9(s) & la funzione definita da (e > 0 fissato)

1 se s<0,
(2.2) Hs) = (—1fe)s +1 se 0<s<e,
0 se £<S.

Otteniamo a questo scopo il seguente risultato

Teorema 2.1. Seye 0°Q), il problema (2.1) ha una soluzione
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we Hy(Q2) N H4(Q), ¢ vale la maggiorazione sequente
(2-3) lula<e(@, B9,
dove ¢ non dipende dalla & di (2.2).
Dimostrazione. Consideriamo in H(Q) lequazione
(2.4) A% 4 kud(w — y) = kypdHw — p),

per ogni fissata we Hi(LQ). La (2.4) ha una soluzione (unica) (cfr. Lions-Ma-
genes[3], Agmon[1]), e per essa vale la maggiorazione

(2.5) Jufa<e(2, B)| v .

Osserviamo che la costante ¢ non dipende da w né da e, in quanto dipende solo
dalle norme L®(Q) dei coefficienti della parte secondaria dell’equazione (2.4).
Sia 2 P'insieme

Y= {ve HyQ): |v].<e(2, B)|¥| o},
che ¢ un convesso, chiuso e limitato di H}(2). Sia T:X — X Papplicazione
che ad ogni w € X associa la soluzione « della equazione (2.4). Proveremo che 7T

¢ un’applicazione continua e compatta; quindi per il teorema del punto fisso
di Schauder il problema (2.1) ha una soluzione u e X

(a) T & un’applicazione continua. Sia {w,}c X tale che w,— w in HX(Q);
poniamo u, = Tw,, w = Tw; vogliamo far vedere che w, — u in HZ({2). Dalle
equazioni seguenti

[_)f {du Ap + Tud(w — p)p} d =Qf kypd(w —p)p dw ,
[ {du, Ap + ku, 9w, — p)p} do = | kpd(w, —p)p dz,
g @

Yo € H3(Q), sottraendo membro a membro, si trova

(2.6) J 14 —ua) Ag & Mud(w —p) — und(w.—y)]p} do =

:Qj' Eyp[H(w — p) — Hw,— v)]p dz Yoe Hj(2) .
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La (2.6) & equivalente alla seguente equazione

2.7 [{4(u—u,) dp + Elud(w—p)—u, 9w —1y) +
o

+ Uy Hw — p) — w, Hw,—) @} dz= [ ky[Hw—yp)—Hw,—p)lpde Vee Hy(L2);
2

nella (2.7) prendiamo ¢ = « — u,, ottenendo in tal modo
(2.8)  [{]d(w—2,)|* + B(w—u,)2 0w —p) -+ ke (w—1,)"
2
[FHw —p) — I w,— )]} Ao = [ kyp[d{w — p) — Hw,— p)(u —u,) dz .
0

Nella (2.8) si ha

2
2

T 14w —uw,)|?de>alu—u,
0

in quanto A:H(Q) - L¥Q2) & un isomorfismo, mentre per gli altri termini
vale quanto segue
Elu—u,)* 0w —wp)> 0,

I k(e —u,)[Pw — p) — Hw,— )] de — 0,
o2 .

| Ep[f(w — ) — D w,— ) (1 —u,) do— 0,
o
in quanto % — ,, %, sono limitate e ¥ & lipschitziana. In definitiva otteniamo
Wy —> U in H(Q).

(b) T & un’applicazione compatia. Dalla maggiorazione (2.5) segue che T
trasforma H(Q) in un limitato di H4(Q) N H(2); poiché i limitati di H4(L2) N
N H(2) sono relativamente compatti in Hj(2) (teorema di Rellich), questo
prova che T & compatta.

Osserviamo che la soluzione « del problema (2.1) cosi trovata appartiene
ad HY(Q2) N H}(2) e per essa vale la maggiorazione (2.5).
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3. « Proprietd della soluzione dell’equazione limite.
Riprendiamo il problema introdotto nel paragrafo 1
we Dy, A%+ klu— p)[(uw— p)=0,

dove I'(s) & la funzione definita da

S < 0
(3.1) I'(s) = e
se s>0.
Definita #,(s) come segue
1 se s<0,
(3.2) Dn(s)= _ops 4-1 se 0<s<(1/2n),
0 se (1/2n)<< s,

abbiamo visto nel paragrafo 2 che esiste una soluzione %, del problema seguente
u, € Hy(Q2) N HYQ), A2y + Ty — )0 n(U—1p) = 0.

Per la maggiorazione (2.5), le norme |u,|, sono equilimitate; quindi esiste
una sottosuccessione di {u,} (che indicheremo allo stesso modo) e una
‘e HY(Q) N HY(Q) tali che

(3.3) Uy, ~> U in H*Q),
(3.4) Uy —> U in H™5), Vex>0;
in particolare dunque, %, —u uniformemente. Quindi si ha
(3.5) Vne N, dv(n)e N: Ju, —ulo< E::—Z ;

inoltre possiamo assumere che la successione {»,} sia strettamente crescente,
e , > n. Vogliamo provare che

(3.6) A2y, + By, — )y (s, — p) = A% + k(w — ) (u— o)

in L2(Q); con cid sard dimostrato che « ¢ soluzione del problema (1.2). Poiché
per la (3.3) risulta

(3.7) ' A2y — A in L¥Q),
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resta da provare che
(3.8) (s, — )y, (w, — p) — (00— ) — )
in L¥Q), ossia, posto 4, — ¢ = w,, u— p = w, che
(3.9) W,y (wn) — wl'(w) — 0 in I#(Q),
o equivalentemente che
(3.10)  (wadh (w,) — why (w)) 4 (wdy (w) — w, ['(w)) +
+ (W L(w) — wl'(w)) —0  in LX2).

Nella (3.10) ciascuno dei tre termini in parentesi tende a zero in L*(2) debole.
Infatti

(3.11) (w,—w)(w)—~0  uniformemente,

(3.12) J @0 (w0) —w0,T)) p do =
=[;I1 (1, (10) —10,I'w0) & + [ (s, o0) — w0, ) g do +
+Q£ (w8, (w) —w, I'(w)) ¢ dw —> ;) Vp e 03°(2) ,

dove abbiamo posto
V 0, ={we 2: wr)<0},

sz{weQ:0<w(m)<31v—},

0= {pe: )

= {we .gy—n<w(w},
perché

f (wz?”n(w)_wn[y(w))‘p dw =f(w~wn)¢ dz—0,

m 01

[ (ws,(w) —w, () p|dz< [ wd,(w)|p|de<
Q22 22

1 o(£2)
<% gfht‘}v,,(w)](p[dx< 2 [olle—0,

.r (’w’ﬂvﬂ(’M)) —wnF(W)) @ do =0 V‘P € GSO(Q) .

23
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Rimane da provare che
(3.13) wpY, (Wn) — wihy, (w) —0 in L3(82) .

Poniamo

O = {ne Q:|w) ig%}, QP ={ref: - <w(w<1},

QP ={ze:—1<w )<—:§L},

Q, ={zeQ:wx)>1}, Q; ={reQ: ww)<—1}.
8i hanno quindi le maggiorazioni seguenti

(314) | ] ods, o)) —wd,00)]p do| < Iploal { [was(w:) — i, ()] Qo] <

<42 H(])HO’Q[Q‘!‘M( |20, D, (wa) ]+ |2, (w)]?) dac]? .

Essendo — (1/n) < w< (1/n) e, per la (3.5), — (3/2n) < w, < (3/2n), si ha
che w? << (9/4n?) e w* < (1/n?); dunque, poiché 0<d, (s)<1, la (3. 14) viene
maggiorata da un termine del tipo (¢/n), dove ¢ & una costante che dipende
da ¢ e da 2, ma non da n.

(3.15) § [wat, (wa) — W, (w)]p dw =0,

Qn)
2
perché per la definizione di QM w > (1/n) > (1/»(n), e per la (3.5) w,>(1/2n).
Quindi 9, (w,) = 0 e & (w) = 0.

(3.16) ]Qifm[w,,ﬁyn(w,,) — iy, (W) ] da | <Qf | (w,—w)p|dz—0

perche, per Ia (3.5) e per la definizione di QW 4, < — (1/2n),
(3.17) pf [, s, (20,) — W, (w)]p do = 0

perché w,>1— (1/2n),

(3.18) ![ff [, D, (W) — W, (w)]p de | <Qj | (w,—w)p|de—0

perché w,<-—1- (1/2n).
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Resta in tal modo dimostrata Pesistenza di una soluzione u € H4(Q) N H2(Q)
per il problema (1.2), per la quale vale la maggiorazione (2.3).

Per quanto riguarda Punicita di soluzione, supponiamo che esistano due
soluzioni «, » con 5= v. Allora si ha

J 14—+ bu—p) T —p)— (0 — ) o —p)Ju —v) do = 0,

e dunqim

(3.19) oaju—wv

;+ kpf [(w—) (4 —p)— (v — ) (v —p) (. —v) do <0 .

Se facciamo vedere che I'integrale nella (3.19) & positivo, deduciamo che deve
essere % = v, che contraddice 'ipotesi. Poniamo

Q)= {we Q: u(@) <y(@), (@) <p@)}, Q= {@eQ:u@)<y@) <v(@)},
2 ={we Q: v(x) <y(®) <u(z)}, Q, = {we Q: @) <u®), p=) <v(m)};
si ha allora

g[(u—w)ﬂu—w)——(v-w)l’(v——w)](u—@) do = |u —v] 3.0,
Jlu—p) T (w—y) — (v— ) (o — p)(u—0) dz = [ (w—y)(u—v) dz>0,
g[(u—w)PW*wP(v—w)l’(v—w)](u—v) da =Qf (p—v)(u—0v)dz>0,

[ [ —p) T —yp) — (0 —p) T v —p)J(w—v) dz =0 .

ca

In definitiva, dunque, il problema (1.2) ammette una ed una sola soluzione
e HYQ) N Hy(Q), e per essa vale la maggiorazione (2.3).

4. - Proprieta di regolarita della soluzione.
Ci proponiamo adesso di studiare le proprietd di regolaritdy della soluzione

del problema (1.2).
Scriviamo il problema (1.2) nella forma

(4.1) we HWQ)NHYQ), dA*u=— ku— ) (u— P),
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dove pe 0%*(Q) e o € (0,1). Il secondo membro dell’equazione (4.1) & di classe
0%*(£) (1), mentre al primo membro figura un operatore lineare ellittico; dai
risultati di Campanato [2] segue che u e C**(Q), e vale la maggiorazione

2D ]| ooy <El 9l oy -

yl<1

Se poi p e 0%1(), si ottiene che we C*(0), VB e (0,1); osserviamo che, data
la presenza del termine discontinuo I'(u — ), questo risultato non & migliora-
bile, anche aumentando le ipotesi di regolaritd su .

(*) Osserviamo che si(s) e 0%(R), e anzi vale la maggiorazione
s9(s) — 9| <|s—f] Vs teR.
Quindi Vw e 0%(2) si ha che wd(w) e CH*(2), perchs
hw(z) 9(w(@)) — wly) d(wy)| < [wiz) —wy)| < Cle—yl*, Yo, ye Q.
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Summary

The equilibrium configuration of an elastic plate, clamped along ils edge and resting
on a smooth elastic obstacle, is studied; for this problem the ewistence of a unique regular
solution is proved.
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