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TorrtA NORANDO (%)

Sulle perturbazioni singolari
per disequazioni variazionali di tipo paraboelico

con convesso dipendente dal tempo (**)

1. - Enunciato dei risultati.

Sia ¥V uno spazio di Banach riflassivo, separabile, strettamente convesso;
sia | || la norma di V e V' il duale di V, che supponiamo pure strettamente
convesso. Sia H uno spazio di Hilbert, identificato col suo duale mediante
il prodotto scalare (,) e sia: Vc H c V' con iniezione compatta e ¥ denso
in H. Indicheremo pure con (,) la dualith tra V e V'. Sia K({) un convesso
chiuso mobile di V, di retrazione r(#), con +'({) € L0, T). Indicheremo con
K(t) Paderenza di K(t) in H. Siano a(u, v) e b(u, v) due forme bilineari continue
definite su V e su H rispettivamente: denoteremo con 4 e B i rispettivi opera-

tori lineari continui associati. Valgono inoltre le seguenti proprietd

a(v, v) >0 Yoe V¥, q.o. in [0, T,
a(v, v) safv|? + A|v|2 Voe ¥, q.o. in [0, T], x>0,

b(v, v)=p]v|? Yoe H, q.0. in [0,7], >0,

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Politecnico, Universitd, 20100 Milano, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 16-III-1978.
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Av e Bu sono misurabili rispettivamente in V' e in H su [0, I] per Voe V o
Yu e H. Siano

F(K(@) = {veVive L0, T; V), v'e L0, T; H), v(t)e K(t) q.o. in [0, T},
F(E®) = {veH:ve L*0, T; H), v'e L(0, T; H), v(t)e K{) q.o. in [0, TT}.
Sia u, e K(0); consideriamo per ogni ¢ >0 il problema

i

(1.1) | @+ edue + Bue—f, v—ue) ds >3 |0(t) —we(t)|2— % [0(0) — %, %,

]

0<t<T, VoeR(E(®).

Se f(t)e L0, T; H), tale problema ammette un’unica soluzione wu.(f) con
{v. [1], teor. 4, p. 38]

ug(t) e L0, T; V)Y n C(0, T'; H), ue(t) € K{t) q.0. in [0, T, we(0) = 2%, .
Per ¢ = 0, consideriamo il problema
t
(1.2) | @+ Bu—f,v—u)ds>%|v(t) —u@)|*—§ [v(0) —u,?,
0

0<t<T, VYveF(K(),
w(t)e L0, T; Hyn 00, T'; H) , w(t)e K(t) q.o. in [0, T], w(0) = up -

T possibile dimostrare che valgono i seguenti teoremi.

Teorema 3.1. Per ogni ¢ > 0, sia u(t) la soluzione di (1.1); si ha ws — %
in 220, T5 H), /||| j20,r:) < C dove u(t) & la soluzione di (1.2) e C ¢ indipen-
dente da ¢.

Teorema 3.2. Se inolire u(t)e L0, T; V), u(t)e K(t) g.o0. in [0,T],
$i ho ue—>wu in L0, T; V), |t — 4] o0t0,0,m < Cet (O indipendente da &) .

2. « Risultati preliminari.

Se u(t) & Punica soluzione del problema (1.2), allora %(?) ¢ anche I'unica
soluzione del problema pilt debole
13 —_
(2.1) | @'+ Bwo—f,0—w)ds>—} [0(0)—wl®,  0<t<T, YoeF(E(),
(1]

w(t)e L¥0, T; H)n (0, T; H), w(t) e K(t) q.0. in [0, T], w(0) =4, .
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Teorema 2.1. Sia w(f) e L0, T; H), w(t) € K(t) q.0. in [0, T] une solu-
zione del problema

(2.2) [ (0 + Bwo—f, v—w) ds>— 0(0) — |,

0
0<t<T, VYoel(K@F), w0)=u,.
Allora w(t) é soluzione del problema (2.1).

Alla dimostrazione premettiamo i seguenti lemmi.

Lemma 2.1. Linsieme 7 = {v:ve L0, T; H), v(t) e K() g.0. in [0, T]}
¢ denso nell’insieme y = {v:v e L0, T; V), v(t) e K(t) g.0. in [0, T}

Dimostrazione. Sia ve ¥, consideriamo per ogni » > 0 la soluzione
v, € 4 della seguente disequazione

(2.3) (ndv, + v,,2—0,) >, 2—v,).

Assunto z =0, si ottiene n(Av,,v,) + (v, v,) <(v,0,), da cui [v,]2< (v, v.),
e per il lemma di Gronwall ||v,|<C, (C; indipendente da n). Poiché inoltre

v(t) € K(f) q.0. in [0, T'], & possibile determinare una successione v.(¢) € K(t)
q.0. in {0, T'} tale che ve — v in H q.o0. in [0, T]. Assunto 2z = v, si ha

’)’L(A’Un; Vs — Vp) + (Vn— 0, Ve — ,) >0, (0 — 0, 0, — Ve) <7L(A'Un, Ve) .
Per ogni ¢ >0
lim sup (v, — v, v, — V) <0,
n—>0

da cui segue

lim sup (v, — v, v, — v) <lim sup (v, — v, v — v¢),
n—»0 n->0

e per ¢ -0, risulta |v,—v| -0 gq.o. in {0, T, da cui v, —o in L0, T; H).

Lemma 2.2. Sia ve g, v'e L¥0, T; H), é possibile determinare una suc-
cessione {v:} con ve€ y, v, € L0, T; H) tale che

vs—>2 in L0, T; H), o, in L0, T; H).
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Dimostrazione. DPoich¢ ve 7, & possibile determinare una successione
{v.}, va€ y tale che v, —v in L0, T; H). Per ogni ¢ >0, consideriamo la
soluzione v della disequazione

(2.4) (eLwvs 4 ve + 0., 2— ve) > (0 F 0"y 2 — ve)

dove L ¢ un operatore da ¥ in V' autoaggiunto, monotono e coercivo. Assunto
z = 0 siottiene H(d/dt)|ve|? 4 ||ve|® < (v -+ @', ), da cui si ricava |v. <0,
(@, indipendente da &).

Passando all’equazione penalizzata eLwve, - Ve, + vs'“ + 1/0)pR) vep == v - V',
moltiplicando scalarmente per ,Deln e ricordando il lemma 6 di [1], (v. pp. 42-43),
si ha

” L2(0,7;7)

17 , 1
o ..r (ﬂ(t) Veny ,Dsn) dt <L -

T
7 - oj" 10en— Pranen | #'(2) At

T

< [ (Joal* + el Loea|* + o +0']%) ' (0) A2

1]

da cui, passando al limite per # — 0, si ottiene

T
Joloilzas<d |u,
0

T 7
s [ oo, e)d+ T |ollr@a+ Gy,
0 ¢

da cui segue |v,] z¢0,7:m <C: (Cy indipendente da ¢). Assumendo allora z= v,
e 0 << T nella (2.4) si ha

I3 t t d
[ (eLvey v, —ve) As> [ (0—we, v,— ) ds + [ (a(vwve),vn—m) ds..
0 0 0

Per n —0 si perviene alla relazione

f(eLve,v-—m)ds> j't [o—ve|2ds + & |v(t) —ve(t) |2
1]

0

Per & — 0 si ha pertanto v. — v in L0, T H), v: — v in L°(0, T'; H), v, — '
in L2(0, 75 H). ;

Passiamo ora a dimostrare il Teorema 2.1. Per ogni » € F(K(t)) possiamo
considerare la successione {v¢}, v.e F(XK(t)) di cui al Lemma 2.2; si avrd al-
lora assumendo v = v, nella (2.2)

¢
[ (v, + Bw—{f, ve—w) ds > — § |ve(0) —u, |,
0
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da cui passando al limite per ¢ —0

t
f W+ Bw—f, v—w)ds>—%|0(0) —u®.
(]

Lemma 2.3. Supponiamo che K(t) sia uniformemente limitato in V sul-
Vintervalle [0, T (T positivo qualunque); allora il problema

(na' (8) 4 u(t) — f(2), () — u(t)) >0 g.0. su Bt

(2.5) Yo(t) e L2

loe

(B+, V), o) e K1) q.o. su Rt
f(t) e L0, T; V), a(t)e K(t) qo. su R*, u(0) =1,
ammette un’unica soluzione wu,(t) ed tnoltre

lim w, () = f(t) in L0, T; H),

n—>0

Hm** 4, (t) = f(t) in L=, T; V),

(20, (8), wa (1) — F(2)) <O

La dimostrazione si ottiene con i metodi usatiin [1] (v. lemma 10, pp. 53-55).

3. - Dimostrazione dei risultati.

Passiamo ora alla dimostrazione del Teorema 3.1. Per un risultato dovuto
a J. J. Moreau [4], possiamo ritenere 0 € I{(¢). Assumendo allorva v =0 et =T
nella (1.1), otteniamo
7

§ (edue + Bug—f, —ue) Q> F |ue{T)]2— % [ato] 2

4]

r T

T
I (fyue) At + § [uo]2>e [ (Aute, we) At -+ [ (Bue, ue) dt
(i}

0 ]

r T a
Seo [ Jue2ds el [ |ue2di + 8 [ |uel2dt.
0 0 0

Da cui segue /&||tte]| ;20 7, vy < € (€ indipendente dag), ed inoltre |uel| a6 p.my < Cs
(C; indipendente da &). Si pud allora affermare che u.— w in L0, T; H).

3

Inoltre poiché u.e y e # & un convesso debolmente chiuso in L2(0, T'; H), &
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we . Dalla (1.1) si ha poi

t

[ @' —f,v—u)ds +¢ fi (Aate, v) ds + ft (Bus, v) ds +
0 1]

0

— _[t (Bits, w) ds — f‘ (Bw, we—w) ds + % [9(0) — a,| 2>

0

t

>e [ (Aue, ue) ds -+ j' (B(ue—w), ne—w) ds ,
o

da cui segue

0 <lim sup [e j' (Aus,ue) ds + j' (B(ue—w), te—w) ds]

£—>0 4]

< J't (v' 4+ Bw—f, v—w) ds -+ F |v(0) — u,|® .
o

Allora w(t) & soluzione di (2.2), da cui per il Teorema 2.1, risulta che w() &
soluzione di (2.1) e quindi w = %, dove u & soluzione di (1.2), essendo la solu-
zione di tale problema unieca, come si vede utilizzando le regolarizzate mediante
il lemma 2.3 ed i metodi usati in [1] (v. § 5 pp. 58-59). Si ha allora (efr. [2],
lemma II.2, pag. 67) che

inf [ fT (@' 4 Bw—f, v—w) dt -+ % [9(0) — 2] =0 .

veF(E(t)) 0

Pertanto si deduce

(3.1) lim sup [a Aug, 1e) At -+ j (B(us—u), ue—u) dt] <0 .

&0

Quindi |we — %l 20, puzy = 0 DET € 0.

Osservazione 3.1. Se u(t)e L*0,T; V), u(t)e K(t) q.o. in [0, T, dalla
(8.1) siha [[uel 20,25y < Cs (0 indipendente da ¢) e quindi e — w in L0, T; V).

Dimostriamo ora il Teorema 3.2. Prolunghiamo X (t) su R* con V, ¢d e B
con J; e J;, dove J, & la dualita tra V e V' tale che [[J,v][* = o] per Yve V,
e J, & lidentitd di H, e f(t) con 0. Indicheremo ancora con K(¢), ¢4, B, f(t) i
prolungamenti. Allora le soluzioni we(f) e w(f), relative ai problemi (1.1) e
(1.2), possono essere prolungate alle soluzioni, che indicheremo ancora con u,
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ed u, dei problemi

4

(8.2) [+ educ+ Bue—f, v—uc) ds>% |0(8) —us(t)| + — L |9(0) — u,|?
o
(3.3) [ (' + Bu—f, v—u)ds >} [o(t) — u(t) 2—} [0(0) — o],
o
t>0, veILi (R, V), o'e i (R, H), v(t)e K(t) q.o. in R*,
ue(t), u(t) L (R*, V) N O(R*, H), we(t), u(t) € K(t) q.0. in B*, us(0)=u(0)=u,.

Passando alle regolarizzate mediante il Lemma 2.3 e i metodi usati in [1],
(§ 5, pp. 58-59), si perviene per 0<t< T, alla seguente relazione

v

t ¢
§lue) —u@)*<e [ (Aue, u—ue)ds + [ (Bue, u—ue) ds + [ (Bu, ue—u)ds,
0 0

3 lualt) — (9] +

=3
T ©

(B(we—u), we—u) ds + ¢ ft (A(we— u)y ue—u) ds<
(1]

11 t
<e | (duyu—uo)ds< O | Jus—ujds,
o 0

da cui segue |ue— %l o000 7.z < Cct ed inoltre, ricordando 1’Osservazione 3.1,
e —u in L0, T; V). Di pitt si ha we —u in L=(0, T; H).

4. - Ulteriori osservazioni.

Nel caso in eui u(t) ¢ K(t), supponendo che Poperatore A sia autoaggiunto
e che si verifichino le seguenti condizioni

(4£.1) (Bu, Au)>0 per ogni ue H,

(4.2) esista un operatore di penalizzazione f associato al convesso K (¢) tale che

(Au, B()u) = — C,(t)|Bul2 + Co(t)  Cy(t), Co(t) € L0, T,
(4.3) KHynV =K(@),
si ottiene la maggiorazione

llate — ]| yooo, ) < C&** 0<d<1).
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Dimostrazione. Consideriamo Vapplicazione G¢: f -+ ue— u. Sia

G:{g) = w; — w, si considerino le approssimanti w, e w,, rispettivamente di
e € We, soluzioni delle equazioni penalizzate

(4.4) (1) + eduy(t) + Bu(t) + %ﬁ(uﬂ(w) =1, u(0) = uo € I(0)
(4.5) w(t) + edw,(t) + Bw,(t) + %ﬂ(wn(t)) =g, 10,(0) = w, e K(0) .

Sottraendo la (4.5) dalla (4.4) e moltiplicando scalarmente per wu,(t) — w,(?)
si oftiene

12+ A, — 20,

d
1 T [%n—10,]% + e[e]tt,— w0, ] Bl — w2 < (f—¢, un—w,) ,

da cui si ha
(4:6) Hu" - 10"”L°°(0,T;II) < 09 H;f - gu]ﬁ(o,z’;u) . '

Con lo stesso procedimento, considerando le approssimanti #, e w, rispetti-
vamente di » e w, soluzioni delle equazioni penalizzate

, I _

(‘-{~7) ﬁn + Bun + /)_7//3(%71) = ,f Py ’Ll,n(O) = Uy ,
— . 1, -

(48) wn+ Bwn '+' ﬁﬁ(wn) =, wn(O) = Wy,

si ottiene, moltiplicando scalarmente per Awu, (rispettivamente per Aw,) e
poi per f(u,) (rispettivamente per f(w,))

(4'9) H“" — Wa ”LW(O,T;E) < Glﬂuf - g”!ﬂ(o,z';y) .

Poiche Hm [u,(t) — w,(#)] = (ue — we)(t) in L0, T; H) e lim[@,(?) — W,(1)]

n—>0 n—0
= (% — w)(t) in L0, T; H), si deduce che G¢:L¥0,T; H)—>L*0,T; H) &
lipschitziana e la sua norma & maggiorata da una costante C, (011 indipendente
da ). Se u(t)e V, poiché u(t) e K(t), dalla (4.3) segue che u(t) € K(z). Allora,
essendo u(t) € L0, T'; H), & u(t) e L¥0, T; K(?)) e quindi w(f) e L*(0, T; K(t)),
da cui segue che wu(t) e L0, T'; V). Si ha pertanto, per il Teorema 3.2, che:
Ge: L2(0, T V) — L™(0, T'; H) ¢ limitata e la sua norma & maggiorata da
Oet (O, indipendente da &).
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Per un teorema di interpolazione non lineare di Tartar [5]: Ge: L*(0, T';
[V, H],) —L°(0, T; H) ¢ limitata e la sua norma & maggiorata da C37%(Cy,e%)®.

Esempio. Sia £ un aperto limitato di R» di frontiera I' di classe C%,
sia V= HNXQ) e H=1*2), esia 4 =— 4 e B=1. 8ia pe L0, T; H(Q))
e Aye L0, T; I*(Q)), v'e L*([0, T]x 2), assumiamo K(f) = {ve V:v<y(t)
q.o. in [0, T]}. Per una tale scelta sono verificate tutte le ipotesi prece-
denti, per cui assunto 9 = &, essendo [H (L), L*Q)], = HL(2), assumendo
fe L0, T; HL(Q)) e uoc K(0), si ha [ue — u] o0(q rsz2ap < O™
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Summary

In this paper we extend some results obtained by J. L. Lions for variational inequalities
with the convexr dependent on the time in the case in which it does.

The results we obtained provide a positive answer to some problems which were settled
by J. L. Lions in the paper « Perturbations singuliéres ... » appeared in the Lecture Notes
in Math. 323 (1973).






