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RAFFAERLE BALLI ¢ EDviGE PUucci (%)

Soluzioni esatte del tipo di Strakhovitch

in Magnetofluidodinamica (**)

1. — La conoscenza di classi di soluzioni esatte delle equazioni relative al
moto di un fluido omogeneo, viscoso, incomprimibile costituisce uno stru-
mento utile per lo studio di problemi conereti rignardanti il moto di detto
fluido; questo strumento ¢ tanto piu valido quanto pit ampia & la classe delle
soluzioni esatte determinate.

In generale la ricerca di queste classi viene effettuata con il metodo indi-
retto, ossia imponendo a priori alle funzioni incognite una struttura di un
qualche significato fisico, o cercando tra tutte le soluzioni quelle che dipendono
effettivamente da un numero ridotto di variabili.

In questo ordine di idee rientra il lavoro di Strakhovitech (%) che ha deter-
minato soluzioni delle equazioni di Navier Stokes della forma

v, =0, ve = f(r, 0) , v, = g(r, 0) ,
ed in particolare soluzioni per eliche circolari e cioé del tipo
Q)T pad 0 3 Vg — f(’l') ) /Dz = g(/r) *

Nell’'ambito della Magnetofluidodinamica G. Mattei[3] ha riconosciuto che
nell’ipotesi di condueibilith elettrica infinita, ad un moto per eliche circolari

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica Applicata, Universith, 06100 Perugia, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.F.M. (C.N.R.). - Ricevuto: 24-11-1978.
(') Strakhoviteh, Prikl. Mat. Meh. 2 (1934); cfr. [1], pp. 101-102.
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pud corrispondere un campo magnetico di struttura analoga e ciod
B,=10, Bo = A(#), B, = k().

In questa nota si determinano classi di soluzioni delle equazioni della Magne-
tofluidodinamiea che hanno la forma seguente

(1.1) v, =0, vo = f(r, 0), v, = g(r, 0),

(1.2) B,=0, By = Mr, 0), B, = h(r, 0),

essendo naturalmente f(r, 0), g(r, 0), A(r,0), h(r, 0) funzioni periodiche in § di
periodo 27 e ¢id sia per un fluido di conducibility elettrica finita che per un
fluido eon conducibility elettrica infinita. In particolare in questo ultimo caso
si generalizza il risultato di G. Mattei poiche si trovano classi di soluzioni
effettivamente dipendenti da 0.

2, — Le equazioni della Magnetofluidodinamica che regolano il moto di un
fluido omogeneo, viscoso, incomprimibile, soggetto a forze di massa conserva-
tive, sono, in unitd di Gauss[3],[1]

(2.1) v-grad v —grad (U—pfo) + 4;"“9 BArot B—v Vi =0,
(2.2) dive =10,

(2.8) rot (WAB) 4+, V:B=10, V= Cldmuc ,

(2.4) divB =10,

dove si sono indicati con o, v, u, ¢ i valori costanti della densitd, della viscosita
cinematica, della permeabilitda magnetica, della conducibilitd elettrica rispetti-
vamente, ¢ con U il potenziale per unitd di massa.

Le incognite del problema sono il campo delle velocith v, il campo magne-
tico B e la pressione p; noti infatti v e B le due relazioni

= rot B, E:l—v/\B
dorp o ¢

forniscono il vettore J densitd di corrente e il vettore E campo eletirico.
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L’equazione (2.1) pud essere sostituita dalla sua conseguenza

1 .
duo

(2.1 rot [v/\l‘otv -+ »Viv— BArot B] =0,

Determinata una soluzione del sistema (2.17), (2.2), (2.3), (2.4), la pres-
sione p si ottiene dalla (2.1) con una semplice quadratura[2].

3. — Nelle ipotesi assunte per il campo di velocitd (1.1) e per il campo
magnetico (1.2) dalle equazioni di continuitd (2.2) e (2.4) risulta che v, e B,
devono essere indipendenti da 0 e le equazioni (2.1’) e (2.3) si riducono alle
seguenti quattro equazioni nelle funzioni incognite f(r), g(», 8), A(+), h{r, 6)

1% 1 (Adh g 129 10
(3-1) r a0 4dmup \r 20 = 67'2+7T2362+7‘ or =D,

1oy 1of £\, 8 (%  19f [\ _
@2 3 (a,ﬁm"ﬁ taler TR =0
er Tor Y _
(3.3) Yo a2 U por 2l
19 ok 1 0%k 109k
S —_— — A — —_—
(3.4) a5 Ui 9h) ”"‘(an ’ ¢zaaﬂ+7a;~) "

con D costante arbitraria.

II sistema (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) non & completamente equivalente al si-
stema (2.17), (2.2}, (2.3), (2.4): la presenza della singolaritd per # = 0 impone
delle condizioni atte a far si che la quadratura con la quale si ricava il campo

di pressione p dia luogo ad una funzione uniforme. L’equazione (3.2) con-
tiene la sola incognita cinematica f(r) ed ha come soluzione generale

fr) = Arlogr + Br -+ CJr;

tuttavia per Puniformita del campo di pressione & necessario che sia 4 = 0[2].
Si assume dunque in definitiva

(3.5) f(r) = Br + OJr.

L’equazione (3.3) ha carattere puramente magnetico, essa risulta identi-
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camente verificata se & v, = 0, altrimenti la sua soluzione generale &
(3.6) Ar) = Hr + GJr.

4. — Hanno particolare significato fisico quelle soluzioni per le quali &
Moh/20) = 0; infatti in questo caso anche 'equazione (3.1) contiene soltanto
incognite cinematiche e quindi il problema si spezza nella determinazione prima
del moto del fiuido e successivamente nella determinazione del campo magne-
tico. La prima parte del problema corrisponde al problema fluidodinamico
puro gid parzialmente trattato da Strakhovitch (cfr. ).

Nelle ipotesi di regolaritd che consentono lo sviluppo in serie di Fourier
rispetto a 0 della funzione g(r,§) e la derivazione termine a termine della
serie, Pequazione (3.1) ha come soluzione generale

4.1), 9 0)=Mlgr + N——g’rz -} f: (pu(r) exp [ik0] + @(r) exp [— )

k=1
con M e N costanti arbitrarie, @.(r) soluzione dell’equazione

o 1 Tk K1)
(4.1), 29 +;, 0 [72 +'L;-—;—] @.=0

e @(r) complessa coniugata di @.(r).
Se nell’espressione (3.5) di f(r) & B == 0 la soluzione generale di (4.1) &

(" V' B[y exp %ji 75) +u ¥, (7‘ v/ Blev exp ?Ln)

(1) = uyJ
() Y vatiker Wrirely

con u; e u, costanti complesse, Jx, p(?) € Ya,ip(2) funzioni di Bessel di I e I
specie.

In particolare se & anche ¢ = 0 & possibile esprimere la g(r, §) utilizzando
usuali funzioni reali di variabile reale e costanti reali nella forma seguente

D ]
(4.2)  90,0) = Mgy + N— =0+ 3 [o, bers (¢) + o here (o) —

k=1
_/311: bei, (0) — Bar hei, ()] cos kO - [y bei, (o) + oar hei, (o) + P ber,. (o) +

+ B her, (¢)] sin k6

con oy e Py costanti reali e o = r4/Bk/v.
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Qualora invece sia B = 0 equazione (4.2) diventa del tipo di Eulero e
si ha come soluzione generale

pr(r) = v, 7 + 'Uz'r_z

con v, e v, costanti complesse, k = exp [4Q]14/Ek* - ¢2k2[v2, Q = } artg ¢/ky.

Per determinare il campo magnetico B associato al campo cinematico rica-
vato & opportuno distinguere nella posizione A(oh/00) =0 le due eventualita:
(a) A =0, (b) oh/00 = 0.

Caso (a) A =0. L’equazione (3.3) & automaticamente verificata, mentre
la (3.4) diviene

job (@ 1o 1o
ra0 "\ e T rar) T

che ¢ identica alla (3.1) qualora si sostituisca » con », e si ponga D = 0. Per
B £ 0 si ha percid

M 0) = M dg7 - Ny 3 [puls) exp [6060] + Gulr) exp[— i0]]

essendo

(1) = wydJ,

- 3 , —
(r \/Bk/v,,, exp ¢ 1 75) + w0, Y (7‘ \/Bk/vm exp 1 z n)

k22RO vy, ‘//;2+ikc'/r,,,

con w, e w, costanti complesse e ¢, complessa coniungata di v, mentre per
B=20 ¢
Pu(r) = 2,7 4 21"

con z, e 2, costanti complesse, & = exp [4Q]vV/ 7! + k22, Q = farvtg Ofky,,.

Caso (b) h = h(r). Conviene considerare separatamente i due sottocasi in
relazione al verificarsi della (3.3)

(b) h=h{r), v.,=0; (b)) h=hir), Alr)=Hr+ Gr.

Nel sottocaso (b,) la (3.4) diviene A(8g/c0)= 0; se ne ricava dunque che
deve essere A = 0, oppure g(r, ) = g(r) e c¢ioé nella (4.1) p.(r) = 0 per ogni k.
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Alla eventualitdh 2 = 0 corrisponde un campo magnetico parallelo all’asse =

essendo peraltro R(r) funzione arbitraria.
Alla eventualith g = g(r) corrisponde un ecampo magnetico

B, =0, By = A(r), B, = h(r),

dipendente da # in modo del tutto arbitrario. Quest’ultima classe coincide
con la clagse di soluzioni per eliche circolari individuata da G. Mattei in [3].
Nel sottocaso (b,) la (3.4) diviene

Adg azh | 1dh
730 " (a‘f CTT)““-

rag " :

~3 | fed

Poiché non pud essere og/cf — costante = 0, si riconosce da questa equa-
zione che 0 & 1 = 0 oppure g = g(r) ed in entrambi i casi risulta

hir) = Plogr -+ Q.

Nel primo caso il campo magnetico & parallelo all’asse z ed ha la seguente
forma

B,=0, Be= 10, B.=Plogr 4+ @ ;
nel secondo caso, cioé se & g = ¢(r), il campo magnetico invece ha la forma (2)
B, =0, By = Hr + G/r, B,=Plogr -+ Q.

5. — Nel presente paragrafo si determina, tralasciando il caso in cul sia
7, = 0, una classe di soluzioni del sistema (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), assumendo
f(#) = Br e A(r) = Hr; in tal caso sono costanti sia f(r)/r che A(+)/r; le equazioni

(*) Questa seconda eventualitd, corrisponde ad una soluzione per eliche cireolari
del tipo di quelle determinate da G. Mattei che & valida perdo anche per fluidi con con-
ducibilita elettrica finita.
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(3.1) e (3.4) assumono la forma semplificata

og H oh [8 g 1 0%

(5.1) T dmuo 0 " |

13
P 602+78_] =D,

(5.2) Bap— Hop— i el

g [h 1o e
Y| Ee i72802 ror|

Sotto opportune ipotesi di regolarita le soluzioni g = g(», 0) e h = h(r, §) delle
equazioni (5.1) e (5.2) hanno la forma

(5.3) gr, 0) = x(r) + z (pi(r) exp [ik0] - §i(r) exp [— ik6]) ,
(5.4) hr, 0) = o(r) + i ((r) exp [Tk0] + .(r) exp [— ik6]) ,
k=1

dove le funzioni y(r) e w(r), dovendo verificare le equazioni

1 1
’ (A +;/) =D, etFiet=0
sono
D
(0 =Pilgr + G+ D, ob)=Pulgr Qs

mentre le @.(r) e y,(r) verificano il sistema

: . Hi P 1
(5.5) ikBp,—1i Trrg " (99,1——;% + wL) =0,
. ) " Ie? 1,
(5.6) ik By, — iHkp, —va | vy — eV + Z | = 0.

La @,(r) & dunque soluzione della equazione del quarto ordine

v-i—vm_~276~+l) Z+(__17&Br+vm

PWon P2

+

m

B7) eF T+ (P'k" +(— ikB

2k + 1Y , 4k  ktB*  4iBk*yv -+, L2 H?
o, + | — e L @y == 0,

3 P VW 2 P 3 4T L oVY,,
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B possibile fattorizzare questa equazione nei due modi distinti

L, VP, (1) = 0, L, V@1 =0,
essendo I, ed L, operatori differenziali lineari del secondo ordine e Vf}’ e V@
operatori di Bessel di ordine intero ¥ e di argomento 7,7 ed 5, rispettiva-

mente con 7, ed 7, le due soluzioni delP’equazione

k2 H2
" 2 4 Tols s A2 32 1 —
(5.7) Yt 4 [T By -+ v,) 1 — k2 B2 4 e 0

Bi ottiene dunque la seguente soluzione generale della (5.7)

@) = 8 (1:7) + 820 (927) + 83 Yilopr) + 84 Yu(n.7)

ed in corrispondenza

dmou | .. P i 1,
wi{r) = TTh ['LkB(}?k————‘)r ( Ii_;;<p,: + o (pk)] .

6. — Sempre nell’ipotesi v, 5= 0, si determinano in questo paragrafo classi
di soluzioni uniformi in § del sistema (3.1), (3.2), (3.3), (3.4), qualora si assuma
fry = CJr e A(r) = G/r. Le equazioni (3.1) e (3.4) prendono allora la forma
semplificata

Cog G oh Jog 199 13g]
(6.1) ) dmpertdad o a9 ror|
140

Gon_Gog | oh 10 10R] _
(6.2) 230 a0 ™| e rar|

Assumendo per g(r, 0) e I(r, 6) le espressioni (6.3) e (6.4), si ottengono per y(r)
e w(r) le stesse soluzioni del paragrafo precedente, mentre ¢.(r) e . (+) devono
verificare il sistema

kO . kG k2

i 1 I .
(6.3) ZF%—"W %“1’(%*;—2%+; %) =0,

. kC kG R & 1
(6.4) z;;y)k—z— Qr— "V (y),: ———ﬁwk—}—; 1/’71) =0 .

92
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La g.(r) ¢ dunque soluzione dell’equazione del quarto ordine

W6 1 QG 1 i
(piv—*_(pk—,;, +(Pll 2 [7_27‘:.‘_———' (1’ +1’771)] +(pllv;:; [*——'1——'27{,“—-—; (7’ +7’m)] +

o 42
¥ YV m

1 7'4')”’711 + 10k? v -+ V) — c* G* k>
+fpk;~3[h e T ]:0’

VW 4TIV,

che & del tipo di Bulero. Si ha quindi che Pintegrale generale & esprimibile
nella forma
Plr) = e, e + 627‘62 |- ea,,ﬁa <4 647‘6“,

essendo 9d; le soluzioni, in generale distinte, dell’equazione algebrica del quarto
ordine, che si associa all’equazione di Eulero atfraverso I'usuale sostituzione
# == exp[¢]. In corrispondenza &

daour® [, kC P £ 1,
Pe(r) == G [’b Pr—V (‘P;’r‘j P+ Pz )] .

2 ¥
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Resumé

On a determiné une classe des solutions emactes permanents des équations du mouve-
ment d'un fluide visqueus incompressible in M.F.D.. Ceite solutions donnes, en absence
du champ magnetique, des solutions du type de Strakhoviich.
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