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DANIELA PARMIGIANT (%)

Sulla - categoria dei gruppi abeliani in 7 (*%)

Introduzione.

In una categoria cartesiana chiusa 2 & noto che Poggetto B4 ¢ delle fun-
zioni da 4 a B» & un oggetto-gruppo (abeliano) se A ¢ B lo sono. Nel pre-
sente lavoro si definisce 1’oggetto hom (A, B) « degli omomorfismi da 4 a B»

e si dimostra che & un softogruppo di B-4.
La definizione di hom (4, B) si basa sulla biiezione naturale

[X,hom (4, B)] =~ Hom[4, BY],

dove B* ha la struttura «potenza diretta» di B.
Basandosi principalmente sulle proprietd dell’aggiunzione

AXB-—C
B—(C4 )’

si perviene poi a dimostrare alcuni risultati fra cui:

{e) la composizione naturale B4x(?® — 04 indotta dalla struttura di
categoria cartesiana chiusa «porta omomorfismi in omomorfismi», per cui i
gruppi (abeliani) in 2" costituiscono una i -categoria (sotto-# -categoria di );

(8) 1a composizione & «distributiva rispetto alla somma», per cui la
A -categoria dei gruppi abeliani in 27 risulta 2 -additiva.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, 43100 Parma, Italy.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto:
12-XTI-1977.
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1. - Com’¢ noto, esistono due famiglie di biiezioni

@® Py [A XX, Y] 5 [X, ¥4,

2) Dy i [X, Y41 2[4, Y],

naturali in X, Y e 4, e legate dalla relazione

3) Dz (k) = @5 (93, (R) 7)

per k: X > Y4 e dove 7: X xA 2 A x X & l'isomorfismo canonico definito da

(4) &T = & (B, j=1,2;159).

81 ricordi inoltre che se ¥ ¢ munito di una qualunque struttura algebrica e('i

j: X'—> X, allora Y’ & un omomorfismo tra le strutture indotte su ¥~ e ¥*.

Siano ora A4, B gruppi abeliani in 2, Hom {4, B] I'insieme degli omomor-
fismi da A a B, ciod degli fe[A4, B] tali che il diagramma
2

A B
A B

sia commutativo, dove m, e m, indicano le operazioni binarie rispettivamente
di 4 e B(*).
Si osservi inoltre che, per ogni f: X' — X, D'applicazione

2 £2

——— e

— B
f

[4, B']: [4, BY] —[4, BY]

-manda Hom [4, B¥] in Hom [4, B¥]; indicando con Hom[A4, B'] la restri-
zione di tale applicazione ad Hom [4, B*], si pud concludere che Hom [ 4, B]
¢ un sottofuntore di [4, B&].

(!) D’ora in avanti con my indicheremo I’operazione binaria del generico gruppo
abeliano X, in 2.
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Definizione 1. Diremo omico un morfismo f: X — B4 tale che
D% ,(f): A — B¥ sia un omomorfismo.

Definizione 2. Indicheremo con hom (4, B) un oggetto (se esiste)
tale che

(5) [—,hom (4, B)] = Hom[A, BO].

Proposizione 1.

(a) Esiste un monomorfismo w:hom (A4, B) » B4 tale che

3

(i) w & omico, (ii) u & universale (rispetto a (i)).

(b) Se w: H — B4 & omico e universale, allora
[—, H] & Homl[4, B9].

Dimostrazione. Si indichi con Om[X, B4} linsieme dei morfismi
omici da X in B4 e si osservi che Om[—, B4] & un sottofuntore di [—, B4]:
dalla Definizione 1, infatti, esso risulta la controimmagine attraverso la biie-
zione naturale @ del sottofuntore Hom [ 4, B] di [4, B]; da questo segue
anche che i due sottofuntori Om[—, B4] e Hom [ 4, B] sono isomorfi attra-
verso la Dbiiezione naturale @ indotta, per restrizione dalla @ stessa.

Per il teorema 3 del Cap. XV di [3], allora, tutto si riduce a dimostrare
che Hom [4, B & rappresentabile con hom (4, B) se e solo se Om[—, B4]
& rappresentabile con hom (4, B), e questo & ovvio essendo i due sottofuntori
isomorfi, com’¢ stato sopra osservato.

La Proposizione 1 ci assicura che hom (4, B) pud essere caratterizzato
come il pitt grande sottoggetto di B4, per cui #:hom (4, B) » B4 sia omico.

Notazione. Quando h_om (4, B) esiste (e ‘dunque vale la (8)) indiche-
remo con F_, un arbitrario ma fissato isomorfismo naturale fra [—, hom (4, B}]
e Hom[A4, B,

Lemma. Per ogni f: X —>hom (A4, B), st ha la sequente uguaglionsa

(6) f= F(Px(uf)) .

Dimostrazione. DPosto, per brevitd, hom (4, B) = H, per quanto os-
servato nella Proposizione 1, si sa che Om[—, B4] & rappresentabile con H
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e dunque uno degli isomorfismi naturali tra [—, H] e Om[—, B4] & la compo-
sizione @ oF,.

Ora, dal momento che u & universale per Om[—, B4], u = @ oly(1y)
(cfr. [3]). Dunque, per la naturality di @ e di 7, si ha

P (Bx(uf)) = FHB Dulu)) = FFH(B Fully)) = F(Fulf) = f.
2. — T noto (efr. [3]) che se 4, B sono gruppi abeliani in #", Hom [4, B¥]
& un sottogruppo del gruppo concreto [ 4, BY]. Dunque, in virth della (5) me-

diante le biiezioni Iy, si puo trasportare su ciascun insieme [X, hom (4, B)]
una struttura di gruppo abeliano la cui operazione binaria & cosi definita

(7) fi + fo = T3 (mg= {Fx(fr), Fxlf2)}) () (1, f. € [X, hom (4, B]) .

Proposizione 2. Su hom (4, B) esiste una struttura di gruppo abeliano
in . Indicheremo ancora con hom (A, B) questo gruppo.

Dimostrazione. Cominciamo col dimostrare che i seguenti diagrammi
sono commutativi

h
(46— 480, (a5

J )

h
Hom[4, 8] oM AE L Hom 14,577

) Iz I:::

[ foma,z7 L AOMABL, Fyrg o 0 o7

per ogni h: X' - X.

Infatti (8) commuta in virth del fatto che Hom [4, B*] & la restrizione di
[4, B*], mentre (9) esprime la naturality di F_, e dunque & commutativo.
Da questo essendo Fy x isomorfismi di gruppi, siha allora che [k, hom (4, B)]

(*) Per f: X—~A4, g: X— B, con {f, g}: X— 4 X B si indicherd I'unico morfismo tale
che &{f, g} =1 e &{f.g}=y.
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& un omomorfismo e cid ci permette di concludere (cfr. [4];) che su

hom (4, B) esiste una struttura di gruppo abeliano la cui operazione binaria
& cosi definita

(10) m = F;:m (A,zz)’(m'ﬂ“"m (A’B)n{Fhom(A,B)(glL Fnom(A,B)(EZ)}) :

Osservazione 1. Si osservi, ora, che presi comunque tre oggetti di
A, X, ¥, Z, indicate con g;: Z2 — Z le proiezioni canoniche, per ogni
f,9: X — (Z%%, si ha

b

(11) f=g seesolose ef=¢yg (1=1,2).

Inoltre, indichiamo eon o, : (X7 ~ (X¥)? I'isomorfismo canonico, definito da
(12) Ei0y p = &)
e che gode della proprieta

(13) My = MxOlry -

Dal momento che un tale isomorfismo esiste per ogni coppia d’oggetti, d’ora
in avanti indicherd con o« uno qualunque di essi.

Proposizione 3. Il gruppo bhom (4, B) é un sottogruppo di B4
Dimostrazione. B sufficiente dimostrare che il morfismo
%:hom(4, B) — B4

& un omomorfismo. Occorre dunque provare che il diagramma

Fom(4,8°—L— s fom(4,8)
(14) u? lu
112
(BA) —‘—‘mT"BA

& commutativo.
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Per brevita, si ponga hom (4, B) = H. Per la (10) sappiamo che
wm = ul g (mm{F p(e1), Fﬂz(eg)} ;
la (6) implica allora
D(um) = mm{D(ue,), Plue,)} .
La commutativitd di (14) é dunque assicurata se si dimostra che
(15) mym{D(ue,), D(ue,)} = D(m 4 u?).
Ora facendo uso della (13) e in virti della naturalith di @, la (15) si riduce a
(16) o D(ue,), Dlue,)} = Do u?).
Dal momento che i due membri della (16) sono morfismi di codominio (B2)T,
per la (11) ¢ sufficiente dimostrare 'uguaglianza delle loro composizionicon sfz.
Sempre per la naturalitd di @ e la (12), si ha
X Dlortu?) = Blefotut) = D(e;u?) = Dlug,)
mentre
eX ot {D(ue,), D(uey)} = e{D(us,), Dlug,)} = Blue;) .

Questo conclude la dimostrazione.

3. — Siano ora 4, B, C oggetti di & e sia p: B4x (8 — ¢4 il morfismo
« composizione » definito da

a7 p = p(ev(ev Xid)f) ,

dove ev & il morfismo ¢valutazione » dell’aggiunzione ¢, e §: A X(B4X CE) —
— (A X B4) x CB & Pisomorflsmo canonico del prodotto (3) definito da

(18) B= {{e1, e162}, €28}

(®) D’ora in avanti, § indichera uno qualunque di tali isomorfismi.
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Supponiamo ora che C sia munito di struttura di gruppo abeliano; la seguente
proposizione esprime, allora, la proprietd distributiva a destra del morfismo
¢ composizione » rispetto alla somma.

Proposizione 4. Se C é un gruppo in X, allora il sequente diagramma
¢ commutativo

[dx MaB
BAX(CB)z ¢ > BAXCB
2- .
(19) Yi(Axid) ¢
(CA)? : > A
mCA

dove A: B — B? ¢ la diagonale ed i: A2 X B? — (A XB)? ¢ Disomorfismo cano-
nico definito da

(20) &5t = &;X¢; (G=1,2).
Dimostrazione. Mediante alcuni semplici passaggi che tengono conto
della naturalitd di ¢, della definizione di y e della (13), si ottiene y(id X myz) =
= @(mcev(ev Xa?)B). Analogamente, si ha
Moa (A Xid) = @(me ev(id X a2 y2i(4 xid))) .
Per dimostrare la commutativitd di (19), occorre allora provare che

(21) p(moev(ev X o)) = p(meev(id X e ty2i(4 xid))) .

D’altra parte, ﬁoiché @ & una biezione, ¢ sufficiente dimostrare che

(22) ev(ev X oY) f = ev(id X ot y2i(d xid)) .

Ora, una nota proprietd dell’aggiunzione assicura che la (22) & equivalente a

(23) @(ev(ev X)) = aty2i(d xid) .

Poiché i due membri della (23) sono morfismi di codominio (C%)4, per la (11)
resta dimostrata la loro uguaglianza, e dunque la tesi, se si prova Pugunaglianza
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delle loro composizioni con ¢;'. Ora per la naturalita di ev e di ¢ e per la (12) si ha
&' plev(ev X)) = p(e; ev(ev X o) f) = p(ev(id X ])(ev X o) B)

= p(ev(ev Xe;)f) .
Ricordando, ora, la definizione di » si pud concludere che
& p(ev(ev X o) f) = p(id X&) .
D’altra parte, 1a (12) e la (20) assicurano che
gl o tyi(d xid) = we;i(d Xid) = p(id Xe;) .
Questo conclude la dimostrazione.

5. — Siano ora 4, B, C gruppi abeliani in % e siano hom (4, B) 5 B4,
hom (B, C) »> €5, hom (4, 0) »% 04 gli oggetti, definiti da (5), ad essi rela-
tivi. Sia infine y: B4 X OB — (4 la composizione come definita nel § 4. La pro-
posizione seguente afferma, allora, che la composizione o all'interno della ca-

tegoria o, «porta omomorfismi in omomorfismi ».

Proposizione 5. Hsiste wn morfismo ¢:hom (4, B)xXhom (B, () —
—hom (A4, C) tale che il sequente diagramma sie commutativo

gAixcB —F A

(24) AXY I IW

foma,B)x fom(B,C) —— fom(4,C).
P

Dimostrazione. Per la proprietdh universale di w, & sufficiente pro-
vare che yp(uXwv) & omico. A tal scopo, dimostriamo dapprima la seguente
uguaglianza

(25) B(p(uxv)) = Cp(D(w))*= D (w)

dove 7 & definito dalla (4) e y: (QRomBO)end,D) o (hom(BXnom(4,5) & Pisomor-
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fismo canonico definito da
(26) y = @(ev(id x ev) 7).

Per Ia (3) e 1a (17) si ha dapprima

D(p(u X)) = @ (pluxv))7) = p(p(p(ev(ev xid)f) (v X v))T) .

Ora, per la naturalita di ¢ e note proprietd del morfismo valutazione, si per-
viene alla seguente catena di uguaglianze

@~ (p(ev(ev x1d)B)(u X)) T) = @(ev(ev(id X u) Xv)BT) = p(ev(p~(u) Xv)pfr)=
= g(ev(id X v)(p~*(x) X id)fr) = p(p~*(v)(p~(u) xid)f7) .

D’altra parte, ricordando che C* = gp(ev(r xd)), si ha
C*y( D))" D(u) = p(ev(z Xid)) -(ev(id X ev) f1) -p(D(v) ev) B(u) .

Esplicitando ora la & secondo la (3) e applicando pitt volte le proprietd di
naturalitd della aggiunzione e quelle della valutazione anche il secondo membro
dell'uguaglianza (25) risulta uguale al morfismo ¢ (p~2(v)(p~*(%) xid) 7). Questo
ci permette di concludere che @(w(u ><'v)) ¢ un omomorfismo: infatti tali sono
D(u) e (P(v))hm 5, essendo % e v omiei. Inoltre com’s stato osservato in 1
anche C° & un omomorfismo dal momento che ¢ & un gruppo; y, infine, & un
isomorfismo tra gruppi. Da questo si conclude che w(u Xwv) & omico.

Proposizione 6. Il sequenie diagramma & commutativo

m_ XV
(B4% flom(8,C) » BAxCSE
@) $2i(idxVPA) "
m
(CA)2 cA » CA

Dimostrazione. I’ugnaglianza dei morfismi y(m 1 X v) e m g4: 92i(id X 02 A)
si ottiene in modo analogo a quello delle precedenti proposizioni, tenendo con-
to, al solito, della naturality, delle biiezioni ¢ e @, del fatto che v & omico e
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quindi che @(v) & un omomorfismo, e infine delle proprieta (11), (12), (13)
prima esposte.

6. — Si supponga, ora, che per ogni coppia A4, B di gruppi abeliani in ¢,
esista Toggetto hom (4, B) degli omomorfismi.
T risultati dei paragrafi precedenti si possono, allora, cosi riassumere:

Proposizione 7. La famiglia & dei gruppt abeliani in 2 & una ¢ -ca-
tegoria, ¢ -additiva.

Dimostrazione. Poiché 2 & cartesiana chiusa, (A, x,1,8, 4, 0) &
una categoria monoidale (cfr. [1]) dove f & Plisomorfismo {{81, €18, ,6282}7
e per ogni A e|X|, AX1 2, 4.2 1xA. Pongo |%|= {de|x|: A gruppo
abeliano in 47} e per ogni A, Be|%|, sia ¥[4, B] = hom (4, B). Inoltre as-
sumiamo, per ogni 4, B, Ce|¥|, il morfismo #:hom (4, B) xhom (B, () —
-»hom (4, 0), della Proposizione 5, come composizione interna. Sia, poi,
per ogni A €|¥|, e¢,: 1 —hom (4, A) 'unico morfismo tale che

ue, = P(0) con §: A~ A w:hom (4, d) > A4,

Dal momento che ¢ & associativo e che i seguenti diagrammi commutano

e,—id
1 xRfomia ) 22—+  RomA,A).xRom(4,8)

(28) _
A ¥
Rom(A,B)
idxeg
fom(4B)x1 ———E—+ fom(AB) xhom (BB)
(29)
S ¥
ﬂom(A,B)

si pud concludere che ¥ & una X -categoria (cfr. [1]). Ora, la nozione di cate-
goria additiva (cfr. [2]), si pud estendere alle /'-categorie, nel seguente modo.
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Definizione 3. Sia % una 2 -categoria,
hA,B’O: %A, BIx¥[B, 0] - €[4, (]

la composizione interna, ¢,: I — %[ 4, A] l'identitd; dird che ¥ & A -additiva
se sono soddisfatte le seguenti proprieti:

(1) per ogni A, Be|¥|, 4[4, B] & un gruppo abeliano in ¢,
(ii) sono commutativi i diagrammi seguenti

2 P
(8(ABPX BBL) —=— g G(AB)x &(B,C)
AB
) hAch [Gid x 2 P sic
(S(A0)° . B(AQ)
mA,C
2 : » B(AB)XB(BC)
C(AB)X (G(B,C)) X e
2 . R
(3'1)hA,B,c {(Axid) hA’C
(E(A,C))2 > G (AC)
mA,C T

dove ¢ e A sono rispettivamente, ’isomorfismo dato dalla (20) e la diagonale.

Si pud allora concludere che la o7 -categoria ¥ dei gruppi abeliani in " &
A -additiva: infatti, nel caso ¥[4, B] = hom (4, B), la commutativitd dei
diagrammi (30), (31) si ricava immediatamente da quella gid dimostrata dei
diagrammi (27) e (19).
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Sommario
Sia o una categoria cartesiana chiusa e siano A, B gruppi abeliant in ;5 st definisce

un sottoggetto hom (4, B) di B4 che corrisponde, all'interno della categoria, all’ « insieme
degli omomorfismi da A a B» e se ne studiano aleune propriela.
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