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R. MIGLIORATO (%)

Surfaces de ' portantes un champ quasi concourant

au sens restreint (*¥)

Introduection,

Soit #: M — E* Pimmersion d’une surface M dang un espace euclidien I+
et soient X eI (M) et X=w ET;(M ) respectivement un champ tangent a
M (T,(M): espace tangent & M en p € M) et la 1-forme duale de X (j isomor-
phisme canonique défini par la métrique de M).

En égard & la définition de R. Rosca[2] nous disons que X est guasi con-
courant au sens restreint i il satisfait & VX = o ® X 4 cdp on ¢ est une con-
stante et dp est la forme de souture sur JL.

On démontre que Pexistence de pareilles surfaces est assurée par un systéme
en involution (qui dépande de 4 fonctions arbitraires de 1 argument) et que
ces surfaces sont de courbure gaussienne nulle et Pimmersion « considérée
est totalmente dégénérée.

1. — Soit E* un espace euclidien 4 4 dimensions et soit »: M — E* Vim-
mersion d’'une surface M dans Ft.

En supposant B4 orienté, soit {e,; A =1, ..., 4} un repére orthonormé %,
dont Vorientation est coherente avec celle de E*.

Soit F, () le fibré UZ, de tous les repéres %, de E* et celui des repéres
orthonormés de M par rapport a la metrique induite sur If.

Convenon de poser

(1.1) 4j=1,2; rs=3,4; A,B=1,234.

(*) Indirizzo: Via P. Castelli 216, 98100 Messina, Italy.
(**) Ricevuto: 22-XI1-1977.
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Si 04 et 65 sont respectivement les 1-formes duales de e, et les 1-formes
de connexion sur Z#,(H*) et P ¢ E* le point générique de E* on a

(1.2) AP = 04® e,
(1.3) des, =05®e, 04+05=0.

Puisque 'espace F* est sans torsion et sans courbure on a
(1.4) dA@P)=0; dA(des) = 0 (@A differentiation extérieure)
et les deux groupes d’équationes de structure (E. Cartan) s’écrivent
(1.5) aANG4 = 0°NO,
(1.6) AN0E = 5 N02 .

La variété M est donc définie par le systéme

(1.7) gr=0.

Noton par w’ et wj les formes duales et de connexion de .%,(M) induites
par «. On a alors (lemme de Cartan)

(1.8) ] =y, Vi ="Yis
et[1]
(1.9) ’ Q2+ wlh\w; =0,

ot 022 est la 2-forme de courbure de M.
Si TY(M) est le sous fibré normal & M on peu écrire

(1.10) TEYM =T(M)® THM).
2. - T, (M) et
(2.1) dp = w'® et
étant respectivement I’éspace tangent & M en p et la fome de souture de M

(c’est une forme vectorielle canonique sur F,(M)) soit X = T,(M) un champ
vectoriel queleconque. :
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En égard & la définition de R. Rosca [2] nous dison que X est quast concourant
au sens restreint (abr. g.c.r.) si.il satisfait &

(2.2) VXI=0o®X +ecdp; ¢=const,
oil » est la 1-forme duale de X (si j est isomorphisme canonique défini par
la métrique de M, on peut écrire w = jX).

Si nous posons

(2.3) w=1te 4 te; th,leCH),

on deduit de 2.2 & laide de 1.3

(2.4) dt; = ol + e + o, A, =to] + cw? 4 ho
et
(2.5) to? + Lol =0, twt + tw, = 0.

De (1.9) et (2.5) il resulte anssitot 0% = 0, ce qui montre que la courbure
gaussienne de M est nulle.

Les secondes formes quadratiques I, associées & x (I, sont des tenseurs
symétriques du second ordre) sont comme on sait [1]

(2.6) I, = — {dp, de,) = 0@ o' = y,0'® o’
et les courbures de Lipschitz-Killing correspondantes sont exprimées par
(2.7) K,(P,1,) = det|y];] .
En égard a (2.5), un calcul facile donne
(2.8) K,(p,1l,)=0.

L’équation ci-dessus prouve que Pimmersion # est totalment dégénérée[1].
D’autre part on trouve apreés calculs

1 1
(2.9) l:,zt—wg@d, l4=i‘wé®°‘7
1 1
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olt 'on a pose
(2.10) o =tw?—tw!.

Ainsi conformeméent & une propriété connue, on voit que o« = 0 definit
les asimptotiques sur M (en général une surface de codimension plus grande
que 1 ne possiéde pas d’asimptotiques).

Noton par

(2.11) N = w'Aw?

Pélément de volume canonique sur M et désignons par {u: W —dwy; ¢ produit
interieur; We T,(M)} P'isomorphisme défini par . On a

(2.12) o = u(X) = poj(w) = % w,

ou % designe Vadjonction par rapport & la métrique de M.
De (2.4) on déduit encore

(2.13) = (¢ + )w; =41,

Ainsi on peut poser w = dlog (t, + ¢) ce qui montre que la forme w est exacte.
La differentiation extérieure des équations (2.5) donne

(2.14) Wi (hw) — hwl) =0,

(2.15) WA (o) — to)) =0,

et en égard & QF = 0, la différentiation e’xsterieure des équations (2.4) donne
(2.16) — 2w A0l + w'Aw =0,

(2.17) 20N} + w*Aw = 0.

Ainsi les surfaces M en jeu son définies par le systéme X' (systéme de Pfaff
généralisé [3]) formeé par les équationes du premier ordre (2.4) et (2.5) et les
équationes du second ordre (2.14) ... (2.17).

Le nombre r des fonctions inconnues qui figurent dans X est 8 (w}, di;,
i et w). Le nombre des équations du premier ordre étant s, = 4 et celui du
second ordre s; = 4, on a r = g, 4 s, et conformemént au test de E. Cartan [3]
le systéme 2 est en involution et dépende de 4 fonctions arbitraires de 1 ar-
gument.
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On a donec le

Théoréme. Soit #: M —» E* Pimmersion &'une surface M dans un espace
euclidien T et soient X et j(X)= o respectivement un champ tangent sur B et
sa forme duale.

Si X est quasi-concourant an sens réstreint, alors

(i) M est de courbure gaussienne nulle;

(ii) Pimmersion @ est dégénérée;

(iii) la forme adjunté x o = « de o definit les asimplotiques sur M
et w est une forme exwsacte;

(iv) Uexistance des surfaces M est assurrée par wn systéme en involu-
tion qui dépende de 4 fonctions arbitraires de 1 argument.
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Resumé

V. Introduction.
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