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ANTONIO MAMBRIANI e GIUSEPPE MAMBRIANI (%)

Deralgebra ristretta:

primo passo verso una nuova « analisi funzionale »; L. (**).

Introduzione.

SALVATORE PINCHERLE nella pagina vir della sua prefazione a
P’Opera [1], dopo avere espresso qualche titubanza per il giudizio dei mate-
matici su tale opera, cosi concludeva: «...la via seguita appare naturalmente
insita nelle questioni che le hanno dato origine, e, forse, percorsa da chi sia
dotato di maggior lena, potra condurre a meta feconda.» (*)

Tale meta feconda auspicata dal PINCHERLE, a la fine delle sue precedenti
parole, ¢i sospinse ad una indagine durata alcuni anni. Questa indagine ci
ha fatto concludere che esiste proprio une « meta feconda», e a la parte ini-
ziale di essa abbiamo dato il nome di deralgebra generale (?).

La deralgebra & estremamente vasta: le sue deralgebre particolari formano
una successione doppia (o a due indici), il cui primo elemento & pro-
prio Pargomento di questo lavoro, ciod la deralgebra ristretta. Rimandiamo
quindi ad altri lavori la considerazione delle altre infinite deralgebre partico-
lari, per le quali servirda da mo dello la deralgebra ristretta.

(*) Indirizzi: A. MAMBRIANI, Istituto di Matematica, Universita di Parma, 43100 Par-
ma, Italia. G. MaMBRIANI, Istituto di Fisica, Universitd di Parma, 43100 Parma, Italia.
(**) Questo lavoro, gid pronto parzialmente fin dal 1974, per desiderio degli Autori
inizia la sua pubblicazione nel 1978 e sari continuata per alcune annate successive
(Redazione di « Riv. Mat. Univ. Parma»).

(1) Per la conoscenza delle molte opere del PINCHERLE, consultare: Salvatore Pin-
CHERLE, Opere scelte, a cura della « Unione Matematica Italiana ». Vol. I, pp. VI4-397;
Vol. 11, pp. 493. Edizione Cremonese, Roma 1954.

{2) 11 prefisso der, dato al vocabolo algebra per ottenere deralgebra, ricorda Iinter-
vento in questa deralgebra delle derivazioni (sia quella cosiddetta ordi-
naria, sia quelle dette parziali).
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La via indicata da PINCHERLE sottolineando (cfr. [1], fine di pagina 1v
della prefazione) «la importanza del simbolo di derivazione come elemento
fondamentale del calcolo funzionale », sollevo un interrogativo di fondo, e cioé:
la sola derivazione permette di useire dal calcolo infinitesimale e di entrare nel
caleolo funzionale? A questo interrogativo ci sembra abbia risposto negativa-
mente Viro VOLTERRA (cfr. [2], fine di pagina 5).

Noi riteniamo che il vero filo conduttore al caleolo funzionale si
ottenga introducendo per le funzionila nuova operazione da noi chiamata
dermoltiplicazione [cfr. (3);], la quale sta proprio a base della nominata

« deralgebra ristretta », oggetto di questo primo lavoro e di altri successivi.

1. « Enti primari di algebra A;. Enti primari di deralgebra A, ;.

1.1. — Indichiamo con IV linsieme di tutti i numeri (finiti) sia reali
‘che complessi, e diciamo ¢t 1’elemento generico di IV (o di un in-
sieme parziale IV* di N): allora, si dird pure che la ¢ & la variabile indipendente
in N (o in IN¥%).

Oonéideriamo, poi, le cosiddette algebre particolari (in numero
infinito)

Ayy Agy Agy ey

dove la lettera A ricorda il vocabolo Algebra e i sueeessivi indici 1,2, 3, ...
hanno un significato ben preciso: ‘

la algebra A, o brevemente A,, considera una sola variabile indipendente ¢;
la A, considera due sole variabili indipendenti #,, ?,; la A, considera #re sole
variabili indipendenti ¢, ,, f;; ecc. ece..

La A, risulta quindi Palgebra particolare pit semplice, e il suo sviluppo
gserve da modello per gli sviluppi di A;, A, ...

Osserviamo ora, relativamente a la A;, che se, oltre a considerare l'insieme
numerico IV (o IN¥) e la sola variabile indipendente ¢ (variabile in IV o in IV¥),
prendiamo in considerazione le tre operazioni (dirette) addizione, moltiplicazione,
elevazione a potenza, risulta possibile sviluppare varie parti importanti di questa
algebra A, (cfr. n. 2). Allora, abbiamo espresso tale possibilita dicendo:

Gli enti primari di algebra A, sono:

Pinsieme N di numeri (od anche un insieme parziale IN¥),
(1), ‘ la sola variabile indipendente t (variabile in N o in IN¥),

le tre operazioni (dirette) addizione, moltiplicazione, elevazione a potenza.
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1.2. — Parallelamente ad A,, riusciremo ora ad individuare, gra-
‘dualmente, gli «enti primari» della nominata « deralgebra ristretta» che @
la pitt semplice delle oco® deralgebre particolari accennate nella Introduzione.

Anzitutto, diciamo che, in parallelismo a la denominazione algebra A4,
o brevemente A, sostituiremo il nome « deralgebra ristretta» con quello di

deralgebra A,;, o brevemente A,,,

dove: 1) il prefisso der in « deralgebra » ricorda qui la presenza del derivatore
(ordinario) D (= D) di ordine 1 e delle sue iterate D2, D3, ... [efr. Intro-
duzione, annotazione (2)]; 2) in A,, il primo indice 1 ricorda che le funzioni
di A,, dipendono da wna sola variabile indipendente {che diremo %), il secondo
indice 1 ricorda che in A, si considera una sola funzione variabile indipendente
[che diremo 2 = x(?)].

In analogia con il simbolo N di algebra A,, nella deralgebra A, introdur-
remo il simbolo Fy, indicante insieme di tutte, e sole, le funzioni 1 = A(?)
(finite e univoche), sia reali che complesse, della sola variabile indipendente ¢.

I primi passi compiuti da A;, (cfr. il seguente n. 3) ci hanno condotti a
considerare per le funzioni di A,, oltre a le #re operazioni (dirette) addizione,
moltiplicazione ed elevazione « potenza, altre tre operazioni (dirette): la de-
rivazione (ordinaria) e (cfr. il seguente n. 4) le nuove operazioni der-
moltiplicazione ed elevazione a derpotenza.

"Dopo cid, ci siamo accorti che risulta possibile sviluppare varie parti impor-
tanti di questa deralgebra A,,, come indicheremo in questo stesso lavoro e in
altri lavori seguenti. Allora (in parallelismo a quanto affermato alla fine del
n. 1.1 per algebra A;), abbiamo espresso tale possibilita dicendo:

Gli enti primari d¢ deralgebre A, sono:

" Vinsieme F, d&i funzioni (od anche un insieme parziale F;),
la sola funzione variabile indipendente ® = x(t) (variabile in F; o in F)),

le sei operazioni (dirette) addizione, moltiplicazione, elevazione a potenza,
derivazione (ordinaria), dermoltiplicazione ed elevazione a der-
potenza.

2. - Aleuni richiami di algebra A, , dai quali partire per dedurre la deralgebra A, ;.

2.1. — Nella comune algebra A; (cfr. n. 1.1) si introducono molto opportunamente
le successioni del tipo '

(2)o tday, t+a,, t+ag, ..,
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formate da infiniti binomi che sono tutti di primo grado nella variabile indipen-
dente ¢ e hanno tutti 1 per coefficiente di ¢; inoltre a,, a,, ag, ... sono prefissati numeri
dell’insieme IV.

Fissata una successione (2),, si eseguono gli infiniti prodotti seguenti:

@ Ot a)it+a), (C+a)l+a)lta), (E+a)i-+a)i+a)ita), ..,

dove abbiamo ordinato i fattori in modo inverso a quello abituale, soltanto per agevolare
il confronto con i prodotti che saranno considerati pit avanti per A,;. Sviluppando
tali prodotti (2);, si ottengono le identitd algebrieche seguenti (¥):

(2)e G+ a)@+ a) =+ (@, + ar)t + apaq,
(2); (4 @)+ ax)(t+ a)) = (¢ + as) [+ (a3 + @)t + a,0,]
=14 (a3 + ay+ a8+ (@30, + aza, + ay0,)t -+ aza.a,,
(2l a)l+ a)t+ an)(t+ ar) =
= (t + a) [+ (a3 + ax+ a}t* + (@30, + @30, + a,0,)¢ -+ aza,0,]
=1 (ay+ a5+ @y @) P+ (s + a5 6 + ay0, + 4,0, -+ ay0,+ a,a,)i2 4
T (@30, -+ agaz0, + a40,0; + a30,04)t -+ a,a.0,0, .
Applicando il procedimento induttivo, si conclude in generale che si ha:
@) (A @)+ Gng) o (E+ @)+ @)= 0+ Py Pt o Py Py gt + Das

dove &:

Py =@yttt aytoag,
.'pz = (ana’n.—.1+ ApCy_o + e + anal) —I—
+ (aln—la'n—z"}‘ aﬂ—lan__3+ ees + a,,_lal) + vee + (“3“2 + a3a’1) + Ayty

Prs = (OpGp_q ove Qg =t Gplp_y ooo Qulg+ QpQy_y ... ay0,) +
T Ay 1 Op_g oee Q3o Q1 0p_g v B3y} F oo = Gy _oGpg ven B0y,
Proa = (@ny g oo QaQy+ Ay g oo QaQy) + Q3 Cp_g -on Coly

Dy == Gplpy_g - G0y

La somma a secondo membro di (2), si chiama una funzione razionale intera della varia-
bile t,le costanti po=1, Py, Doy s Puss Pnoys Pn 81 dicono 1 coefficienti di tale
funzione. Il fatto che sia pg = 0 si esprime dicendo che la detta «funzione razionale
intera» & di grado n.

2.2, — Consideriamo, ora, il caso particolare importante in cui nelle pre-
cedenti affermaszioni algebriche sia

Gy=0y= 3= ..=a,
(*) Negli sviluppi seguenti del testo usiamo il segno = (di eguaglianza) invece del

segno pill preciso = (di identitd), perché quest’ultimo segno, dovendo essere ripetuto
parecchie volte, risulta alquanto scomodo.
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con @ determinato numero (non nullo). In tale caso i prodotti precedenti del tipo
1@y 5 Qylaly, (yQal3Qy s  evey Gyl ae By

diventano, rispettivamente, le seguenti potenze di a:

2

e, a®, o', .., a*,
Analogamente, i prodotti (2); diventano rispettivamente le potenze di ¢+ a:
(t+a), (E+aP, (¢E+ap, .., {E+am,

L’operazione corrispondente a la formazione di tutte queste potenze, sichiama
elevazione a potenza.

2.3. - Neglisviluppi della deralgebra A, , (cfr. il seguente n. 3 e tuttii numeri successivi)
oltre ad appoggiarci su 'algebra A, approfitteremo anche dei simbolismi della
cosiddetta algebra delle successioni (cfr.[3]). In questa algebra le successioni possono
essere formate sia da numeri sia da funzioni. Date due generiche di tali successioni:

{a.): g, @y, Qyy oy Gpy ouns {3 bos by Bay ony by ey
si considerano le due nuove successioni

(2) Qobp+ @by 3+ @by s+ i@y g b+ ayby=a, 3 b, n=0,1,2,..,

” n n n
(2) (0) ag b, -+ (1) @b, 5+ (2) by o4 .+

n n
+ ( ‘) a’n—lbl+ ( ) a’nboE an ¥ bn (/l‘b = 0: ]-a 2, “') ’
n—1 n
che sono state chiamate, rispettivamente, il prodotto isobarico ¢ il prodotto binomiale

delle due date successioni {a,} e {b,}. I secondi membri di (2)' e (2)" sonoi simbo -
lismi brevi dei primi membri, e si leggono, ordinatamente,

a, per, isobarico =, b,; @, per, binomiale n, b, .

La variabile intera non negativa n (=0, 1, 2, ...) si dice 'éindice delle corrispondenti
operazioni di moltiplicazione isobarica e moltiplicazione binomiale. Le due precedenti
successioni si dicono i fattori dei prodotti (2)' e (2)", precisamente {a,} & il primo fattore,
{02} & il secondo fatiore. Si vede subito che queste due moltiplicazioni godono della pro-
prietd commutativa. Inoltre vale la seguente semplice proprieta: Si moltiplica
un prodotto isobarico, o un prodotto binomiale, per una quantiti costante rispetto a
Vindice » del prodotto, moltiplicando per tale quantitd uno solo dei due fattori del pro-
dotto considerato.

Esempi: Essendo a,d, ¢ date costanti, si ha:
(2)111 bn+ a bn-1 + a2bhn—2 _l_ e + a1} + an == g . bn s
(2)IV (a + I))"= ar® pn s (a -+ b -+ c)"= (a -+ b)"‘ Potomgn Bpn ¥ on |

Lssendo w=wu(t), v=wv(f) funzioni derivabili fino a l'ordine =, e indicando con
w®, p™, (uy)™ le derivate di ordine n (di u, v. wv) si ha:

2)v (w)® = ™ % 90 (formula di LEIBNIZ).
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3. - Primi passi per dedurre A, ; da A,. I funderivatori primari ¢ il derprodotto
di due funzioni.

3.1. — Per dedurre A;; da A, faremo intervenire la sostituzione

1, 13, 13, .5 Gy, Qg Ogy ...
| D, D% D3, s Ay Aay gy e

dove nella prima riga compaiono alcuni enti di A,, mentre nella seconda riga
compaiono gli enti da ritenere ordinatamente i corrispondenti di A,,. Pre-
cisamente, la S sostituisce a la variabile indipendente ¢ il derivatore (ordi-
nario) D (=D,), sostituisce a le potenze 2 % ... ordinatamente le iterate
di D date da D2 D3,...; infine, sostituisce a gli infiniti numeri a,, .,
as, ... dell’insieme IV (cfr. n. 1.1) ordinatamente le infinite funzioni pre-
fissate A, = A,(f), . = A4,(8), 4y = A;(¥), ... delinsieme F, di funzicni (efr. n. 1.2).

3.2. — Applicando a gli infiniti binomi (2), di A,, la sostituzione S del
n. 3.1, si ottengono per A;; gli infiniti binomi seguenti: ‘

(3)e D42, D+2a, D+, ..,

tutti del primo ordine in D. Questi binomi, che sono (con locuzione generica)
dei derivatori, sono qui chiamati funderivatori primari, dove il pre-
fisso fum ricorda la presenza in tali derivatori delle funzioni 1;, A,, 4, ..., €
Pattributo primari vuole marcare la primaria semplicitdh di questi derivatori
(sono tutti di ordine 1 in D, hanno tutti 1 per coefficienti di D).

Al prodotti (2); di A, corrispondono quindi, per A,,, ordinatamente i se-
guenti prodotii di funderivatori primari:

[Py =D+ 2)D + 4),

= (D + 2)(D + Z)(D + 4) = (D + 4) 7,

Py
Pr=D + 4D+ L)D + L)D + 1) =D + AP =

~ At <~ ~—

= (D + }%4)(]) + 23)@27

In (3); le piccole semifreccie (in basso) hanno due uffici: ricordano
che i fattori (operatdri) si susseguono da destra verso simnistra,
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inoltre rendone compatta la scrittura dei prodotti stessi, i cul fattori, in gene-
rale, sono non commutabili.

3.3. — Supposto che £, abbia senso, per ottenerne lo sviluppo giova fare
intervenire una funzione ausiliaria y = y(f) avente (finite) le prime
due derivate y' = y'(t), ¥" = y"(¢f) per ogni ¢ N o soltanto per ogni te V¥,
essendo IN* un determinato campo di IV (cfr. n. 1.1). Abbiamo:

D + A)(D + Ly = (D 4+ LD 4 Lyl = (D -+ 2}y + 4y)

pa—

=D + L)Y+ D+ L)(hy) =@+ 2 ¥) + (Ly)'+ LA4y].

Vediamo cosi che il prodotto P, non ha sempre senso: affinche P, abbia senso ¢
necessario (e sufficiente) che 4, abbia derivata (finita) 2; [il che segue dalla ne-
cessitd che esista (finita) la derivata (4;¥)']. In tale ipotesi si ha pertanto:

D+ 2D+ Ay = @+ A y) + Ay + Ly + Lhy) =

—

=y"+ A+ Wy + (;‘; + LAy,
ossia

(D + 2)(D 4 W)y = [D* + (A + WD + (4 + L4y,
da cui, eliminando la funzione ausiliaria y, si ottiene la seguente identitd der-
algebrica (valida per ogni ¢t IV o soltanto per ogni ¢ € N*, essendo IN* un de-
terminato campo di V) di A;,:

(3)2 D+ A)(D A) = D2 4 (lz + Zl)Df_}— (/‘ti + 2221) (nell’ipotesi che esista, o

il sia finita, la derivata A7),

che & la formula di A, corrispondente a la (2), di A,.
Osserviamo ora che, se la sostituzione S del n. 3.1 si fosse applicata subito
anche al secondo membro di (2),, si sarebbe ottenuto

(%) D2+ (2 + 4)D + Ao,

non esatbtta nel suo ultimo termine [come dice la (3),]. Perd va notato
che in (%) i primi due termini sono esatti, inoltre I'ultimo termine & ancora
esatto [come dice il secondo membro di (3),] se 4, e 1, sono delle funzioni co-
stanti, ed anche se soltanto A, & una funzione costante. Tali osservazioni

¢ci hanno indotti a pensare che I'ultimo termine del secondo mem-
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- . Y ! . . .
bro di (3),, cioé 4, + 1,4;, debba interpretarsi come una nuova operazione

su le funzioni, ossia il prodotio deralgebrico delle due funzioni 2, e A,, prima A,
¢ poi A,. Precisamente, abbiamo cosi fissato:

/'ll + 4,4, si dird il derprodotto di A, per A, (A, primo fattore, A, secondo fatiore),
ed abbiamo posto

(3)3 }U,. + /’{221 = lz_mly
dove il nuovo segno T sidird il segno dell’operazione di derprodotto,

o meglio il segno della dermoltiplicazione. Per il secondo membro di (3); ci sem-
brano convenienti 1 due tipi seguenti di letture:

Ay der A, (leggendo da destra verso sinistra),

A red A, (leggendo da sinistra verso destra).

Se poi 4, e A, coincidono con una stessa funzione 1 = A(¢), la (3), si scrivera

(3), V2= A=,

dove 'ultimo membro si leggerd A a due der, oppure derquadrato di A.

Osserviamo che si ha:

(3)4 22721 - 1; + 22/11 = Dﬂ*l + 2221 = (D + 22)11 = (D + lz)(D + 11)1 .

o

Facendo, ora, intervenire il segno di dermoltiplicazione, la precedente
identita deralgebrica (3), si scriverd:

(3); (D + 2,)(D _|_A M) =D+ (A, 4+ D+ 4,714 (nel’ipotesi che esista, e

— sia finita, la derivata A7),

la quale & in completo parallelismo con la identitd algebrica (2), di A,;. Ap-
plicando la (3); ad 1 si ottiene

3 (D + (D + A)1= A"k,

o

civ che conferma la (3),.
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Nel caso particolare in cui A; e A, coincidano con una stessa funzione
A= At), Ia (3), diventa, applicando (3);,

(3)s (D + 2)(D + 4) = D* 27D + A,

dove nel primo membro si & soppressa la semifreccia perche i due funderivatori,
essendo eguali, sono commutbtabili; onde la (3); si pud serivere:

3), O+ 2=D2421D+ 2 [leFV].

Pertanto, il primo membro di (3); (dlove D & il derivatore ordinario) & un
quadrato deralgebrico avente lo sviluppo D2+ 22D -+ 22l (enon D24 24D - 12) .

3.4. — B utile fare su (3); una osservazione. Se alla ipotesi che
esista (finita) la derivata 1,, associamo anche D’ipotesi che esista (finita) la
derivata 1., si avrd pure:

(D -+ 2)(D + 4,) = D2 (/11 + lz)D + 4. (nell’ipotesi che esista, e

o . .
— sia finita, la derivata Ag),

Sottraendo da questa identitd deralgebrica la precedente (3);, si ha:

B (D4 WD 4 () — (D + L)D + 4) =

— <«

= V= V= Ay — A = (la— A)" .

Imponendo ora che sia identicamente
(3), (Aa— A)' =0, ossia A,=»7XA4te

con ¢ costante conveniente, si esprime che ¢ due funderivatori primari D -+ A,
e D 4+ A, sono commutabili e, allora, nel primo membro di (3); & meglio sop-
primere le semifreceie. Si nota poi che (3); equivale ad affermare che
si ha:

(8); A2 = 4,14, ciod in tale derprodotto 4,714, @ fattori sono commutabili .

Se a,, a, sono delle costanti, si ha manifestamente
(3)s (D 4+ a,)(D + a;) = D2 + (4 + @)D + @04,

dove nel primo membro i fattori sono commutabili perché a,7a, = a,0,.
La (3)s si ottiene dalla (2), di A, semplicemente cambiando ¢ in D.
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4. - Dermoltiplicazione nella deralgebra A, ;.

4.1. — Aunzitutto, una premessa. Per le ulteriori necessitd di sviluppo della
deralgebra A, ;, da Pinsieme F; delle funzioni 1 = A(¢) di A;q (cfr. n. 3) estrar-
remo infiniti sottoinsiemi che indicheremo con i simboli

2 + [
F£1)7 F](.)’ ey F’gﬂ)’ s F:E m)7 F§.01°m]7 Fl{oad'

s

Tali sottoinsiemi sono cosi definiti:
F®  contiene tutte e sole le funzioni di F, con derivate prime (finite
in un campo IV,)

F®  contiene tutte e sole le funzioni di F, con derivate seconde (finite
in un campo N,) ‘

F®  contiene tutte e sole le funzioni di F; con derivate n-esime (finite
in un campo IV,)
(4)

F*®) contiene tutte e sole le funzioni di F, con derivate di ogni ordine
(finite in un campo V)

Floml contiene tutte e sole le funzioni di F, olomorfe (in campi con-
venienti)

Fletl contiene tutte e sole le funzioni di F, costanti (in tutto IV o
in un IN%),

Si osserva subito che risulta:

FoFY5F® 5. 5 FM o . o Fir®) 5 flotom] 5 pleost]

Allora, scrivendo A = A(t) € F™ esprimeremo rapidamente che la funzione A
di F) ha le derivate 1, 1’,..., A univoche e finite in un campo NN,. Ancora,
serivendo (cfr. (3),):

D+ L)D+ A4 =D+ (4 4D 4 Ak [ﬂ-leFf); A€ Fi],

—



[11] DERALGEBRA RISTRETTA ... 11

esprimiamo rapidamente, fra parentesi quadre, le condizioni necessarie e suf-
ficienti per la validitd della considerata identita deralgebrica di A;,. B cosi via.

4.2, — Analizziamo il derprodotto con dwue soli fattori [efr. la (3);]. Per
semplicita, indichiamo tali fattori con lettere senza indici:

A = A(t) (primo fattore), u = u(?) (secondo fattore).

(4), uh=AV4+ud [1eF® uek].

Si constata che un derprodotto non gode in generale della proprietd commutativa:
abbiamo gia visto [efr. l1a (3); e la (3);] che vale tale proprietd se e solo ge &
u =24 - ¢ con ¢ costante (conveniente).

Si noti che un derprodotto (4), & identicamente nullo quando & identica-
mente nullo il suo primo fattore 4, oppure quando A & costante e y & identica-
mente nulla. Volendo una condizione mnecessaria ¢ sufficiente affinché sia
#1A =0, basta risolvere rispetto a 1 Dequazione differenziale (in A)
A4 ul = 0, cioé basta che sia (essendo ¥, un valore prefissato):

= At,)-exp [— j"t,u(r) dr].

Vale la seguente proprietd (di facile dimostrazione): Se in un derprodotio (4),
il primo fattore A ¢ una somma Ay + Ay -+ ... + Ay, con A, e FY (k=1,2,...,n),
st ha:

(4:)3 M—t(zl_l_ 22"]“'{“171):/"72’1-{—#—122_’_4_#—‘27:

(Non vale perd, in generale, I'analoga proprietd quando, invece, il secondo
fattore p & una somma di un numero finito di fattori appartenenti a Fj.)

4.3. — Come nella algebra A; si possono considerare prodotti con un nu-
mero (finito) arbitrariamente grande di fattori a,, a,, a,,... (appartenenti
all’insieme IV), cosi anche nella deralgebra A,, si possono considerare prodotti
con un numero (finito) arbitrariamente grande di fattori A, = A,(), 1, = A.(¢),
Ay = A4(t), ... (appartenenti a Pinsieme Fy), purché si tenga conto delle neces-
sarie condizioni di derivabilita.

Riprendiamo il caso del derprodotto di due soli fattori, gia familiare [efr.
la (8);], e facciamone una schematizzazione estendibile a tre o pit fattori. Si ha

7y = A1y = /11 + Jodi =Dl Ady = (D -+ A) 44,
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ed essendo (D - 1)1 = 1;, segue:

(4)q Ty =X = (D + A)D + M)l [he F§1), Ae Fy].

J—

Si ha allora:

(4)s 7y = A1 A7 M) = A7y = (D 4 L), = D+ 4)D + 4) D441

At <

[he F§2)7 A€ FP; A e Fi],
(4)6 Ty = 241{}%—1(22'—])%1)} == /14_1753 = (D + 24)753 =

=D+ 2D + 4)D + 2)D + 1)1 [LeF®, L,eF® 1,eF®, LeF],

In tali derprodotti (4);, (4)g, ..., ossia A (AA), A {A1(AA4), ..o
le parentesi necessarie diventano sempre piit numerose, il che crea molte in-
comodita. Decidiamo quindi, nel seguito, 'abolizione di tutte queste parentesi,
purché sia ben fissato che Pordine di successione des fattori (anche se tali fattori
non sono numerati) sia sempre da destra wverso siwistra. In generale abbiamo
dunque:

(4)71 Ty = ln_lln_lj-ujz;;—llg-]}.l ==

=D+ L)D + 4 ... D+ L)(D -+ 4)(D 4 L)1

—— . — o

[LeFr™D 2,eFe™ . 2,,eF® 1.eF].

5. = « Elevazione a derpotenza » nella deralgebra A, ;.

5.1. — Consideriamo i1 caso particolare in cui nelle precedenti
relagiont deralgebriche sia
(B) h=h=h=.. 2

An = ...

i
i

con A determinata funzione (non identicamente nulla). In tale caso i derpro-
dotti precedenti

Ay, AT A4, AT A, Z.njln~1']..._ll3—]lz'121,
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diventano, rispettivamente, le seguenti derpotensze di A:
(5), Y2 I I T
(di esponenti 2,3,4,...,n,..) da leggersi, ordinatamente,
X a due der, 2 a tre der, A a quattro der, ..., 1 a enne der, ...

Alle (5), sono da associare (rimanendo Dipotesi che A non sia identicamente
nulla) le due convenzioni seguenti:

=1, A=2.
Valendo la (5),, da la precedente (4), si ricava subito:
(5)s M = (D 4 A)m1 (n=0,1,2,..).

5.2, — Supposto che 1 = A(t) sia integrabile e y=y(t) sia deri-
vabile, abbiamo:

D(Gﬁ'dty) — 6[Adt?//+ 6”‘“/1:2/ — e/’).at (?/I"f— )-’1,/) — efldt(D + Z):l/,
onde da Veguaglianza fra ultimo e primo membro segue:
(D + Ay = Dy,

oppure, sostituendo le parentesi rotonde del secondo membro con una semi-
freccia,

(D + Ay = 24 Def? ety ,
e, infine, eliminando y in ambo i membri,
(8) D + A= ¢ /¥Delt,

formula che d& wna wtile fattorizzazione di un funderivatore primario D + 2
[efr. le (3),].

Osservando che &

6—]1 dtDeﬁ. dte—fl dtDeﬂ. at ~f;.atD(efﬂ. dte—fzat)DefA at ,

~ — ~
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si ottiene (& semplificazione fatta)

(D + A2 = ¢ *¥D2e? [l FP]
147

e in generale si conclude:
(5); (D + A= F¥Drel** [1e Fr].

Se ambo i membri di (5); si applicano ad 1, abbiamo
(D + Al = g /PaDrglt,
ossia, per la (5),,

5); gl gt pnglaat (A EF("—I)].
1

[14]

Se ambo i membri di (3); si applicano ad una funzione ausiliaria y = y(t) e F™,

abbiamo:

(D + l),,y — 0——fl".dtDn(6f).dty) — e——f).dt (efldty)(n)’

da cui, per la formula (2),
(D + Ay = a8t (o oty 2 yon
e, in virtt di (5);,

(D 4 Ay = ¢TI (20 T gy

Qui, tenendo presente una semplice proprietd del prodotto binomiale (cfr. la

fine del n. 2.3, prima degli Esempi), risulta:

(D __l__ ;:.)n?j — y(n) J— ]’;l] TDny = (lm ke D"):Ij,

ossia, eliminando la 4 fra primo e ultimo membro, si oftiene la formula

(5)8 (D + ;»,)" fa— /’Lm TDn = ik (77:;) }ﬁ] 1 [ﬂ. eFf’“l)].

5.3. — Osserviamo che se, come 7, anche » & un generico intero non nega-
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tivo, si ha:
(8)7 (D - 2)" (D 4 2= (D 4+ )™ [Le Fot],
(5)s [(D+ AP = (D + A" [2eFer,

cioé per le potenze (con esponente intero non negativo) di un funderivatore
primario D 4- 4 valgono le stesse proprietd delle potenze dell’algebra. Con-
siderata una seconda funzione u = w(t), del tipo di 2, si constata che gli
operatori

(D +w® + HI*, D+ @) (D -+ )"

o =

sono eguali se e solo se D+~ A1 e D+ usono commutabili,

Da (b); segue
ekl — (D 4 A)m+11,

da cui, applicando la (5),,
2l = (D 4 2)m (D + 1= (D + A)"A.
Applicando la (5)s, segue allora:
= - (;ﬂ'f DA = 2l "‘D"Z,
ossia, ponendo D71 = A",
(5)s , Al = A % oo

od estesamente [cfr. la (2)"]:

(5), 2l = z, (77”) JH gt [AeF"; »n=10,1,2,..].
"\ k
5.4. — Essendo A= A(t), u = u(t) funzioni di F"™V, da (5); segue:
(A pyl = gl apnplttmas _ o=fOsm) dipynpfaat gluary
ed applicando la formula (2)° di LuIBNIZ si ottiene:
(24 p! = gTwase (ol dtyw ¥ (gl sty ;

ma per la stessa (5); risulta

(e 0ty = gfRat il (glratym — gln ayal |
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onde si ottiene
(A + ,u);l = glGrmar pfhat jal 2 ofu dt/ﬂ) ,

ogsia, riducendo [cfr. n. 2.3 verso la fine, prima degli Esempi, la proprietd
semplice della moltiplicazione binomiale],

(8)10 (A 4+ [u)ﬂ o gl ? ’1 — z, ( ) Z‘n—kl

che si dira la formula per la derpotenza di un binomio 2 4+ u . Ne segue, con—
siderando una terza funzione y = y(t) e F"™Y,

(A a7 = (A a2,

onde:
(8)u () = 27

5.5. — Indicando, ora, con A== A(#) una funzione che, nel suo campo di
definizione, non sia identicamente nulla e abbia tutte le derivate che neces-
sita considerare, indicheremo le espressioni delle sue prime derpotenze.
Per lo studio di queste espressioni & opportuno fissare opportunamente ’ordine
dei loro termini, che diventono rapidamente molto numerosi. Considerando,
ad esempio, la derpotenza A%, 1’ordine da noi stabilito & il se-
guente: prima la comune potenza A%, poi ¢ termini di grado 1 nelle derivate
Ay A0 Am AW infine 4§ termini di grado >1 nel complesso di dette derivate.

Espressioni delte prime derpotenze di A= A(L).

. . . 2l I

Termint d1  primo grado )\°=|, Termint di grado >1 nel
1 oo kLl ,

(LI W S S A = complesso delle derivate

NN ]
):2.]= )\2+(2>)\[, Ay Ay Ay .

o= % +()n+()x
o= + RN+ O+ ()x‘“+ 3
M= ¥ +(ERN+ (M N+ (§) 0+ 15 aa+ w0 as
¥ o= ¥ +(z))\7\+(3))\ oF "'-i-())\ S ())\(5)-!- s R soAN A 415" 15 N AT 1007}

KL A+ (;) NN+ (;)7\‘ )\“-I-(Z)X")\m-i- (5))\ )@{»(S)}\ )\(521- (7) }\(6)+ 105 R N H210 PN A 1052 N 10 AR Y70 )\“?\l:-

F105 AN 26 A 2804 40"

e
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6. - Prodotti di funderivatori primari.

6.1. — Angzitutto, una premessa. Considerate le funzioni p = u(t), 1 = A(f),
y = y(t), con A e y derivabili, si ha

(D + u)(Ay) = D(2y) + uhy = 2y'+ X'y + ply = [AD + (X' + pd)ly,

cioe, sopprimendo i passaggi intermedi,

D + w)(Ay) = [AD + (A + ul)ly,

od anche, introducendo nel primo membro una semifreccia orientata [con-
formemente a quanto si & fatto per ottenere la (5),], abbiamo:

(D + w2y = D + (X' + ub)]y .

<—

Infine, sopprimendo la y in ambo i membri e notando che & A’ uld = p74,
otteniamo:

(6): (D 4+ @)= 2D+ (A +uh) = 2D + pA.

S

6.2, — Riprendiamo ora i prodotti di funderivatori primari della deral-
gebra A, ;, indicati in (3);. Abbiamo gia fatto il primo passo occupandoci del
primo di questi prodotti, cicé di £,, ed abbiamo visto che vale la seguente
identitd deralgebrica [cfr. la (3).]:

6 Po=D-+ LD+ 4)=D>+ (L4 WD + Ak [Le FP; A e F].

-

Questa (6), 6 in completo parallelismo con lidentitad algebrica di A; [efr. (2),]

(4 @)t + a1) = 2 + (a2 + @)t + aqa,.

Inoltre, abbiamo considerato anche il caso particolare in cui sia 4= 24, =1,
e si & trovato [efr. (3),] che si ha

(6); (D4 2)2=D:421D + A [2eFV],

in completo parallelismo con lidentity algebrica di A, :

(t 4+ a)2 =12 4 2at - a®.
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6.3. — Restano da considerare gli altri infiniti prodotti di funderivatori
primari: &;, #,, .... Se anche per il ealcolo di questi prodotti si fa intervenire
una funzione ausiliaria y == y(t), come si & fatto al n. 3.3 per il calecolo di 2,
[ed allora, per 2, dovra aversi y € F®, per 2, dovrd aversi y € FY, ece.],
si trova :

P =D -+ /LL)LD -} Azl(_D + A) =
(6)s = D3+ (A F A -+ 2D+ (43714 F A A+ A1) D - A4,14714,
[LeF®, 1,eFY JeF],
la quale & in completo parallelismo con l’identitd algebrica di A; [efr.la (2),]

(t + a)(t + @)t -+ a))= 1 4 (a5 -+ @p-F-a1)t* - (@30, -+ @30, + aza)t 4 ay6,0, .

Inoltre, abbiamo gia considerato il caso particolare in cui sia 4, = A, = 1, = J,
e si & trovato [efr. la (B); per n == 3]:

(6), (D4 2)3=Ds+ 32D+ 32D + 18  [AcF¥],
in completo parallelismo con Yidentita algebrica

(t 4 a)® = 3 + 3at® -} 3a?t + ad.
Si ha poi: '

(P = D+ 4)D + X)D + 2)D + 4) =
=D*+ (4 + 4+ A+ A4)D* +
(6)4 3 + (14_12-3 + 24—112 + /‘{4_]/'2*1 + Za_mz ‘I‘ }'3_]]'1 + 22_];'-1)1)2 +

+ (M40 4 + 414704 + 41714 A+ 412,140 D A+ A1 41414

[LeF® 2,eF® 1,eFY )eF]l,

.

la quale & in completo parallelismo con la identita algebrica di A, [efr. la (2),]

(4 @) + a5)(t -+ @)t 4+ ay) = 4 4 (a4 + a5 + @y + @)1
+ (agay + @05 + 030, 4 aya; + @30, 4 apa,)8% -

A {34365 4 a0, - 030200 - aya,00)t +- aga5050, .



[19] DERALGEBRA RISTRETTA ... 19

Inoltre, abbiamo gia considerato il caso particolare in cui sia A, =, =1, =
=), = A, e si & trovato [cfr. la (8), per n == 4]:

(6); (D4 2)t =Dt 42D 4+ 67 D2 4 42D + 21 [2eFW],
in completo parallelismo con Videntitd algebrica di A, :
(t + a)* = t* 4 dat® 4 6a2t? -+ da®t + a*.

Ed ora una domanda: Questo parallelismo continuerd indefinitamente?

N

Lia risposta sembra essere si! Ma conviene analizzare se ¢ possibile stabilire
le basi per procedere con il metodo induttivo. A questo scopo ab-
biamo gid stabilito la semplice formula (6),, inoltre servird anche la (4),.

“Analizziamo il passaggio da 2, a 2,, cio¢ da (6), a (6);. La (6);, in virth
di (6),, si pud secrivere: ‘ '

Py = (D + 4)(D + L)D + 4) = (D + 4)[D? + (A 4 4)D + A714]

~ <~ -

= (D -+ 7»;,)])2 _I‘ (D + ls)uz + )&1)D -+ (D + 13)(22711) ’

<= and

dove 1 tre termini dell'nltimio membro si indicheranno, ordinatamente, con i
simboli 2,1, Py., Pyt

Per #;, si ha subito #;; = (D + 2,)D* = D? 4 4,D2.
Per #,, occorre applicare prima (6), e poi (4),, cosl s’ottiene:
Pra= (D + )% + 2D = [(ls + 4D + 471(% + 4D =
= (A -} 4)D2 + (lﬂﬁg 4+ 414D .
Per 2, ; basta applicare (6),:
Pz = (J10)D + L,1(414) = (471D + (A1)
Riunendo le tre conclusioni si ottiene cosi proprio la (6);.

Analogamente si procede nel caso di 2,.

L’applicabilita, del metodo induttivo & cosi assicurata.
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Si conclude quindi in generale [in parallelismo con la (2),]:

(6)71 (-D + zn)(-D + ln—l) (-D + ;‘2)(-‘0 + ;”1) =

- = -

= D"+ p, D"t 4 po D™ A A pn 2 D A pn 1 D -
dove é:
o =t At At A,
pe = (AN uos + 2 + oo+ A4 +
F(Ana Vncat s Vst A A) o (Ao 1+ 414+ A,

.....

TP e V e e I Wi VO S i U/ N e Vi PR Wi 7 e WO 7 P V/ S
U VN Wi V Py VS S S /S T V P VA I SO =

+ (Ane VA3 14714,

J e e i B e VI W Ve VI I S /'{n—l—lln_z_l---_l/lz_mly

B = AT Ap 1A
ey M €FD e Fl.

(A e F&Y, ),e Fia),

La somma a secondo membro di (6), si chiamera un funderivatore (ordinario)
razionale intero (di ordine x), e le funzioni yy =1, py, Mo, -oey fnsy MHa_1y B S
diranno i coefficienti di tale funderivatore.

6.4. — Il caso particolare importante in cui nelle precedenti affermazioni
deralgebriche sia

h=hh=h=...=12
& giad stato considerato [efr. la (5),] e si & trovato:

(D 4 A)r = ik (’;Z) M pr-s [Ae F&D7,

0
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in completo parallelismo con I'identitd algebrica di A, :

4 a)= ,S.‘L (/);;) ak Tk

7. = Equazieni deralgebriche ed equazioni differenziali ordinarie.

Consideriamo una «espressione differenziale ordinaria e lineare, d’ordine n »
nella funzione variabile y = ¥(z):

(") Yo -y L YD - ey Hnay + vy,

dove i coefficienti p; = uy(f), o = tat)y ooy s = fa_s(?), Honz = fa_s(t),
Ha = U,(t) 81 suppongono continue nel loro campo IN* di definizione.

Facciamo in (7); la sostituzione di variabile indipendente
Y = ef’” d¢ ,

dove la nuova variabile & = () dovrd essere derivabile fino all’ordine n — 1.
In virth di (5)s risulta allora:

Y = ynefmdt — efmdtw?d’ Y= = 6detmn_—1|, ey
Y=oty ety oy = glvat
Si ottiene quindi:
Y A+ TV A ey b oY e gy =
= ol (@ + o+ e L o A g )
Ne segue: Pequazione differenziale lineare
(72 Y+ Y0+ pay P o ¥ ¥y =0

¢ equivalente a Vequazione deralgebrica di Ayt

(T)e @ A N B L a0 A @ o =0
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8. - Un cenno su gli sviluppi successivi.

11 presente lavoro, contenente le prime nozioni di deralgebra A,,, sard
seguito da altri lavori su questa stessa A ;.

A Yinizio della Introduzione, dopo avere concluso che la cosiddetta « meta
feconda » auspicata dal Pincherle esiste veramente, chiamammo deralgebra ge-
nerale la parte iniziale di tale ¢ meta feconda ». Constatammo poi che
le deralgebre particolari formano una successione doppia (o a due indici), il
cui primo elemento venne detto deralgebra ristretta o deralgebra A,;.

Una seconda parte della detta « meta feconda» & data da cid che chia-
meremo la deranalisi infinitesimale generale, avente come modello Ia
comune «analisi infinitesimale ». Il prefisso der, dato al vocabolo analisi per
ottenere deranalisi, ricorda Dintervento delle nuove operazioni di derderiva-
zione (quella ordinaria e quelle parziali). Come abbiamo detto per
le varie «deralgebre particolari», anche le varie deranalisi particolar: formano
una successione doppia (o a due indici), ed ¢ importante lo studio del primo
elemento di questa successione, elemento che si potrebbe chiamare la « dera-
nalisi infinitesimale ristretta ». In queste deranalisi infinitesimali alle ordinarie
funzioni si associano dei tipi di « funzionali funzioni » da noi detti derfunzioni.

All’interno della « deranalisi infinitesimale generale» sembra possibile ri-
formulare i vari filoni del caleolo funzionale, cioé: il caleolo delle variazioni [4],
la teoria generale dei funzionali [2] e la cosiddetta analisi funzionale (cfr. [5], [61).
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