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ENzo BARONE (¥*)

Un modello matematico di traffico automobilistico

con « mollificatore ». (**)

1. - Posizioni e problema.

Nel seguito x€ R = ]— oo, -+ oo ; v, WE Jvy, va[= V; 0<<0 T 0T+ 00, In
questo lavoro si studia il problema

2 G 8 p—v ) . ;
(——{—v—)u—}—q—(i—t;——bu)zlf’(u) (geR;v,weV;t>0),
1) ot ox ov T B
w(x, v, w; 0) = uy{z, v, W) (weR;v,welV),
u(w, v, w; £} =10 (weR;v¢Vi;welV;t>0),
dove, se f = f(=, v, w), ¢

@) F(f) = K(f)—K(f),

(3a) K (f) = -jtmq(w, ') da’ F fle', v, w'y dw’ if (@' — ) fle, ', w) dv’,
"1 14

k4
+®

(3b) () = flz, v, w) | gla, 2')da’ _fv (v —2") dv’ j‘:’ jl@, vy ') dw' .
1 €Y 1 £

x

Le costanti v, v, ¢ 7> 0 sono assegnate.
Si suppone inoltre che

4) 4@, ') = (@) E(@' — ) @eR, &> ),

(*) Indirizzo: Ist. Mat., Universita, Via Arnesano, 73100 Lecce, Italia.
(**) Lavoro esegunito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 2-V-1977.
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dove

(42) 0<g’(@) <1 (zeR),
(4b) 0<K(&)<M (£=0),
(4¢) ;}mmg) dE—1.

Qui la probabilita di interazione ¢°(z) e la densitd della probabilita di inte-
razione normalizzata K (&) sono assegnate.

11 problema (1) ¢ la rappresentazione matematica di un modello tipo-Boltz-
mann, per il traffico su un’autostrada.

Precedentemente sono stati fatti dei lavori matematici (cfr. [2] e [31)
un’equazione strettamente legata all’equazione (1) e proposta da Paveri-Fon-
tana in [8],. Precisamente, l’equazione in [2], [3] e [8], pud essere vista come
un caso particolare di quella in (1) e si oftiene da questultima ponendo
K(§) = 6(£) (delta di Dirac). Esponiamo brevemente come si giunge al pro-
blema (1).

In un’autostrada a pil corsie si prende in considerazione il traffico che si
muove in una certa direzione e si denota con w(#, v, w; 1) dz dv dw il (valore
atteso del) numero di veicoli che al tempo ¢ sono situati nellintervallo
(@, @ 4 dz) con velocita in (v, v -+ dv) ed i cui guidatori hanno velocma desi-
derata in (w, w I dw).

Muovendosi lungo Pautostrada i veicoli possono inferagire fra loro (nel
senso che un veicolo piu veloce deve rallentare quando ne ineontra uno piit
lento e non pud sorpassarlo) e possono subire un processo di rilassamento,
(con questo termine intendiamo riferirei all’accelerazione dei veicoli verso Ia
veloeita desiderata dai loro guidatori). ‘

Introduciamo le seguenti ipotesi semplificative:

1.1. Rilassamento. Tutti 1 veicoli che si muovono alla velocitda ¢ che
differisee da quella desiderata w, accelerano verso quest’ultima con legge
«esponenziale »

dv =~ w—v

a7

1.2. Interazione. (a) Un veicolo che si muove con velocitd », e ne in-
contra uno con veloeitd v,<< v, 0 sorpassa (con probabilitd 1-— ¢°) cambiando
corsia oppure rallenta (con probabilitd ¢°) a v, istantancamente (ovvero in un
tempo trascurabile rispetto al tempo medio di permanenza sull’autostrada).



3] UN MODELLO MATEMATICO DI TRAFFICO AUTOMOBILISTICO ... 257

(b) L’evento di rallentamento (la cui durata & istantanea) pud avvenire a di-
verse distaﬁze fra 1 veicoli interagenti. Precisamente si suppone che K(§)dé
sia la probabilitd che I'interazione avvenga quando la distanza tra due vei-
coli & in (&, & 4~ &) (ed, evidentemente, non ci sia sorpasso). Queste ipotesi
motivano (4a)-(4e).

1.3. Recupero. Tmmediatamente dopo P« interazione », il veicolo rallen-
tato pud iniziare un processo di «rilassamento »: precisamente, accelera verso
la velocita desiderata.

Sotto queste ipotesi per un’autostrada infinita senza entrate e uscite, si
ottiene il problema (1).

Ta metodologia per ottenere I'equazione del traffico tipo-Boltzmann, si pud
trovare in [8], o in [6]. [6] contiene una discussione dettagliata dell’ipotesi I.3.
TUlteriori discussioni sulle proprietd del modello qui studiato si possono tro-
vare in [8],.

Come gid detto, nel modello introdotto in [8], si suppone K(§) = (&)
questo significa che I'ipotesi 1.2 (b) & sostituita dall’ipotesi che, nel momento
dell’interazione i due veicoli (interagenti) sono nella stessa posizione (distanza
zero). _

Poiché nel modello qui trattato i veicoli possono interagire con una pro-
babilith, funzione della distanza, riteniamo di poter dire che questo modello
& in qualche modo pin generale di quello introdotto in [8];.

In [2] si & studiato il problema di Cauchy per il modello del riferimento: 81y,
con u-appartenente allo spazio delle funzioni uniformemente continue e limi-
tate ¢ si & provato un teorema di esistenza e unicitd locale. Una generalizza-
zione di questi risultati (per esempio lo studio in uno spazio meno restrittivo
oppure la prova di un’esistenza globale della soluzione) appare difficile. In [4]
omettendo la variabile spaziale x si riesce a studiare il problema nello spazio L*
delle funzioni sommabili e si ottiene anche l’esistenza ed unicitd globale.

In questo lavoro, lintroduzione del nucleo non singolare K(&) « mollifica-
tore » ci permette di ottenere un teorema di esistenza e unicitd globale (cioe
per i€ [0, oo]) per w e L. Sottolineiamo il fatto che L' &, dal punto di vista
fisico del problema, lo spazio pilt naturale per la ricerca della soluzione. Infatti
dire che al tempo ¢ risulta u(f) € L', vuol dire che in quell’istante la popola-
zione dei veicoli sullautostrada ¢ finita. Come in [2] e [3] anche qui si prova
che se u,>0, anche la soluzione u & positiva. Desideriamo inoltre far notare
che la presenza del « mollificatore » K(£) non modifica la forma del problema
spazialmente omogeneo ehe & indipendente dalla variabile di posizione (cfr.
equazione (86) in [8];). Infine segnaliamo che nella letteratura sulle teorie di
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Boltzmann, un «mollificatore » non singolare della variabile spaziale & stato
introdotto da D. Morgenstern in [7], per la dinamica dei gas rarefatti.

Sostituendo in (1) F(u) con una funzione nota @ = ®(x, v, w; 1) ed usando
il metiodo delle caratteristiche si ottiene

(B)  ula, 0, w5 1) = exp  w(E(0), Bt), w) +

1 —
+ | exp %—f D(T(t—s), B(t —s), w; $) ds,
o

dove
(6a) () = Z(w, v, w; 1) = z—wt + (w—2v) T (exp%——l),
(6b) B(t) = (v, w; 1) = w— (w— V) exp % .

Come in [2] poniamo
(7) [Z(t) )@, v, w) = exp 7, g(&(0), (1), ) (teR),

ma questa volta consideriamo Z(f) come operatore definito sullo spazio X =
= {g = g(x, v, w); ge LN(R X R x V)}. Ancora denotiamo con X,=— {95 9€ X,
g(@, v, w) = 0 q.0., se v¢ V}. X, & un sottospazio chiuso di X ed & usato per
ottenere la terza relazione di (1). Si prova subito

Lemma 1. (a) {Z(t);te R} c #(X) Valgebra di Banach degli operatori
lineari e timitati su X; (b) |Z@W)fl|=|f], Y/ e X; (c) {Z(?); te R} ¢ un gruppo,
cioé: Z(0)=1I, Z(t)Z(s) = Z(t + s), Vt,seR.

Dim. Tenuto conto che il determinante Jacobiano 3(Z, v, W)/d(x, v, w) =
= exp [{/T], risulta

o + o Fa
|Z@)f| = exp %:rj d:c_‘i dv yj' I/(Z, 7, w)| dw

+ @

= d%jj i J" /(, 3, w)] dw = [f] .

La (a) e (c) sono immediate.
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2. - L’operatore Z(t).

Sia Z,(t) la restrizione di Z(?) allo spazio di Banach X,. Come in [2] si
vede facilmente che Z(f) trasforma X, in sé Vi>0 e quindi Z,(!) pud essere
considerato come un operatore da X, in X, (1>0).

Abbiamo

Lemma 2. (a) {Z,(t), 1>0}c B(X,) ed & un semigruppo; (b) 1Z,t)g] =
= |g|, Vge Xo; (€) Zo(t) & fortemente continuo in t, V¢>0.

Dim. La (a) e (b) discendono dal Lemma 1. Per la (¢) basta provare che
lim | Z,(h)g— g| = 0 quando k—0,, Yge X,, perché Z,(f) ¢ un semigruppo.
Ora basta osservare che quando k-0, risulta #(h) —x, ¥(h) —v pertanto
| Zs(k) g — g| =0 per la continuitd in media d’ordine p = 1.

Se denotiamo con A, il generatore infinitesimale di Z,(t) (cfr. 1]-[51,)-
risulta A4, un operatore lineare densamente definito, chiuso e tale che

(8) lim

B0y

1
7 [Zo(h)g —g] —A,g||=0 Vge D(4)c X, .

Definiamo operatore A, come segue

w-—7v

1
Algz_”gz_Tgo+‘fgy

w—
D(4,) = {gE‘Ytﬁ 3Ges §uy 092+ 7 g,,eXo} y

dove g.= dg/ox, g,= 0g/0v sono derivate generalizzate.
B facile provare che Vg e D(4,) risulta

(10) lim

h—>0+

=0,

= (g —g) ——Alg‘

pertanto A, & la restrizione di 4, all'insieme D(4,) C D(4,).

Come conseguenza 4, & chiudibile e la sua chiusura A, & contenuta in 4,.
Osserviamo ancora che Z,(t) trasforma D(4,) in sé. Infatti se ge D(4,) e
poniamo f = Z,(f)g risulta

w

—_— A w—7v o _
'fo"}" T fv: exp Ey {’ng(x, v, ‘!D) + T g”(x’ v, W)} :
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Possiamo allora riunire i risultati precedenti con il seguente
Teorema 1. La famiglia {Zy(t),1>0} é un semigruppo fortemente con-

t'inao di operatori lineari e limitati in Xy Z,)[D(4y)]) ¢ D(4,), dove 4, é la
restrizione del generatore di Zy(t) all’insieme D(4,;).

3. = L’operatore non lineare F(u).

Dalla definizione segue facilmente che K, e K, trasformano X, in s& e inoltre
risulta

(11) [ <o)z,  i=1,2, ueX,, d=(0,—v) M .

Dalla (2) segue che

(12) [ Pu)| <26]ul® o (v e X,)
e dalle (3) ¢ (2) _

(13) 1(7) - Eg)| <1 + 1) 1f — gl (f,9€Xy),
(14) 1 2() — F(g)] <26(}f] + lgl)If — gl (f,9eX,).

Nel seguito useremo anche il seguente funzionale

4 + @ v,

(15) Ji= [ do [ do [ f(z,, w)dw (feX).

Dalla definizione segue che

(186) [Jf <11l e quindi JeX*=%(X; R),

(17) JZy(t)f = Jf (fe Xy, 1>0),

(18) JE(f) =0 (feX,).

4. - 11 problema astratto.

I risultati delle sezioni precedenti e la forma del sistema (1) suggeriscono
di studiare il segnente problema dei valori iniziali astratto (cfr.[1], pag. 30,
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[5]1, pag. 436, [5].)

(1_9) » g%f = Agu(t) + F(u@), Lim u(t) == 1, € D{4,) (t>0),

d =04

dove ora u(t) & una trasformazione da [0, -+ o) in X, e d/d¢ & una derivata

forte.
Con un procedimento «standard » (cfr. [5]);, [9]), trasformiamo formalmente
il nostro problema astratto nella seguente equazione integrale

(20) w(t) = () + jt' Zo(t— 8) F(u(s)) ds (t>0),
dove

(21) 2y (1) = Zo(t) g ()] = [ o] (efr. Lemma (1))

e dove Pintegrale ¢ nel senso di Riemann.
Si ha il seguente

Teorema 2. Se i & un conveniente valore di t, Dequazione (20) ammette
imunica soluzione. u € Sp= S(uy, ¥) sfera chiusa di centro u, ¢ raggio r in
¥ = 0([0, 1], X,) con la norma |ul,= max {|u(t); t€[0, .

Dim. Definiamo il seguente operatore non lineare su ¥
i
(22) [Q](E) = w(t) + | Zolt— ) F(ufs)) ds , DQ) =Y.
]

Se we S, rvisulta ju(t)] < lul, <], +r= |u| 47, conseguentemente se w,
i e 8, risulta

(23) 1Q(u) — Q)| < e |u— 1, ,
(24) 10 — ] =eliyr

dove

(25) ol) = 401 Jug] 7).

Se scegliamo 7 in modo che sia 0 < e(f) <1 le (23) e (24) mostr:mo' che @ tra-
sforma 8, in sé ed & strettamente contrattiva.
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Si conclude ehe se ¢ ¢ scelto sufficientemente piccolo, 'equazione 1 = Q(u),
cio¢ la (20) ammette un’unica soluzione uwe §,c ¥, c.v.d..

Notiamo che, poicheé F(f) ha derivata di Frechét F'(f) continua (efr. [97)
la soluzione w di (20) ¢ anche soluzione di (19) non appena sia w, e D(4,) e
quindi si ha il seguente

Teorema 3. Il problema (19) ha wun’wnica soluzione forte w = u(t),
te[0, 7] non appena sic u, e D(A4,).

5. - Positivita di w = wu(t).

Proveremo che la soluzione di (19) & positiva, non appena lo & u, e D(4,).
A tal fine introduciamo i seguenti coni positivi chiusi

Xf={f:feX,, fz; v, w)>0 V(@,v,w) e Rx V x T},
Yi={u:uel,, wt)e X Vte[0,1]}.

Anche qui, come in [2] e [3] si osserva che Z,()[Xf]c X} (cfr. (7)), ma F
non trasforma X, in sé. Trasformiamo allora il problema (19) come segue

(26) %‘ = A,ult) + Fy(ult)) sl—lfi w(t) = u, ,

dove

(27) Ay=Adg—al,  D(A) = D4,),  F,=TF +al,
con

(28) a=6(]u + 7).

Osserviamo che poich¢ I commuta con A,, 4, genera il semigruppo
(29) Z,(t) = exp [— at] Zy(1) , 12:.(t)f| = exp [— ad]]f]
e che Z,()[XS]c X}, Vi>0.

Poiche i problemi (19) e (20) sono equivalenti, u(z) soluzione di (19), & anche
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soluzione di (26) e verifica ’equazione integrale

(30) w(t) = wu,(t) -+ j’t Z,(t—s) 'y (u(s)) ds tefo, 1],
dove
(31) Ua(t) == Z,(t) uy = exp [— at] Zy(t) uq .

Se ora l'operatore
(32) Q@) = walt) + [ @t —8)Ti(ls) s, D@ =T,

suggerito dalla (30) & contrattive e se I, trasforma Y, in ¥} almeno in un
opportuno intorno di u,, potendosi ottenere « col procedimento delle appros-
simazioni successive, si ha che se w,e X, anche we Y.

Consideriamo quindi S, = 8(#,; 7) = {@&: 4 € Yo; |&— U], €7} .

Poiché dalla (3a) segue che K, trasforma Y} in Y7, basterd provare che
a I— K, trasforma S, Y} in Y} Infatti se fe X risulta IK,(f)<O|fl|f e
quindi (el — K,)f>f(a— 6]f|) >0 non appena sia anche |f|<a/é= [u] + 7
Ora se @efS, N Y} risulta [4()] <|usfs +r<|uo] + 7 e quindi (oI — K,)-
-4(t) € XF, Vte[0,]. Si conclude che F,(4(t)) € X; .

Poich¢ K, trasforma X in X risulta: 0<(al — K,)4i(t)<ad(l) e quindi

(33) Ial — Ky)d|,<alld

g .

Dalla (33) segue che

VP < [ Ea()]y + || (6] — Ko) 4], < O]

s+ ald], <2ald],
e poi (cfr. (25))

(34) 1Qu(d) — usly < () -7 -

Analogamente si prova che se 4, #'€8,, 4 ¥, risulta

v

(35) 1Qu() — Qu(1) || < dat|d— &', <o@) |4 — &'

e quindi @, ¢ contrattiva (cfr. n. 4).
Si conclude quindi col seguente

Teorema 4. Il problema (19) ha un’unica soluzione forte u = u(t) € X}
Yie [0, ] non appena sia w,€ D(4,) N X} = D}, ove T & lo stesso del Teorema 3.
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6. - Soluzione globale.

- Applicando il funzionale J ad entrambi i membri della (20) ed usando le
(17), (18), (21) si ottienc

(36) Ju(t) = Ju, , Vtefo,1].
Se ora u, € D} poiché w(t) e X7 dalla (36) segue che
37 le@] =l 5 Vie(o,1],
in quanto Ju = |u| per weX;. ‘
La (37) ci dice che il numero di macchine sull’autostrada si conserva (come
& auspicabile).

L’invarianza della norma ci consente, com’e noto, di estendere la soluzione
a tutto [0, - co); infatti per il problema di Cauchy

du Agu(t) 4+ F(u(t)) >, Hm u(f) = u(l) ,
dt ?—>t+
valgono gli stessi risultati visti per (19), essendo [u(f)] = [ju,] e quindi esiste

un’uniea soluzione forte in [f, 2]. (Basta eseguire la trasformazione t'=¢— ¢,

A" = u(t' + 1) = u(®)).

Per induzione si ha quindi il seguente

Teorema principale. Se u,e D il sistema (19) ha un'unica soluzione
forte = w(t), Vi>0 e risulta u(t)e D] con [u(t)] = |ue], Vi>0.

Desidero ringraziare il Prof. Stefano Paveri-Fontana per il contributo datomi
nel commento fisico del lavoro. :
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Summary.

We prove that an abstract non lnear initial-value problem arising from a mollified

version of the Paveri-Fontana model for traffic flow, has a unique strong and norm inva-
riant solution u = w(t). The solution belongs to the positive cone of a switable Banach space.






