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MARIA TANzZI CATTABIANCHI (%)

Caratterizzazione degli operatori integrali di Fredholm

invarianti rispetto a gruppi di congruenze nel piano. (**)

1. - Introduzione.

Sia A un aperto limitato e connesso del piano cartesiano %2, la cui chiusura A
sia un dominio regolare, e H(A4) lo spazio dei vettori a due componenti funzioni
di quadrato integrabile in 4.

Si considerino gli operatori (vettoriali) integrali di Fredholm I cosi definiti

(1.1) Lu(z) = [ K(», §)u(é)d,

4

dove il nucleo K(z, £) & una matrice 2 x2 ad elementi kj(», &) funzioni conti-
nue in A4 xA4.

Si vede facilmente che Poperatore I, nelle ipotesi indicate, trasforma lo
spazio H(4) in sé.

Sia @, il gruppoe di tutte le matrici ortogonali 2 X2 rappresentaenti con-
gruenze di #* che lasciano fisso 4 e supponiamo che tale gruppo contenga
almeno una matrice non identica; sia ¢ un sottogruppo di G,.

Nel presente lavoro, che riprende e completa I’argomento della mia tesi
di laurea (1), si caratterizzano i nuclei K{w, &) verificanti le seguenti relazioni

(1.2) VE (yx, pE)y = Kz, &)

(*) Indirizzo: Via M. Schina 8, 10143 Torino, Italy.

(**) Lavoro eseguito in qualitd di borsista del C.N.R., sotto la guida della prof.
L. Bassotti, — Ricevuto: 5-IV-1977.

(1) Vedasi [7].
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per ogni coppia di punti @, & di 4 e per ogni matrice y del gruppo G (y denota
la trasposta di ).

La condizione (1.2) esprime che l’operatore I ¢ invariante rispetto al
gruppo G, secondo una definizione data recentemente da L. Bassotti (2).

Si dimostra facilmente il seguente risultato:

Condizionc necessaria ¢ sufficiente perché valgano le (1.2) per ogni y appar-
tenente a G ¢ che sussistano le relaziont (1.2) per ogni v generatore di Q.

‘Fra tutti i gruppi G finiti, quello che presenta maggiore interesse & il gruppo
G, (m=>3), ciclico di ordine m, delle matrici ortogonali rappresentanti le rota-
zioni piane di centro lorigine e ampiezza 2kmx/m (k= 0,1,..., m —1).

Tale gruppo ammette il solo generatore

27 2x
CcOS — - Sen
m m
1.3 Vo =
( ) /m 2 27 3
sen — COS —
m nm

relativo alla rotazione di centro lorigine e ampiezza 2x/m.
Un altro gruppo finito notevole ¢ il gruppo G, di ordine 2m, avente come

generatori la matrice y,, data dalla (1.3) e la matrice

1 -0
(1.4) 0, == (0 -~1)’

relativa alla simmetria rispetto all’asse delle ascisse.

Altri casi interessanti sono forniti dal gruppo infinito B delle matrici orto-
gonali rappresentanti tutte le rotazioni piane di centro Porigine e di ampiezza
arbitraria A, e dal gruppo infinito ¢ di tutte le matrici ortogonali.

Noi ci imiteremo ad esaminare questi casi che presentano una discussione
piuttosto complessa. Altri gruppi finiti di particolare interesse per le applica-
zioni sono stati studiati nella mia tesi di laurea (vedasi[7]).

Sia K(z, &) un nucleo continuo in 4 x 4. Le condizioni (1.2) sono certamente
verificate in 4 x 4, se esse lo sono in 4 x A. Nel seguito del lavoro considere-
remo esclusivamente le condizioni (1.2) in A X A e supporremo, il che non &
restrittivo, che 4 non contenga Porigine del piano. Quest’ultima ipotesi non
esclude che Porigine possa essere un punto interno alla chiusura di 4.

(®) Vedasi [2]).
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2. - Alcune premesse.

Fissato 'aperto A del piano cartesiano %2 ed un sottogruppo G del gruppo G,
studiamo il caso in cui G contenga una matrice y del tipo

__feosd  —seni
(2.1) Y = lsen cos i)’
Fra le relazioni matriciali (1.2), quella relativa alla matrice ¢ considerata
si traduce nel seguente sistema di condizioni sugli elementi ki(w, &)

cos 24 (Bt — k2) + sen 24~ (Bt + &%) = Kt — &2
BAE=1+5

—sen 24 (B — £2) + cos 24+ (kL + &) = KL - K2

15;——]:';' = ki—k,
avendo posto, per semplicita di scrittura,
(2.3) k = ¥y, y&) (G,j=1,2).
Se nelle (2.2) si pone
[ 2p(®, &) = ki, &) + Ki(w, £)
2¢(w, &) = Kz, &) — ki, §)

2 (@, §) = 70;(.’1}, &)+ ki("”; &)

| 25(, §) = Ki(w, &) — K@, &),

il sistema (2.2) da luogo a

(2.5) Dy, vE) = play ), qlym, y6) = g, &) ,
ed inoltre

| Py, &) = cos 22-1(w, £) - sen 22-s(x, &)
(2.6)

sy, &) = cos 24 -s(z, &) — sen 22 -7(®, &) .

16
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Se A non ¢ multiplo di =/2, dal sistema (2.6) si ottiene poi, tenendo conto
che se ye G anche y*e(,

r(y*a, y*£) — 2 c08 24 v(yz, p§) + 1@, &) = 0
2.7)
s(y*m, y*£) — 2 cos 22 s(ym; &) + s(®, &) = 0 .

Pertanto r(w, &) e s(z, £) sono funzioni continue in A x A verificanti entrambe
la relazione '

(2.8) ' 2(y2m, p2E) — 2 cos 22 2(ym, yE) + 2w, &) = 0

se As%ka/2 (keZ), oppure

(2.9) oy, yE) = cos 27.-2(w, £) se A=ka/2 (keZ).
Ne segue che la matrice K(x, &) ha la seguente forma

(2.10) K(z, &) = (p+s T Q)

r—gq PpP—s

dove p e ¢ sono funzioni continue in 4 x A 'verificanti le (2.5) ed r e s sono
funzioni eontinue in A x4, soluzioni del’equazione (2.8) se 2 non & multiplo
di 7/2, oppure dell’equazione (2.9) se 2 = km/2.

Introdotto nel piano #2 un sistema di coordinate polari di polo Dorigine
ed asse polare Passe delle ascisse, dette ¢ e 6 le coordinate polari di @, ¢ e ¢
quelle di &, posto
(2.11) Z(9, 0,0, p) = #(, &) ,
all’equazione (2.8) si pud sostituire 'equazione
(2.12) Z(0,0,0 + 24, ¢ + 22) —

—20c082%-Z(0,0,0 + 2, ¢ + 2) + Z(9, 0,0, 9) = 0

in BXB, dove B & laperto corrispondente ad A nel piano (o, ).

3. - Funzioni invarianti e seminvarianti rispetto ad un gruppo. Funzioni isotrope.

E opportuno dare qualche definizione.
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Diciamo che una funzione scalarve t(w, £), definita in A x4, & invariante
rispetto ad un solfogruppo G di Gy, quando verifica le relazioni o

(3.1) Hyw, pE) = t(x, E) in Ax4d,

per ogni ye G

T evidente che #(z, &) & invariante rispetto a @ se e solo se le relazioni (3.1)
sono verificate in corrispondenza ai generatori di G.

Si verifica facilmente che la somma e il prodotto di funzioni invarianti
sono funzioni invarianti. ‘

In particolare, se G & il gruppo R delle matrici ortogonali ehe rappresen-
tano le rotazioni intorno all’origine, le funzioni scalari invarianti rispetto a ¢
gsaranno dette isotrope (%).

Se G coincide col gruppo ¢ di tutte le matrici ortogonali, ogni funzione sca-
lare invariante rispetto ad ¢ sard detta isotropa e simmelrica.

Sussistono i seguenti risultati:

Teorema 1. Condizione necessaria ¢ sufficienie affinché wuna funzione
i, &) sia invariante rispetto a G, ¢ che, detta T(o, 0, 0, p) la sua trasformate in
coordinate polari, T' Hsultz funzione perwdwa di periodo 2stjm rispetto a ciascund
delle variabili 0 ¢ .

Infatti 1o relazione (3.1), seritta in coordinate polari, assume la forma

(3.2) T (o, 0, 0 -~ 27ym, @ + 2x/m) = T(9,0,6,¢) in BXB,
, @+ @

dove 2z/m & Pampiezza della rotazione rappresentata dalla matrice ortogonale y
figurante nella (3.1). : -

Teorema 2. Condizione necessaria e sufficiente perehé wune - funzione
t(x, &) sia isotropa ¢ che, detta T(o, o, 0, @) la sua trasformata in coordinate po-
lari, T sia funzione solo di o, 0,0~

Che la condizione sia necessaria si dimostra ia(xhnente. tenendo conto
che dalla relazione
(3.3) (o, 0,0 4+ 2,90 + 2) = T{o,0,0,¢) in BXD,

ralida per ogni 7, si ottiene subito, ponendo 7 = — g,

T(0, 0,0 — @, 0) = T{0, 0, 0, ).

(3) Vedasi[1], p. 1168.
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Viceversa, se T(g, 0,0, ¢) ¢ una funzione di p, g, § — ¢, essa verifica banal-
mente la (3.3) qualunque sia 1.

Teorema 3. Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione
t®, &) sia isolropa e simmetrica, cioé verifichi la relazione t(uz, u&) = iz, £)
in AXA per ogni matrice ortogonale p di O, é che T (o, 0, 0, @) dipenda solo da
0,0,0 — @, e sia una funzione pari di 60— ¢.

La dimostrazione & immediata conseguenza del Teorema 2.

Accanto alle funzioni invarianti rispetto ad un gruppo, ¢ opportuno con-
siderare le funzioni #(z, &), definite in 4 x 4, che verificano la condizione

Wym, y&) = (det y) iz, &) in AxA4

per ogni matrice y del gruppo G: chiameremo queste funzioni semivarianti
rispelto a G.
Sussiste il seguente

Teorema 4. Condizione mnecessaria e sufficiente perché una funzione
Hw, &) sia seminvarianic rispetto ad O ¢ che T(o, c,0, ) dipenda solo da o, o,
0 — ¢ e sia una funzione dispari di 6 — g.

La dimostrazione & immediata, tenuto conto del Teorema 2.

4. - Caratterizzazione dei nuclei K(», &) invarianti rispetto al gruppo ciclico G,,:

Figsato Pintero positivo m >3, se nella relazione (1.2) la matrice ortogo-
nale y coincide con la matrice y,, definita dalla (1.4), allora la relazione matri-
ciale (1.2) & condizione necessaria e sufficiente affinché 'operatore I sia inva-
riante rispetto al gruppo @, generato da v,,.

In base alle definizioni introdotte nel n. 3, si pud affermare che le funzioni
p®, &), q(z, §), continue in A X 4, definite dalle (2.4) e verificanti le (2.5), sono
invarianti rispetto al gruppo G,,.

Si vuole ora risolvere 'equazione (2.8) nel caso particolare A = 2x/m, dove
m & un intero positivo non inferiore a 3 ¢ m % 4. Col cambiamento di variabili

(4.1) a=10-+¢, ﬂZO—QJ,
posto

i ] 5 «—p
4.2) 1’(@75’“’/3):4(970’70‘2 , “2 ),
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alla (2.12) puo sostituirsi 'equazione

87 4m 4n
(4.3) F(97U7“+ mw ﬁ)”’g OOS;; 'F(&O',o‘”*‘;_"‘; ’ ﬁ)"l—F(Q’a?o"ﬁ) = 0.

La (4.3) &, per ogni fissata terna o, o, , un’equazione lineare del secondo
ordine alle differenze finite, omogenea. Poiché & facile verificare che cos « e
sen ¢ sono due soluzioni linearmente indipendenti di (4.3), ossia un sistema
fondamentale di soluzioni dell’equazione (4.3), dalla teoria delle equazioni alle
differenze finite (+), segue che ogni soluzione della (4.3) & del tipo

(4.4) F(o, 0, «, ) = Cilo, 0, 2, B)-cos & 4 Cu(g, 0, &, f) -sen o,

con C, e O, arbitrarie funzioni periodiche rispetto ad « di periodo 4z/m.
In virth delle (4.1), tutte e sole le soluzioni dell’equazione (2.12) sono date-da

(4.5) Z(p, 0, 0, p) = ¢i(o, 0, 0, p)-cos (0 + @) + cl9, o, 6, )-sen (0 4- ¢)

dove ¢, e ¢, sono arbitrarie funzioni definite in B x B, periodiche di periodo 2z/m
rispetto a ciascuna delle variabili 8, ¢.
Da quanto precede si pud concludere che

Teorema 5. Ogni soluzione dell’equazione (2.8), nel caso L = 2m/m con
m>3, m+%4, ¢ della forma

(4.6) 2(x, £) = g:(x, &) (o &y — m28,) + gol, §) (@ @by,

dove g,(x, &) € g(w, &) sono due arbitrarie funzioni, definite in A XA, invariantt
rispetto al gruppo G..

T infatti evidente che nell’espressione (4.5) delle soluzioni dell’equa-
zione (2.12) le funzioni cos (0 - @), sen (§ + @) possono essere sostituite dalle
funzioni

orcos (0 + @) = # & —xés, or 8en 0+ p) = 2,8+ @by
Le affermazioni relative a ¢,(z, &), g.(x, &) seguono poi dal Teorema 1.
Restano cosi caratterizzate, nel presente caso, le funzioni r(z, &) e s(w, £)

presenti nell’espressione (2.10).
Se invece & A = 7/2, ciod m = 4, dall’equazione (2.9) seritta in coordinate

(1) Vedasi, ad esempio, [4], p. 351.
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polari, con la posizione (2.11), si ricava

(4.7) 4(0,0,0 + 7/2, ¢ + 7/2) = — Z(Q, o, 0, ),

la quale ammette la soluzione particolare cos (0 + ¢); quindi, in base alla

teoria delle equazioni lineari alle dlﬂereme ﬁmte del primo ouhne, ogni solu-
zione della (4 7) & del ’mpo . o

Z(o, g’ 0, @) = ¢(9, 6,0, ) CO'S <0+ ?)

con ¢(g, o, 0, ¢) funzione periodica di periodo x/2 nspetto a clascuna delle va-
riabii 0 e @. Analogameénte al caso precedente si conclude che

Teorema 6. Ogni soluzione dell’equazione (2.9), nel caso 2 = 7/2, ¢ della
forma : ’ : R :

(4.8) 2@, §) = glw, ENw: &, — 3,6,)

con g(@, &) arbitraria funzione definita in A X A e invariante rispetto al gruppo Gs.

5. - Caratterizzazione dei nuclei K(v,£) invarianti rispetto al gruppe infinito R.

Consideriamo il gruppo R delle matrici ortogonali-descritto, al variare del
parametro reale 2, dalla matrice

v — qcosl —sen A
G.1) T sena cos i)

-+ Le relazioni
(5.2) 7K (2, v2&)ya= Kz, &)

rappresentano, al variare di y, in R, infinite condizioni matriciali che traducono
Pinvarianza dell’operatore I, definito dalla (1.1), rispetto al gruppo R. Vo-
gliamo org studiare la relazione (5.2).

L’equulone (9 12) pub scriversi nella forma

(5.3) Z(070;0+7ﬂ1’+1)—‘200591 Z(9767 )‘P)_[“Z( —Ae—2)=0,

che, nel presente caso, deve valere identicamente rispetto a A.
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Operando il cambiamento di variabili (4.1) con la posizione (4.2), Pequa-
zione (5.3) assume la seguente forma

(5.4) F(’ +‘)) ﬂ)—ZcosQZ I’(o,cr, ,ﬁ)+1’o o',oc——Zl,/)‘)—-O

Powhc l’eqmnone (o 4) deve valere per ogni 1, ne segue che per ogni ﬁs—
sata terna o, o, B, la funzione ¥, come funzione di «, & periodica di periodo 2,
come si vede ponendo 1 = z/4. Sia

(5.5) Lay(o, (77 B + z {a/h(ny g, ﬂ) cos ho -+ bh( o, ) -sen h“}

© hw=l

lo sviluppo in serie di Fourier di F(g, o, o, ), considerata come funzione di «,
essendo

21

:
an(oy 0, ) = :—KJ F(g, 0,0, ) cos hado . ‘ (h=0,1,2,..)

]

(5.6)

25

W0, 0, B) = J Fo, 0y, B)senhoada » (h=1,2,..).
o

I coefficienti di Fourier dello'sviluppd in serie della funzione

| Fo, &7 ‘x -+ 2}'7 [)’) + F(o, o, “"42}‘7‘13)

SO10
2n e } .
anlo; o, 5) J T(Qy 0, o ﬂ )[cos h(e ) -+ cos (e + 24)] de
(5.7) | ‘. o “
(05 0y f)’) f F(o, 0y, ) [senh(oc——%) + senhfe 4+ 24)]dec . -
Ne segue
a0, 0, B) = 2 cos 2h-m(o, 7, f§)
(5.8) :

b.(0, o, B) = 2 cos 2hA -bu(o, 0, B) -



242 M. TANZI CATTABIANCHI [10]
Le due funzioni
Fo, 0y o + 22, ) + Flo, 0, . — 22, ), 2 cos 24-F(o, 0, a, ),
coincidono se e solo se ha-nnoz'gli stessi coefficienti di Fourier; quindi

(c0s 2hA — cos 24) -a,(9, 0, B) = 0 (h=0,1,2,..)
(5.9)
(cos 2hA — c0s 22) b0, 0, B) = 0 (h=1,2,..),

per ogni g, 0, f, A, k. Per h = 0 risulta a,(o, 0,8) = 0; per h = 1 si vede che
a:(g, 0, B) e bi(g, 0, f) sono arbitrari; per h>1 & a,(g, o, B) = by(p, 0, 8) = 0.
Se ne conclude che tutte e sole le soluzioni dell’equazione (5.4) sono date da

(5.10) F(o, 0, o, f) = ay(p, o, B)-cos a 4- bi(o, 0, B)-sena,

con a, e b, funzioni arbitrarie di g, o, S.
Per le (4.1) e (4.2) & F(g, 0,0, ) = Z(p, 0, 0, @) e la (5.10) diventa

(6.11)  Z(g, 0, 0, p) = as(g, 0, 0 — p)-cos (0 + @) + by(0, 7, 0 — @) sen (6 + ¢),

che & la soluzione generale dell’equazione (5.3).
Pertanto, per quanto visto ai nn. 3 e 4 si pud concludere che

Teorema 7. Tutte ¢ sole le soluzioni dell’equazione (2.8), considerata come
identitd in A, hanno la forma

(5.12) 2@, &) = L{w, &) (2,&, — 2285) + by, &) (@,&, -+ z,&,),

dove 1,(z, &) € l(w, &) sono arbitrarie funzions isotrope definite in A X A.
Ritornando alla matrice K(z, ) data dalla (2.10), i risultati ottenuti de-
terminano le funzioni r(w, &) e s(x, &) come funzioni del tipo (5.12); le funzioni
p(z, &) e q(», &) sono arbitrarie funzioni isotrope in quanto verificano le (2.5)
per ogni yeR.
B cosi risolto il problema della caratterizzazione delle matrici K (z, £) come
nuclei di operatori integrali L invarianti rispetto al gruppo R.

6. - Alcune osservazioni.

Consideriamo il gruppo G, generato dalle matrici ortogonali y,, e o,, date
rispettivamente da (1.3) e (1.4).
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I domini regolari 4 di #* mutati in sé dal gruppo G, sono quelli invarianti
rispetto alla rotazione di centro origine e ampiezza 2z/m e dalla simmetria
rispetto all’asse #,: fra questi rientrano, in particolare, i poligoni regolari P,
di m lati di ecentro Porigine e simmetrici rispetto all’asse ;.

Sia dunque 4 un aperto la cui chiusura 4 & un dominio mutato in sé dal
gruppo Gy, .

La condizione di invarianza dell’operatore integrale L, definito dalla (1.1),
rispetto al gruppo G, si esprime per mezzo delle due seguenti relazioni ma-
triciali

al:’mK(ymw; '}/mf)ym = K(.’.U, E)
6.1)
0. K(0,0, 0:8)0, = K(z, §)

in AxA.

La prima delle (6.1) & stata gid studiata al n. 4; occorre studiare ora le
condizioni su K(z, £) derivanti dalla seconda delle (6.1). Si consideri la ma-
trice K(z, £) scritta nella forma (2.10). La seconda condizione matriciale (6.1)
porta alle condizioni su p, ¢

(6.2) ploww, 0:8) = p(&, §), glo®, 0:8) = — q(, &,

che, unite alle condizioni su p, ¢ derivanti dalla prima delle condizioni (6.1),
esprimono che

La funzione p(x, &) & invariante rispetto al gruppo G, e la funzione q(, £)
& seminvariante rispetto allo stesso gruppo.

Per quanto riguarda invece le funzioni 7, s, risulta, in base alla prima delle
condizioni (6.1),

r(@, &) = filw, &) - (#:&, — &) 4 fulw, &) (@62 + @,&1)
(6.3)

s(z, &) = gu(@, §) - (2.8, — @:8,) + ga(®, &) (@16 1)

con fi, fs, 61, g. funzioni invarianti rispetto al gruppo &, e con f,(z,§) =
= g,(w, £y =0 se m = 4. Poiché la seconda delle condizioni (6.1) porta im-
mediatamente a

(6.4) (0@, 0:6) = — 1@, £),  s(01, 0:8) = (2, ) ,

si conclude che le condizioni (6.1) esprimono che

Le funzioni r(z, &) e s(z, £) sono del tipo (6.3), con fi(z, &) e gu(x, &) invarianti
rispetio al gruppo G, e fo(w, &) e g.(x, &) seminvarianti rispetio allo stesso gruppo.
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Consideriamo ora il gruppo @ di tutte le matrici ortogonali 2 % 2 (isomorfo
al gruppo delle congruenze di %2 in sé che lasciano fissa Porigine). -

I soli dominii, chiusura di aperti limitati e connessi di #2, mutati in sé da
tale gruppo @ sono i cerchi e le corone circolari di centro Porigine.

Sia dunque 4 un aperto tale che sia A un cerchio o una corona. circolare
di centro I'origine. Nel gruppo @ vi sono due sistemi infiniti di matrici deseritti,
al variare di-Z, da y, I'uno e da o, altro, essendo '

__[eos i - %n A _ [—cos A : sen A '
(6.6) 727 sen 2 cos 2}’ o= seni cosij’

Poiché tutte le o si ottengono moltiplicando righe per colonne una di
esse, ad esempio la matrice ¢, data dalla (1.4), per tutte le matrici del tipo ya,
per il nucleo K(x, £) di un operatore integrale L invariante rispetto al grupoo @
si trovano le seguenti condizioni matriciali
| DK, )y =K@, &)  (Ae)

(6.7)
o, K (012, 6,8)0, = K(z, &),

la prima relazione r&pﬁresentando, al variare di 2, infinite condizioni matriciali:
una per ogni matrice del tipo y;. : S

Per quanto visto al n. 5, i nuclei K(z, £) invarianti rispetto al gruppo R
hanno la forma (2.10), con p(z, &), ¢(x, &), 7(x,§), s(x, &) funzioni definite e
continue in 4 x 4, essendo p(w, &) e g(w, &) funzioni isotrope, e r(w, &) e s.(a;,_’g‘)
date da ’ . o . , , .
(@, &) = hy(@, E)( @& — 3,8} + ha(m, &)@, &, + ®:87)
(6.8)

S‘(SU, &) = Lz, 5)(%51“ @& - b(w, EYw &y 4 3,8y)

con hy, ks, 1y, I, funzioni isotrope in 4 x4. ;
Dalla seconda relazione matriciale (6.7) si ottengono ulteriori condizioni
sulle funzioni h,(x, &), hy(x, &), L{z, &), Lz, &), p(@, &), gz, &), e precisamente:
Le funzioni hy(x, &), Lz, §), plw, &) risullano isotrope e simmetriche (cioé
invarianti rispetlo ad 0) in A XA, mentre le funzioni Rz, &), Lz, &), qlz, &)
risultano (isotrope e) seminvarianti rispetto ad 0 in A X A.
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Summary.

A characterization is given for the 2X 2 matrices, representing kernels of Fredholm
integral operators, invariant wilh respect to either the group of plane rotalions about the
origin or some of ils finite cyelical subgroups.
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