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CELESTINA FERRERO CoTTI (%)

Su una classe di anelli coeritici. (*%)

Intreduzione.

La classe pitt ovvia di anelli cocritici (cfr. [3]) & costituita dagli anelli che
non sono zero-anelli ma tutti i cui sottoanelli lo sono: li chiameremo breve-
mente PZ8-anelli.

I presente lavoro ¢ dedicato alla classificazione e allo studio di tali anelli.
Quelli che non possono essere generati (come anelli) da un solo elemento, sono
caratterizzati dal nostro Teorema 2; tale teorema, insieme col relativo proce-
dimento dimostrativo, permette di costruire immediatamente tutti gli anelli in
questione mediante generatori e relazioni.

Pitt minuto ¢ lo studio dei PZS-anelli che possono essere generati da un
solo elemento: nel caso nilpotente, la quarta potenza di un tale anello & nulla
e gl anelli in questione vengono ancora classificati e costruiti completamente
nello spirito di [§] (Teoremi 4, 5).

Una caratterizzazione dei PZS-anelli non nilpotenti con un generatore ©
fornita dal Teorema 7: una loro classificazione pitt minuta che permetta la
costruzione con generatori e relazioni & conseguenza immediata del Corollario 1.

1. - Generalita.
1. — Ricordiamo anzitutto che abbiamo chiamato coeritico (in [3]) un anello

che possieda sottoanelli proprii ma che non appartenga alla varieta (*) da essi
generata.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, 43100 Parma, Ifalia.
(**) Lavoro esegnito nell’ambito del G.N.8.A.G.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 3-ITI-1977.
(1) Cfr. per la definizione [3] e per analogia [7].
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204 C. FERRERO COTTI [2]

Osservazione 1. Un anello A, non zero-anello, tutti i cui sotioanelli
sono zero-anelli, & cocritico.

La dimostrazione ¢ immediata tosto che si ricordino le definizioni.

Per rendere pitt compatti gli enuneciati successivi cominciamo con la

Definizione A. Un ancllo A sara detto ZS-anello se tutti i suoi sotto-
anelli sono zero-anelli. Sard detto ZS-anello proprio (o brevemente PZS-anello)
se ¢ un ZS-anello ma non & uno zero-anello.

Ovviamente gli ZS-anelli costituiscono un omomorfo (2); Iinteresse dei
PZS-anelli & anche legato alla vaga analogia (3) dei nostri risultati col teo-
rems di Schmidt-Twasawa (%).

Definizione B. Un anello A sard detto n-generato se ammette un sistema
di generatori formato da n elementi; sard detto propriamente n-generato (o bre-
vemente Pn-generato) se ¢ m-generato ma non (n — 1)-generato.

Possiamo ora enunciare il

Teorema 1. Un PZS-anello A non pud essere Pn-generato per 3-<n.

Supponiamo che 4 sia uno ZS-anello Pr-generato, con 3<n, e sia {a:}ic,
un suo sistema di generatori. Ogni insieme della forma {a;, a;} (i, j € I) genera
allora un sottoanello proprio S di A (perché A non & 2-generato) ed § ¢ un
zero-anello (perché 4 & un ZS-anello). Ne segue che ’

2 .2 — - I
a;=ai =a,a;,= a,a;,= 0, Vi,jel.

Pertanto 4 ¢ un zero-anello e dunque non un PZS-anello, contro Pipotesi.

2. - Classificazione dei PZS-anelli P2-generati.

2. — Sulla base del Teorema 1 la classificazione dei PZS-anelli pud essere
svolta completamente trattando i PZS-anelli P2-generati e, a parte, quelli
1-generati. I PZS-anelli P2-generati saranno studiati usando ripetutamente
semplici fatti che qui enunciamo esplicitamente (5).

(*) Nel senso che ogni immagine omomorfa di uno ZS-anello & uno ZS-anello.
Cfr. ad es. [6].

(®) Dovuta al fatto che gli zero-anelli sono anelli nilpotenti e come tali parzial-
mente analoghi ai gruppi nilpotenti. Cfr. per es. [5].

(1) Cfr. ad es. [1].

*) Anche se pil tardi, per brevita, potremo utilizzarli senza fare esplicito richiamo
agli ‘enunciati qui presentati.
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Lemma 1. Un PZS-anello A che sia P2-generato ¢ anticommaulativo (°),
ed il quadrato di ogni suo elemento ¢ nullo (7). Se inoltre M = {a, b} & un
sistema di generatori di A, allora il prodotto di tre qualunque clementi di M ¢
sempre nullo.

Ogni elemento @ che appartenga ad A genera infatti un sottoanello pro-
prio X di 4 (perché A ¢ P2-generato), dunque uno zero-anello. Ne segue che
22 = 0. Di qui segue (cfr. [9]) che 4 & anticommutativo. Poiche allora a*==
—=p>=0 ed ab = — ba & immediato verificare che il prodotto di n elementi
di M ¢ nullo, tosto che 3<<n.

Ricordiamo ora che dato un anello A4 si usa indicare con A» il sottoanello
generato dagli elementi che sono prodotto di n elementi di 4.

Lemma 2. Sia A un PZS-anello P2-generato. L'insieme M = {a, b},
(a, be A), ¢ un sistema di gencratori di A se e solo se ab 0. In tali condi-
zioni {a, b, ab} genera il gruppo additivo AY di A, ab genera il gruppo additivo
di A2 ed A*=0.

Se M & un sistema (i generatori di A, abs= 0 altrimenti 4 sarebbe uno
zero-anello.

Sia viceversa abs£ 0. Allora M genera A, altrimenti genererebbe un sotto-
anello proprio di A non zero-anello. In tali condizioni {a, b, ab} genera il
gruppo A* perche il prodotto di tre elementi di M ¢ sempre nullo (Lemma 1).

Se infine © = & + otb + ogab, y = & a + &b + &ab sono elementi di A,
il prodotto ay = (0, &— @) eb ¢ un multiplo intero di ab, onde ab genera A=
Tnoltre (Lemma 1), il prodotto di tre elementi qualunque di 4 ¢ nullo e dunque
Ad=0.

3. — Visti i risultati precedenti e per brevitd indicheremo semplicemente
con A un PZS-anello P2-generato e con M un suo sistema {a, b} di generatori.

‘ Lemma 3. Lordine di A2 ¢ un numero primo p.
Poicht M = {a, b} & un sistema di generatori di 4, allora esiste certamente
un naturale gs¢1 tale che qabs= 0 (Lemma 2); M,= {ga, b} & dunque un
sistema di generatori di 4. Per opportuni interi «; ¢ allora

(1) @ = o, qa -+ b -+ ogqab .

Moltiplicando ambo i membri della (1) per b, si ha ab = a,qab, da cul

(2) (e3g— 1)ab = 0.
(*) Nel senso che in esso & zy = —ya, Va, ye 4. Civ. per es. [2].
() E ciod uno «zero-square ring» nel senso di [9].
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Ora ag— 1 ¢ diverso da zero (perché ¢s¢1). Possiamo concludere che
‘la caratteristica m di ab divide a«g— 1.

Sia ora g, 1 un divisore primo di m. Se g,5¢m, ¢ ancora qab=%0 e
dungue valgono le (1), (2) con ¢ = g,. Ne segue, come sopra, che o, q,— 1
deve essere multiplo di m e dunque di ¢,, da cui ¢,= 1; percido m deve essere
primo. Poiché ab genera A® (Lemma 2), il lemma ¢ dimostrato.

Concludiamo con il

Teorema 2. Sia B un PZS-anello P2-generato, ellora esiste in B un
sistema di generatori {a, b}, un numero primo p, due numeri naturali v, s ¢ due
interi relativi Iy, k, tali che valga una delle seguenii condizioni:

(1) R ={a) D<b)pra=pb=0,0>=b2=0 ed ab=— ba= kya-+ kb
¢ un elemento di caratteristica p di R inoltre uno almeno dei naturali v o s ¢
diverso da uno e by =k, =0 (mod p) ma k20 o k% 0;

(2) R =<{a) @<b) ®<aby; pra=p'b=pab=0, a*=b2=0,
ab = — ba (8).

Viceversa gli anelli soddisfacenti alle condizioni 1 o 2 sono tutti PZS-anelli
P2-generati.

Sia I un PZS-anello P2-generato ed M = {a, b} un suo sistema di gene-
ratori. Allora R* ¢ generato da {a, b, ab} (Lemma 2) con pab == 0 (Lemma 3)
e con a*=10*=10 ed ab=— ba (Lemma 1).

Si possono allora presentare due casi:

(1) Esistono interi hy, ks, hy tali che ke -+ hyb 4 hyadb =0 con hy =0
(mod p). Allora, detto A, un intero (sicuramente esistente) tale che J, hy =1
(mod p), si ha: ab = — hyhya — hyhob = kya -+ kyb, ove k= k, = 0 (mod p) per
le osservazioni precedenti, ma non entrambi nulli.

Ne segue che M = {a, b} genera anche il gruppo additivo BT di R che
risulta di conseguenza somma diretta di due gruppi ciclici; possiamo ancora
indieare con a, b i generatori di questi due gruppi. Se uno dei due elementi
a, b (per es. ¢) ha ordine infinito od ordine finito nen potenza di p, si pud tro-
vare un numero primo ¢ (si ricordi anche che pab = 0) tale che ga non generi
tutto {a)>. Consideriamo (a, b>[{qa, b>: poiché questo quoziente ha ordine ¢
primo con p ed ab ha periodo p, allora deve essere abe {qu, b>. Ne segue
che l'anelio generato da ga e b coincide col gruppo additivo generato da qa

(8) Indicheremo qui e nel seguito eon {(ay, ..., z, il gruppo additivo generato dagli
elementi a,, ..., x, di BT,
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e b e quindi non coincide con R; pertanto deve essere uno zero-anello; ma
gab == 0, onde esso non & un zero-anello. Cid significa che « e b hanno periodo
potenza di p. Se pa = pb == 0, allora ab = 0 contro il supposto. Siamo nel

caso 1.

(2) Non esistono dipendenze lineari di cui in 1. Allora RY & somma
diretta del gruppo additivo H generato da a e b e del gruppo additivo K gene-
rato da ab. Possiamo scegliere @, b in modo che H sia somma diretta di {a)
e <b>. In definitiva R* = {a) @ (b> @ {ab)y con pab = 0. Ragionando in modo
molto simile al caso 1, si prova che ¢ e b hanno periodo potenza di p. Siamo
nel caso 2.

Viceversa sia & un anello soddisfacente alle condizioni 1 o 2 dell’'ununciato.
Allora M = {a, b} & un sistema di generatori di B e dunque R & P2-generato
perché non esiste un sistema di generatori di B con un solo elemento. Inoltre
lelemento ab ha caratieristica p ed R non ¢ uno zero-anello.

Dimostriamo che tutti ¢ sottoanelli di R sono zero-anelli.

Supponiamo che R soddisfi alla condizione 2 dell’enunciato. Sia B’ un sot-
toanello di R e siano @ = oy -+ axb - czab, y = & ¢ + &b + &ab due elementi
di RB'. Allora 2y = (o Ge— Gro)ab e R’ N R? ¢ se zy == 0, onb— &o, non ¢ mul-
tiplo di p ed ab € R' (percheé la caratteristica di adb & p). Ne segue che & =2 —
— ozab, =1y — &ab appartengono ad R’ e dunque lo stesso si puod dire per
0l — 6T = (fa— Gitts) b ed GT — ool = (o Ga— Ty 0ts) @ Poich¢ a, b hanno
caratteristica potenza di p, se ne deduce che gli elementi «, b appartengono
ad R ed R'= R. Se R soddisfa alla condizione 1 dell’enunciato si ragiona
allo stesso modo. Questo basta a completare la dimostrazione.

3. - Classificazione dei PZS-anelli Pl-generati tali che 4! = 0.

4. — In questo capitolo e nel seguente A indichera un PZS-anello 1-gene-
rato ed ¢ sard um suo gencratore.
Cominciamo dal easo in eui 4= 0, reso interessante dal

Teorema 3. Hsiste un generatore di A una cui polenza genera un sotto-
anello proprio di A se ¢ solo se A*= 0.

Cominciamo & supporre che A possieda un generatore a una cui potenza
generi un sottoanello proprio di 4; sia e+ quella con esponente minore. Ovvia-
mente (a**1)2=0.

Supponiamo, per assurdo, che sia 2<n e osserviamo che in tale caso a®**=0,
perche 2n + 2<3n. Ne segue che {a”, a®*} genera AT perché a" genera A.
Risulta allora

(3) 4= 06" + e .
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Moltiplicando la (3) per a®" otteniamo a**t! = g, a*" + aza'™ e percio a1 = 0;
moltiplicando ancora la (3) per ™" troviamo ora "= 0. Risulta dunque
addivitbura a®**= 0 perche n -+ 2<2n. Elevando al quadrato ambo i membri
della (3) e ricordando che a* = 0, si ottiene a®= 0, il che & assurdo perché
allora A sarebbe uno zero-anello.

Ne segue che n =1 e che pertanto a*= 0, da cui 4*=0.

L’inverso ¢ ovvio.

Osservazione 2. Tutte le potenze proprie di elementi di A generano
zero-anelli se e solo se A*=0.

Osserviamo anche che se 4*= 0, allora {a, a2, a%} genera A*; questo fatto
sara spesso utilizzato senza esplicito richiamo.

N

5. — Cominciamo ora a studiarve gli anelli cui ¢ intitolato il capitolo.
Lemma 4. Se A*=0, la caratteristica (°) di A non é nulla.

Sia ga (g7 1) un generatore di 4 (*°). Ovviamente {ga, ¢*a?, ¢*a® genera i
gruppo additivo AT di 4.
Potremo scrivere a = oy qa + a,q*a* 4+ c;q%a® e ciot

(4) (erg— Lya 4+ oaq?a® + 3¢ a® = 0.

Moltiplicando ambo i membri della (4) per a2 risulta (o;q— 1) a® = 0.

Moltiplicando ora i membri della (4) per (oy¢— 1)¢ e ricordando quanto
sopra ottenuto si ha che (x,¢~— 1)?a*= 0. Moltiplicando ancora per (o;q¢— 1)*
¢ tenendo presente le precedenti si ha che (o;¢— 1)%a = 0. Ne segue che a ha
caratteristica non nulla e ¢id dimostra enunciato.

Lemma 5. Se A*=20, allora A® ha caratteristica p o p* (p primo).

Supponiamo a®z= 0. Sia v la caratteristica (finita per il Lemma 4) di a.
Sia p 7 1 un divisore primo di » e sia B P’anello generato da pa. Se fosse
B = A, allora {pa, pa®, p*a®} genererebbe A* e dunque potremmo scrivere
a = o, pa + o, pa® 4 oyp?a®. Moltiplicando per a? si ottiene (g, p— L)a*=10 e
percio a,p — 1 deve essere multiplo di » e dunque di p e questo & possibile solo
se p = 1. Questo ¢ assurdo, dunque B¢ 4 e p2a®= p2a®= 0. Poiché il pro-
dotto di due elementi qualunque di 4 & combinazione lineare a coefficienti
in Z di a?, a® si deduce subito enunciato.

(°) Per la caratteristica di un anello seguiamo ad esempio [5].
(*) Deve esistere, altrimenti per ogni intero g+ 1, sarebbe ¢*a’= 0, onde a?= 0
ed 4 sarebbe uno zero-anello.
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Il caso a®== 0 si tratta in modo del tutto analogo a partire dalla caratte-
ristica di a®

Lemma 6. Se A'=0, la caratteristica di A ¢é potenza di un numero
primo p.

Poiché (Lemma 5) pat= 0, la caratteristica » di a (finita per il Lemma 4)
¢ multiplo di p. Esista per assurdo un divisore primo p, di » diverso da p.
Poniamo n = n;p] (con n, primo con p,). Si nota che pi’a*0 e dunque pja
genera A. Possiamo porre a = oy pia + o pi a®+ o p} @®; moltiplicando per
p*n, e ricordando che p2a?= p%a®= 0, otteniamo n,p%a = 0. Questo & assurdo
perché n,p* non & multiplo di p, e dunque neppure di n.

Lemma 7. Se A'=10 ¢ A3% 0, Pordine di A® é un numero primo p.

Se la caratteristica di A2 ¢ p (primo), anche 4* ha caratteristica p ¢ I'enun-
ciato & verificato. _

Altrimenti (Lemma 5), 42 ha caratteristica p® ¢ dunque p2a*= 0.

Supponiamo pa*==0 ¢ ps=2. Consideriamo Pelemento & = pa +- «>

Si nota che x*= 2pa®s= 0 per le posizioni fatte; pertanto x genera A e si
avrebbe 43= 0, contro il supposto.

Deve pertanto essere pa®= 0 oppure p = 2. Nel primo caso la caratteri-
stica di A% & p, nel secondo caso puod essere 2 oppure 4 (Lemma 5).

Se p=2 & 4a*=4a*= 0 e se, per assurdo, la caratteristica di A* fosse 4
sarebbe anche 2a*#= 03 2a°.

Consideriamo gli elementi # = 2¢ - a?, ¥ = 2a - 2¢*: risulta 2*=y*=0
e @y = yo = 2a°. Consideriamo l'anello 4, generato da =, y. Poich¢ 4, non
¢ un zero-anello, 4,= A4 e {w, ¥y, vy; genera A, Scriviamo ¢ = oy -+ oy -+
+ oy ; ricordando le posizioni iniziali si ha @ = 2(e; 4 o) @ - (o + 2e) @® +
+ 20ya® e quadrando risulta a*= 0, il che & assurdo.

Teorema 4. Sia B un anello l-generato con R3=0. Lanello R & un
PZS-anello se e solo se la caratieristica di R & potenza di un numero primo p €
la caralteristica di R* ¢ p o p*

La parte inversa del teorema & conseguenza immediata dei precedenti
Lemmi 5 e 7.

Per la parte diretta, sian B un anello 1-generato, ¢ un suo generatore e la
caratteristica di R? sia p o p? (allora R non ¢ uno zero-anello); ne segue, poiche
R?=0, che {a, a?} genera R™.

Sis B un sottoanello proprio di R e sia & = «,a + a,a® un elemento di B.
Sia per assurdo x*s 0. Poiché 2?= oya® allora o; ¢ primo con p. Ne segue che
a*e B; Velemento o0 = @ — a a® appartiene dunque a B e percio anche a
appartiene a B e B = R. Pertanto #%=0 e dunque o; (ed ;) ¢ multiplo di p.
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Analogamente se y = &,a + &a*e B, anche & ¢ multiplo di p. Dunque zy =
=@ a* =0 perch¢ oy & ¢ multiplo di p* e per ipotesi p2a®=0; percid B &
uno zero-anello.

-

Teorema 5. Sia B un anello 1-generato con Ri= 0. L’ancllo B & un
PZS-anello con B*5= 0 se ¢ solo se la caratteristica di R & potenza di un PrEmo p,
la caratteristica di R* ¢ p o p* ¢ Uordine di R® ¢ p.

La parte inversa del teorema ¢ conseguenza immediata dei precedenti
Lemmi 5, 6, 7.

Supponiamo che R verifichi le ipotesi dells parte diretta del teorema e
che sia @ un suo generatore. Ovviamente {a, a* a% genera R, {a2, ¢*} genera
A? e a® genera R*; ne segue che R non & un zero-anello. Sia B un sottoanello
proprio di B e sia & = o0 + «,02 4+ oza® un clemento di B. Sia peir assurdo
#*s= 0. Poiche #* = ofa® + 20q0,0%, allora o, ¢ primo con p.

Poiche inoltre a3= ofa®e B, risulta a*e B; e = 22— 2o 0,0 B e anche
a*e B. Infine og0 =2 — 0,a°>—~ cya*c B e o€ B; dunque B = E. Pertanto z*=
=0=ua% e percid o« ¢ multiplo di p. Analogamente se y= & a -+ G,a* -+
+ &a® € B, anche ¢, ¢ multiplo di p. Dunque @y = o, &, a® -+ (00, G - Gyota) a® = 0
perché oyé; ¢ multiplo di p* e o« @ + &o, ¢ multiplo di p; percid B & un
zero-anello.

4. - Sui PZS-apelli 1-generati non nilpotenti.

6. 2 Per il Teorema 3, rimane da studiare il caso dei PZS-anelli 1-gene-
rati, generati da ogni potenza di ogni generatore: sono ovviamente quelli non
nilpotenti.

Teorema 6. Se 4 non ¢ nilpotente, allora A o il suo quoziente rispetio al
radicale di Wedderburn W sono campi primi finits.

Se A ¢ privo di ideali propri allora, essendo commutativo e non essendo
uno zero-anello, & un campo; ¢ anzi un campo primo finito perché il suo gruppo
moltiplicativo nor ha sottogruppi propri e I’enunciato ¢ verificato.

Se invece A possiede almeno un ideale proprio, il radicale di Wedderburn
(cio¢ la somma degli ideali nilpotenti di 4) W di A contiene tutti gli ideali
propri di A. Inoltre W ¢ un ideale proprio di 4 perchd se W = 4, allora ogni
generatore di A sarebbe elemento di W e A4 sarebbe nilpotente.

Inoltre W ¢ I'unico ideale massimale di 4, A/W & privo di ideali ed & un
campo perché A= A. Anzi A/W & un campo primo finito perché se B|W
fosse un sottoanello di A/W sarebbe uno zero-anello e questo & assurdo.
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Teorema 7. Sia B un anello 1-generato non wnilpotente. Allora B ¢ un
PZS-anello se ¢ solo se possiede un ideale J 5 R tale che J*= 0 ¢ R[J sia un
campo di ordine p (p primo).

La parte inversa segue dal Teorema 6 per J =W o J = 0.

Per la parte diretta, sia B un anello che possieda un ideale J ## R, tale
che J*=0 ¢ che R/J sia un campo di ordine p. Chiaramente I non ¢ uno
zero-anello, altrimenti lo savebbe R/J. Inoltre i sottoanelli propri di E sono
contenuti in J (perché R/J non ha sottoanelll propri) e dungue sono zero-
anelli.

Corollario 1. Se A ¢ non nilpoiente ha caralteristica p o p

Sia W il radicale di Wedderburn di 4 ed a generi 4, allora A/W ha ordine
primo p e pla - W) = W. Ne segue pae W e p2a®= 0. Poiché perd a® genera A4,
la caratteristica di A divide p
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Summary.

We get a classification of the non zero-rings whose subrings are all zero-rings.
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