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FrANCESCA ROLANDI ¢ ANNA ZARETTI (%)

Su una disequazione di evoluzione

con termine dissipative discontinuo. (**)

1. — Sia ¥ uno spazio di Hilbert e V' il suo duale. Indichiamo con | || la
norma in V, con | |« la norma in 7' e con <,» la dualita tra V e V'. Sia
inoltre H uno spazio di Hilbert identificato con il suo duale per il prodotto
scalare () e sia || la norma indotta su H dal prodotto scalare (,). Si sup-
pone inoltre che Hi(Q)C H C L) (L2 aperto limitato di R» di frontiera I’
sufficientemente regolare), che V' cH con immersione completamente con-
tinua e che V sia denso in H. Nel seguito, per semplicitd, assumeremo
H = L¥9).

Sia inoltre K un insieme chiuso e convesso di V con 0 e K.
Sia 4 e Z(V, V') un operatore autoaggiunto e tale che

{Av, v>>ealv]® (oe > 0) YveV.

Indichiamo con ¢(y) una funzione monotona non decrescente (e quindi non
necessariamente continua) in un intervallo [a, ] (— coc<a <0< b < 4 o0),
tale che

lim @) = 4 oo se b<<H oo, limen)=—oco se a>—co,

75" n—>at
p(07) <0, @(0%)=0,
(*) Indirvizzo degli Autori: Istibuto di Matematica, Facoltd d’ Ingegneria del Poli-

tecnico, Milano, Italia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.A.F.A. (C.N.R.). — Ricevuto: 14-I1-1977.
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e sia
Dlv'(t)] € [p(w' (1)), oo )] (1) .

Consideriamo il seguente problema

(1.1) f(u”(t) + Au(t) + Pu' ()] — f(t), v(t) — w'(t)> dt>0,
Yo(t)e L*0, T; V), (1) e K q.0., con f(t)e L0, T; V') ;
(1.2) w(0) = U, , w'(0) = uy .
8 dira che u(t) é soluzione del problema (1.1), (1.2), relativa al convesso K se

(1.3)  wt), w' () e L0, T; V), w'(t)eK q.o., u'(t) e L°(0, T; L¥2) ).

Vale il seguente teorema di esistenza e unicitd per la soluzione definita
precedentemente.

Teorema. Se uoeV, Auye L¥(Q), e K, f(t), f'(t) € L*(0, T'; L)), ¢(u) €
€ L¥2) (a<<u,<b) (?) esiste una ed una sola soluzione del problema (1.1), (1.2).

Nel n. 2 si mostrerd l’esistenza della soluzione del problema (1.1), (1.2) in
ipotesi restrittive su ¢(5). Nel n. 3 si tratterd il caso generale e si dimostrera
Punicita di tale soluzione. Nel n. 4 si considererd il caso in cui 4 =—4,
V = Hy(£2) e si mostrerd come, nelle stesse ipotesi del teorema di esistenza
e unicita, si possa ottenere un risultato di regolaritd. Infine nel n. 5 si daranno
alcune applicazioni del teorema dimostrato precedentemente.

2. — Cominciamo a dimostrare il teorema di esistenza supponendo che g()
sia una funzione continua e limitata in R* insieme a ¢'(n) con ¢'(n)>0.

() Qui e nel seguito si & posto:

w(t) = {w(z, t), ve 2}, w'(t) = {aw(w, ?) } )

a5t , T E L

0 ge n=0,
(*) Si & posto: @(n) = < () se 0<n<b,
@(nt) ge a<<n<<O.
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Consideriamo la disequazione

(23) f e+ Aut) + p(w (1) = 1), o) — W > >0,

Yo(t) e L0, T'; V), »(f)e K q.o0.,
con le condizioni (1.2).

Indichiamo con B(u) = J(u— P,u) (*) un operatore di penalizzazione rela-
tivo a K e consideriamo I’equazione penalizzata associata alla disequazione (2.1)

(2.2) lt) + Audlt) + p(ul(0) + = Blul(®) = 1)

con le condizioni iniziali: ue(0) = u,, u;(()) = U.

fa
Sia {g,} una base dello spazio V; posto (1) = > «,,(t)g;, consideriamo

Fe1
il sistema approssimato dedotto dalla (2.2)
. 1 /
(2.3) QUnelt) - Atac(t) + ¢ (1)) + 2 (ue()) — F(2); 95> =0
con Uy, (0) = Ugny, Ue(0) = U, tali che
lim Ugne = Uy , Hm sy = 44, Uy € K lim Aug,s = A, -
n—ro v n->c v 2> L)

11 sistema (2.3) ha, come ovvio, una ed una sola soluzione in [0, 7], v< T,
soddisfacente le condizioni iniziali.

Per ottenere le maggiorazioni a priori sulle u,(t), moltiplichiamo le (2.3)
per oc:.,w(t) e sommiamo. Si ottiene

| A

([ne®) |2+ <Atna(t), we(®)) + <p(unel®)) + %/3 (tha (1)) UneD)>=CF(E), Uagl8) -

[
2

i

Integrando tra 0 e t si ottiene (ricordando la monotonia di ¢ e di p)

| ttae(®)] + o] une(t) |2 <2 oft 11O | otael®) | A8+ o] ® -+ | Ao | [%o] -

(3) Si ricorda che con J si indica 'operatore di duality tra ¥V e V' e con P, Yope-
ratore di proiezione da V in K.
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Da cui segue

|u..(t)| <cost. - (indipendente da n, & @)
(2.4)
Ja,,(8)]| < cost . {(indipendente da =, ¢, @) .
Inoltre
. t
(2.5) J LB (une(®),y ., ()> dt<e cost. (indipendente da n, s, @) .

]

Deriviamo ora la (2.3) rispetto a ¢, moltiplichiamo per « () e sommiamo.
Si ottiene

(2:6)  Cumft) + Au(®) + (p(uin®))' + - (Buia®)) — 10, ) = 0.

Osserviamo ora che
{PUe(D))y o> = @' (Upe(1)) 101, (B), e (1) >0, (B(Une8))'s Ug(£)>>0,

poiché § & lipschitziano essendo V uno spazio di Hilbert.
Dalla (2.6), integrando tra 0 e #, si ottiene

(2.7) Jun®)]® + afun®[2<2 [ 1F @] [wn0) | At + [0 (0) |2+ [Aus ] Joue] -

0

Osserviamo ora che ponendo ¢ = 0 nella (2.3) si ottiene
n ' ' 1 ,
Une(0) + A%,6(0) ++ @ (uss(0)) + B (14(0)) = £(0) ,

da cui (essendo u,,(0) € K)
(2.8) |90(0) | < [ A1, (0) [ + | @(1,4(0)) | + [£(0) |

< [duo| + [plw) [+ M, |t — w4, (0)] .
Infatti (ricordando che ¢'(y)<M,< -+ oo) risulta

g [P(1,,(0)) — pluy)]* AR < M?,,Qf [14e(0) — %,]2 AL .
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‘Sostituendo la (2.8) nella (2.7) si ha

i

(2.9) [l (1) | < Gy + Col |p(ua) | 4 B, fuy— ,,(0)])
(C, e C, costanti indipendenti da =, ¢, ¢),
(2.10) lu,,.(t) | < cost. (indipendente da n e da ¢ ma non da ¢).

Dalla seconda delle (2.4) e dalla (2.10) segue che le funzioni ,(¢) sono
V-equicontinue. Poiché I'immersione di V in L*(£2) é completamente continua,
per il teorema di Ascoli-Arzeld possiamo allora ammettere che sia

lim u,,(t) = u.(t) uniformemente in [0, 7'7.
n-> o ()

Analogamente, dalla (2.10) e (2.9) si pud dedurre che

(2.11) Him () = w.(t) uniformemente in [0, T

n—>© pAIE0)]

e quindi, per il teorcma di Fischer-Riesz, e per la (2.11) possiamo supporre
che risunlti

[

(2.12) lim w, (f) = ue(t) q.0. in @ =[0, T1x Q.

n—rox

Inoltre per le (2.4), (2.9), (2.10) si puod concludere che sia

Hm*au, (t) = wu(f), lim* wp (t) = wu(t),
(2.13) n—>o L0,7;7) n—ro 30,7 L4Q))
o Lm* Aw,(t) = Aut), lim* Bu,(t)) = ().
n—>% L0, 1;7) fi-ro0 1¥0,7;7")

Inoltre per la (2.12) e poiché ¢(n) & continua e limitata in L*Q), si pud ammet-
tere che sia

(2.14) Hm* gun®) = @(u) .

n—>0 220, 7;1%(2))

Sfruttando la monotonia e Pemicontinuita di f si pud affermare che (cfr. [2])

(1) = Bluc®)) -

Possiamo ora passare al limite nella (2.3); & cosi dimostrata Vesistenza
di una soluzione della (2.2).
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Osserviamo ora che, poiché le stime a priori ottenute sono indipendenti
anche da g, si pud ammettere che sia:

Im*w/(t) = «'(t), lim*wl(t) = «/'(t), lm*Aut) = Au(t),
(2' 15) &—>0 ¥ @) £~>0 0, 7;v) >0 L*o,7:v')

lir{’l uL(t) = u'(t) g.o. in @, Lim* ¢ (wg(t)) -(:) p(uw' @) .

£—> Ep A

Occorre ora far vedere che /(1) € K. A tale scopo si osserva che dalla (2.2)
si ha

Blw(0) = e{f) — w(0) — Au(t) — (u,())} 530 in L¥0, T; V')

Di conseguenza, per la monotonia di § e la (2.5), risulta (cfr. [2]): Blw' (1) =
=0=u(f)ye K q.0. ‘

Rimane da mostrare che () soddisfa la (2.1).

Moltiplichiamo la (2.2) per v(t) — u,(2) (v(t) € Lx0, T; V), o(t) e K q.0.).
Tenendo conto che

B(w(1)), 0(0) — (1)) = <Bluy(t)) — B(o(1), v(t) — u.(1)> <0,
si ottiene, integrando tra 0 ¢ T,

'y

J <) + Awet) + p (o) — 12), 0(t) — i)y W0,

da cul

@16 T+ ) + p(lo), o) ai— J i, v — i) as

1 Teqny e 1 1 £ 1A% 1 2 1 r ’ 1 :
> 5 (w4 5 (Aue(T), we(L)y — - |y |2 — 5 (A, ugy -+ [ {p(u(t)), w () dc.
o = ~ ~ ] o
Osserviamo che

lim int (é [ul(T)]2 + %(Aug(T), ue(T)> — é [ 2— ; CAuy, 1) +

&0

+ [ p(ul), w0 dt) >

1

> 5 WD § AU, WD) — 2= § ey ) + [ <p(a/(9), w0y
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¢ dunque dalla (2.16) segue che

jT<u”(t) + Au(t) 4+ ¢(u' ), o)) dt »~f<f(t), o(t) — u'(1)> di >

r

> [ Cu(t) + Auft) + p(w'(), w'(©) dt,

0

cioé Ia (2.1). Poiche u(?) soddisfa ovviamente le (1.2), (1.3), il problema (2.1),
(1.2) ha una soluzione.

3. — In questo paragrafo mostreremo come, sfruttando i risultati ottenuti
nei paragraft precedenti, si possa dimostrare I’esistenza della soluzione del pro-
blema (1.1), (1.2) considerato al n. 1. Dimostreremo inoltre Punicita di tale
soluzione.

Per quanto riguarda Pesistenza, ci limiteremo a dare una traccia della dimo-
strazione in guanto essa si ottiene modificando opportunamente il procedi-
mento usato da Amerio e Prouse in un loro lavoro (cfr. [1]).

Si costruisce innanzitutto un’opportuna successione {(pn(n)} di funzioni non
decrescenti, continue e limitate insieme alle loro derivate e si considera il
problema

G1) [t + Aunld) + puunlt) — 1), o0) — (0> a0

Yo(t)e L0, T; V), »(t)e K q.o.,
(3.2) U, (0) = 14y wn(0) = u, .

La soluzione del problema (3.1), (3.2) esiste per quanto dimostrato al n. 2.

Sfruttando le maggiorazioni (*) (2.4), (2.9), (2.10) si dimostra infine che
la suceessione {un(t)} converge alla soluzione del problema (1.1), (1.2).

Dimostriamo ora l'unicitd. Siano w,(f) e u,(f) due eventuali soluzioni del
problema (1.1), (1.2). Risulta

(3:3) [t + Aud) + BB — ), vlt)— wl(B)) dt>0 (i=1,2).

(%) 8i osservi che la successione {p,(n)} & costruita in modo tale che risulti

I‘Pn(uﬂ [ < ‘ P(uy) [ .

Questo implica che le maggiorazioni (2,9), (2.10) non dipendono da ¢, (n).



184 F. ROLANDI ¢ A. ZARETTI [8]

Poniamo
o(t) = u;(t) per 0<t<s, (i) =0 per s<<i<T,
v(t) = u;(t) per 0<i<s, () =0 per s<t<T,

rispettivamente nella prima e nella seconda delle (3.3) e w(t) = u,(f) — uy(t).
Si ottiene

0< JCw(t) + Aw(t) + Plul(t)] — Plul(t)], — w'(t)) dt

o

s d
< of {* %gt (20" @)} + <Aw(?), w(t)>) — {Pluy (1)] — Plus(1)], ui(t)—ué(t»} d

< -

5 10(6)]* = 5 <us), w(s)> — [ <BLq(0]— PLuie)], wi(t)— (0 .

Da cul segue: |w'(s)]2+ (Aw(s), w(s)><0, ¥Yse [0, T] e quindi w =0.
Il teorema di esistenza e unicitd & cosi completamente dimostrato.

4. — Consideriamo ora un esempio per cui valgono i risultati enunciati
nel paragrafi precedenti. Precisamente poniamo (con le notazioni del n. 1)

V=HYDQ), A =— A: B{Q) ~HYQ) .

Osserviamo che il problema (1.1), (1.2) traduce, in questo caso, il moto tra-
sversale di una membrana vibrante fissata al bordo, sottoposta all’azione di
ung forza esterna e di una resistenza funzione crescente della velocita, sog-
getta inoltre ad un vincolo. B ovvio che il tipo di vincolo dipenderd dalla de-
finizione del convesso K. Ad esempio se

E = {v(z) |v e Hy(Q), |v@)|<M q.0. in O}
si impone alla velocita della membrana di non superare un valore prefissato M.

Come ¢ ovvio, sono soddisfatte, per questo esempio, tutte le ipotesi del
teorema di esistenza ed unicitd. Esiste percid una e una sola w«(f) tale che

1) [ ) — duft) + O] — 1), o)) — w' () A0

Vo(t) e L2(0, T'5; HY(RQ)) , v(¢)e K q.o0.,
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(4.2) w{0) = u, , #'(0) = u, ,
(4.3) u(t), w'(t) e I®(0, T'; Hy(Q)), v/t e K q.o0., w'(t) e L*(0, T'; L¥(Q)) .

Dimostriamo ora che le stesse ipotesi garantiscono in questo caso una mag-
giore regolaritd per la soluzione. Precisamente risulta

(4.4) Au(tye L2(0, T, L(RQ)) .

Per oftenere la (4.4) seguiamo il procedimento usato al n. 2. Consideriamo
pertanto dapprima il caso in cui la funzione ¢(#) sia continua e limitata in R?
ingieme alla sua derivata ¢'(n) con ¢'(n)=>0.

Scelta come base di Hj(2) la suecessione {g,} delle autofunzioni dell’ope-
ratore A e indicati eon A; i corrispondenti autovalori, moltiplichiamo la (2.3)
(ove ad A si sostituisce — A) per — ljoc;ne(t). Sommando e integrando tra 0
e t (0<t<T) si oftiene

(4.5) e 1 + [ Attne(8)]* — e (0) [* — | A2e(0)]* —

2 { (plan) + 7 Blwin), dui(0) @t = —2 | (1), Auie) .
Si oséervi ora che

n

(4.6) — (Bltse), 40100 = 3 < o Bltsu(0), 5 lt)> >0

i=1

per la monotonia di f e poiché B soddisfa ad una condizione di Lipschitz.
Inoltre (osservando che se v € Hy(Q) allora p(v) € Hy(£2))

(4.7) = (plun®), Juelt)) = — [ o (un() }; a%;,:f(w a0

— 17t 3 () agso.
2 i T

i=1 i

Dalla (4.5), tenendo conto delle (4.6) e {4.7), si deduce allora che

lun(t)] < ecost. (indipendente da n, ¢, @),
(4.8)
| Au,e(t) | < cost. (indipendente da n, &, @) .
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Ripetendo i ragionamenti fatti nei nn. 2, 3, la seconda delle (4.8) permette
di conecludere che la soluzione del problema (4.1), (4.2), (4.3) soddisfa anche
1a (4.4).

5. — Diamo ora due altre applicazioni del teorema di esistenza e unicita.

Esempio 1. Poniamo
0 2
V=Hy2), A=-3 — (a,-j«c) a—x_) +ay(@),

COIL

@, @€ L°(82), Q== G5, G0,

SanEb>eSE V&, .y E) R (630).

$,jm] i=1

Anche in questo caso esiste ovviamente una ed una sola soluzione del pro-
blema (1.1), (1.2); non & perd in generale possibile regolarizzare ulteriormente
la soluzione. Solo per particolari scelte del convesso K e del relativo operatore
di penalizzazione si pud ottenere che Au(f) e L(0, T; L3(2)). Ad esempio
(efr. [3]) una scelta possibile & la seguente '

K = {v(@)|ve Hy(Q), |v(@)|<M q.0. in Q},
Bw) =v— P = (v— M)t + (v+ M)y d

Osserviamo inoltre che, nel caso in cui K = Hy(Q), il problema qui consi-
derato si riduce a quello trattato in [1].

Esempio 2. Poniamo
V = HyQ), H=HyQ), A=-— 42

Anche in tale caso si pud applicare il teorema enunciato al n. 1 (ovviamente
identificando H} con il suo duale) e asserire che il problema (1.1), (1.2) am-
mette una ed una sola soluzione. Tale problema, come & noto, traduce ma-
tematicamente lo studio del moto trasversale di una verga fissata agli estre-
mi, vibrante sotto I’azione di una forza esterna e di una resistenza e sottoposta
ad un vincolo dipendente dal convesso K.
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Summary.

We prove an existence and uniqueness theorem of a solulion u(t) for an evolution
inequality with o dissipative term @(u’ (t)) where @(n) is @ monotone non-decreasing
function. Some examples are given and a regularity result is obtained in a special case.
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