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Frurpro CAMMAROTO (¥)

Sull’ eccellenza dell’ anello delle serie ristrette

sopra un anello locale completo

di caratteristica diseguale. (*¥)

Introduzione.

In[7], si dimostra che, se (4,m) ¢ un anello locale completo equicaratte-
ristico, allora 1'anello delle serie ristrette in = variabili (4, m) {Xi, ..., .}
& eccellente.

In [5] tale risultato & esteso ad anelli locali completi di caratteristica dise-
guale, con corpo residuo K infinito ma finito sulla sua potenza p-esima, dove
p = car. (K).

In questo seritto miglioriamo il risultato di[5] togliendo ogni ipotesi sul
corpo residuo K; estendiamo cosi il risultato di[7], ad anelli locali completi
di caratteristica diseguale qualsiasi.

La condizione che il corpo residuo sia infinito permette di basare la dimo-
strazione sulle condizioni jacobiane introdotte e studiate in[4], che non sono
direttamente utilizzabili per corpi residui finiti. In quest’nltimo caso fun-
ziona perd sostanzialmente il metodo usato in[4], che consiste nell’applicare
le condizioni jacobiane dopo aver aggiunto un’indeterminata U, cosi da avere
corpo residuo K (U) infinite.

Oltre a metodi jacobiani, del tipo usato in[4] e in[5], facciamo anche uso
in modo eruciale di un risultato di[7], che permette di ricondurre l’eccellenza
alla sola chiusura del luogo singolare.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico, Universitd, Via C. Battisti, 98100 Messina,
Ttalia.
(**) Lavoro eseguito nell’ambito del G.N.S.A.G.A.(C.N.R.). — Ricevuto: 21-I-1977.
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Ringraziamo il prof. P. Valabrega per gli utili consigli datici per la stesura
del presente lavoro.

1. — Ricordiamo alcune definizioni, proposizioni e notazioni che useremo
nel prosieguo del lavoro.

1) Tutti gli anelli sono commutativi, unitari e noetheriani.

7
2) Sia 4 un anello, p un suo ideale finitamente generato, p = > a, 4
i=1

ed A" il completamento di A per la topologia p-adica. Allora
AT = A[X,, ., L)X —ay, e, X —an)

ove (Xy,..,X,) = (X) ¢ un sistema di indeterminate su A (si veda[2],
23. 1L, cor. 5).

3) Per quanto rignarda i risultati sulle serie ristrette si veda[6]. Qui
riportiamo solo la seguente definizione:

«Sia 4 un anello, m un suo ideale ed (X) = (X,,..., X,) un sistema di
indeterminate su A; allora (4, m){X} = anello delle serie ristrette su A, do-
tato di topologia m-adica, & linsieme delle f= zaﬁm,,n'X{* e Ao di
A[X,,..., X,] tali che per ogni s > 0, tutti i coefficienti &y, ..»,» BPPartengono
ad m?’, eccetto al pitt un numero finito ».

Osserviamo inoltre che (4, m){X} & il completamento di A[X] rispetto ad
una opportuna topologia adica ([6], cor. 1 alla prop. 1).

4) Diciamo che un anello 4 & eccellente se:

E,) A & noetheriano; B,) 4 & J — 2, ciod per ogni B € Spec (4) e per ogni
estensione radicale finita K’ di K(P)= campo delle frazioni di A/, esiste
una A4-algebra finita B tale che A/ C BC K', avente K’ come corpo delle fra-
zioni e tale che Reg (Spec (B)) contenga un insieme aperto non vuoto di
Spec (B); B;) 4 ¢ un G-anello, cioé per ogni 11 € Max (4) le fibre formali di
A, sono geometricamente regolari ([2],, cap. XIII, teor. 7.5); E,) 4 & universal-
mente catenario ([2],, 14.B).

Ricordiamo inoltre che ogni anello locale completo e separato & universal-
mente catenario ([2],, 28. P cor. 1).

Lemma 1. Sia A un anello e sia A una sua estensione finita, sia (T) =
= (T4, ey Th) un sistema di indeterminate sw A; allora A[T] (risp. A[T]) & un
modulo finito su A[T] (risp. A[T]).
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Dimostrazione. Diamo la dimostrazione per le serie di potenze; per
i polinomi & analoga (v. [7];, lemma 1).

Usiamo l'induzione su m e sia D, = A[T] e D,= A[T], supponiamo
che D,,_, sia finito su D,,_, vogliamo provare che D,; & finito su D,,. Osservando
che D,,= D, _,[T.] e Dw= D,_ 1[[T,n]] ¢i possiamo ricondurre al caso m =1
e quindi basta provare che se 4 & un modulo finito su 4, allora A[T] & un
modulo finito su A[77].

Supponiamo che A sia generato su 4 da oy, ..., o, € sia

f=2aiTie£HTﬂ y  a= 2 byoy,

fs=l Je=l

con b ;e Ad; allora si ha
f=.Z (zbia‘ OCi)Ti

= zbm“y (z by ;) I'+..4 (Zrbna“)Tn

j=1 j=1 je=1

= ocl(z b T7) + ocz(z b,oT) B (z b.. T,

=0 =0
cioé fea A[T] + e A[T] + ... + «,A[T] . Si ha quindi Passerto.

Teorema 1. Sia (4, m, K) un ancllo locale completo non contenente corpi,
allora B = (A, m){X,, ..., X.} & eccellente per ognit n>1.

Dimostrazione. I) A non contiene corpi. Sia allora (' un anello dei coef-
ficienti per A4, ciod un DVR con parametro il numero primo p > 0, dove
p = car. (A/m) (v. [3], cap. V, teor. 31.1). Allora 4 =~ O[T}, ..., T,]/p, dove
p = opportuno ideale di C[T4, ..., Tn] (v. [2],, 28. P cor. 2) e quindi

A{XH ceey X} = C[[T}] {X}/p’ ’

dove p’ = p{X} = ideale delle serie ristrette a coefficienti in p (v.[6], teor. 2).
Basta dunque supporre 4 = C[T] e provare Deccellenza di D = C[T]{X}.

1I) Siccome D= C[T]{X} = (C[T][(X], (», T))" (v. [6], cor. alla prop. 1)
risulta

D/(p, TYD = K[X] ==‘Zanello eccellente;

basta quindi provare che D & J —2 ([7];, teor. 4).

12
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IIT) Sia B eSpeec (D); si possono presentare i seguenti casi:

1) PN C#(0) e quindi peP;
2) PN 0 = (0) e quindi p ¢P.

Nel caso 1), D/P ¢& eccellente, perché¢ D/P & immagine omomorfa di
O/pO[T]{X} ([7],, lemma 6; C/pC & un corpo), quindi D/P & J — 2. Nel caso 2),
poiche p ¢ R, risulta car. (D/R) = 0.

Scegliamo M € Max (D) tale che BCIM. Ovviamente p € M (v. [6] pro-
prietd o del teor. 4). Osserviamo inoltre che ([6], § 3, lemma 2):

D|(p, T)D = C[T]{X}/(p, T) C[T]{X}
= (C[T]/(p, T)C[T])[X]= K[X],

ed M = M/(p, T)D & massimale in K[X]. ;
Per la prop. 3 di[7),, esistono un campo K estensione finita di K, ed un

ideale massimale 9t di K[X] tali che

~

i) ME[X]cm, i) M= (X;— ..., X, — a,) K[ X],

ove gli @, sono opportuni elementi di K. )

Usando la prop. 1 di [7],, possiamo rimontare K ad un dominio di Dedekind
eccellente , finito su 0, tale che K = (/p, dove § N € = p(. Naturalmente (
¢ ancora un DVR completo e si pud assumere che abbia parametro p (v. [7],,
dim. della prop. 1).

Per il Lemma 1 possiamo poi affermare che C[T] & finito sopra C[T].

Si ha inoltre: K = O[T]/(p, T)C[T] e quindi M c K[X] si pud sollevare
ideale it di O[T]{X},
W= (D, Try ey Ty Xy — sy oy Xo— @) O[T]{X}  con a,eC[T] .
D = C[T]{X} risulta un D-modulo finito (v. [7],, lemma 7); inoltre
([5], prop. 1) si ha

= (py Try ooy Ty Xo— @y, ooy Xo— @)D

e ovviamente
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Sia ora e Spec () tale che

1y BD Dc@co, 2') & sia minimale su .

Allora risulta:
iYTND="9 (teorema del « going down», [2], 5. A),
ii') &N ¢ = (0) poiche » e D.

Osserviamo che, poiché D/ — DJ& & una inclusione finita la proprieta J — 0
discende ([1], cor. 2.2); quindi possiamo supporre che gia si abbia

M= (p, Tiyeeey Ty Xy — @1y ooy X— ) D,

con gli a,€C[T], D=D e ¢ =C (v.[T], cor. 2.1).
Per completare la dimostrazione basta provare che Reg (D/F) con‘mene un
insieme aperto non vuoto.

A tal fine distinguiamo due casi:
a) I = C/pC sia infinito; b) K = C/pC sia finito.

Caso a) .
Osserviamo 1 seguenti fatbi:
1) Dy, & un anello locale regolare di caratt. zero e dim =1 4 n -+ m;
2) (D)= O[Ty eeey Ty X1 — gy ooy X — a.);
3) 9/0T, e 9/8(X;— a;) = 9/9X; applicano Dy in s¢ per ogni 4.

Quindi Dy, ¢ un anello di tipo analitico su C nel senso della definizione 1.1
di [4]. Per il teorema 1.7 di [4] possiamo scegliere tra le derivate parziali, » de-
rivazioni D,, ..., D, € gy, ..., g, elementi di P tali che

r=hi(P), d=det. (Dg,))¢B.

Poiché D,/BD, & un anello regolare ([2]:, lemma 2.1), Reg (D/¥) contiene un
insieme aperto non vuoto.
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Caso b).

Essendo MM N CO[T] = (p, T)C[T] - (0) ([6], teor. 4), consideriamo una
indeterminata U su D e sia

. 0 = MD[U]eSpec (D[U]) .
Possiamo allora considerare I’anello locale regolare
V= D[Ulg= (C[T]{X}U))g

di anello dei coefficienti I = C[Ulgnepy; infatti il campo residuo K, di V
dato da

K, = VRV = (CITHXU) o/UCITHX) U] g = C/pC(U) = K(U)
coincide con il campo residuo K, di I dato da

KI = I/ (Q N G[ U]) I=0f U]nna[v]/ (Q N C[ U]) 0[ U]nnc[zr]: (O/pC)( U) = K(U),

in quanto si ha: QN O[U] = pC[U].

Infatti, se f =a,+ @, U+ ... 4 a,U" ¢ un elemento di QN C[U], ciod
di MD[U]N C[U], risulta fe (p, (T), (X;— a,)) C[TI{X}[U] e quindi a;epC
per ogni i =0, ...,n.

Ovviamente il campo K,= K, = K(U) & infinito.

Si ha allora:

i) B = BV eSpec (V), i BnI=(0).

Inoltre:

1) V & un anello locale regolare di caratt. zero e dim =1 -+ # - m;
2) & valido il seguente diagramma commutativo

I — -V =D[Ul,
|

4, |

I" V" =I"[T, X]

ove Vo= I [Ty ey Ty Xy— sy oy X — ] 5

3) 0/eT; e 9/o(X;— a;) = 0/0X,; per ogni ¢ applicano V in sé,
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Risulta quindi che ¥ & un anello di tipo analitico su I nel senso della defi-
nizione 1.1 di [4].

Per il teorema 1.7 di[4] possiamo scegliere tra le derivate parziali rispetto
alle T, e alle X;— a;, r derivazioni Dy, ..., D, e fi, ..., fre B =PV tali che
(v. [8], teor. 10.14):

r=ht(P) = r(B) d= det. (Di(f;) ¢B.

Ma B = BV e quindi possiamo supporre f;€B per ogni ¢ = 1, ..., ». Inoltre
le derivazioni D, e Der, (V), per ogni i =1, ..., 7, applicano lanello D in 8¢,
ciot D;(D)C D per ognii = 1, ..., (v. 3 del caso a). Poiché d & un determinante
a clementi in D, risulta D,/8D,-anello regolare ([2],, lemma 2.1) e quindi
Reg (D/PB) contiene un insieme aperto non vuoto.

Osservazione. Nel caso che I'anello locale completo contenga un corpo,
il teorema & stato provato in [7],, prop. 7. Quindi le serie ristrette sopra un

anello locale completo sono sempre eccellenti.
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Summary.

In this paper, using a jacobian method we prove that the vestricted power series over
an arbitrary complete local ring with inequal characteristic are excellent, extending the result
already Tnown for residue field finile over the p-the power (sce [8], cor. 1) and for equal
characteristic (see [7],, prop. 7).
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