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CATERINA CASSISA (%)

Formule di maggiorazione per soluzioni di sistemi
di equazioni differenziali lineari ordinari

del secondo ordine. (**)

Sia a(r) una matrice » Xn ad elementi complessi, tutti definiti nell’inter-
vallo [0, 1] dell’asse delle # ed ivi di classe uno. La matrice a(z) sia non sin-
golare per ogni z appartenente a [0,1].

Sia e(x) una matrice n xn ad elementi complessi definiti e continui in [0, 17.

Nel seguito parlando di funzione si intenderd, salvo avvertimento contrario,
una funzione avente come valori vettori ad » componenti complesse.

Scopo del presente lavoro & uno studio del problema

1) (a(@)w')’ + ve(@) w = f(z), (*)
(2) Fr(u)=b, (h= 1,‘..., 2n) ,

dove f(x) & una funzione di #2(0,1), F, & un funzionale lineare e continuo
definito nello spazio C'[0,1] (%), » & un parametro complesso e b, sono numeri
complessi assegnati.

(*) Indirizzo: Viale dei Colli Portuensi 83, 00151 Roma, Italia.

(**) Ricevuto: 23-X11-1976.

) Se a={ay} (h=1,..,p;k=1,...,¢) & una matrice pxq ad elementi com-
plessi e v un vettore a ¢ componenti complesse, si indicherd con av il vettore di com-
ponenti (a,,v;, ..., a,,v;), con lavvertenza che quando compaiono due indici uguali ¢
ripetuti si intenderd sottintesa una somma.

(%) Si consideri lo spazio 00, 1] e si introduca in esso la norma

llolll = max [v(@)| + max [v'(x) |
fo,1] [0,11

23
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Precisamente ci proponiamo:

I) di tradurre il problema (1)-(2) in equazione integrale vettoriale di
Fredholm;

II) di assegnare condizioni necessarie e condizioni sufficienti perche la
matrice di Green del problema (1)-(2), per » reale (e non autovalore), sia her-
mitiana;

IIX) di ottenere formule di maggiorazione per la soluzione del problema
(1)-(2) sotto le ipotesi che assicurano il sussistere della II).

Le formule di maggiorazione, di cui al punto ITI), saranno utilizzate in un
successivo lavoro per la maggiorazione degli invarianti ortogonali relativi ai
problemi di autovalori connessi con gli operatori impiegati in (1) e (2).

Per quanto concerne la traduzione in equazione integrale del problema
(1)-(2) il metodo qui seguito ¢ sostanzialmente identico a quello illustrato da
Mauro Picone in una Nota Lincea[5],.

Non ci sembra che sia stato mai considerato il problema di cui al punto IT)
almeno nelle ipotesi di ampia generalita nelle quali ci si & posti.

Cirea il problema IT1I) M. Picone in una sua importante Memoria del 1928 [5],
ha ampiamente considerato il problema della maggiorazione della soluzione di
(1)-(2) nelle ipotesi che siano n =1, I';(%) = u(0), Fu(u) = u(l).

L utilitd dell’impiego di formule di maggiorazione, quali quelle ottenute da
M. Picone, & messa in luce nella classica monografia [4].

Estensioni dei risultati di M. Picone a pilt generali condizioni ai limiti sono
state considerate da C. Puceci[6]. In seguito M. P. Colautti ha studiato il pro-
blema della maggiorazione della soluzione di un’equazione differenziale scalare
del secondo ordine con generali condizioni ai limiti ottenendo formule di mag-
giorazione con diversi tipi di norme. Nel lavoro della Colautti trovansi anche
considerati i sistemi del secondo ordine, ma le formule di maggiorazione da lei
ottenute sono solo relative alle norme negli spazi £2[2].

1. - Sia 2= & - 1y un numero complesso e z= x— 1y il suo coniugato; se
U= (Ugyeeey Uy) € D= (Vy, ..., ¥,) SOn0o due n-vettori a componenti complesse,
indicheremo con ww il prodotto scalare wv = u,¥,.

ove, per un vettore v = (vy, ..., v,), si pone
lo] = (loe] Jos])*5

diremo che F & un funzionale lineare in C[0, 1] se riesce F(aw 4 bv) = aF(u) -+ bF(v)
per ogni coppia di funzioni w e » in C'[0, 1] ¢ quali che siano i numeri complessi a ¢ b;
diremo inoltre c¢he F & un funzionale continuo in w, appartenente a C[0, 1] se, dato
£> 0, esiste un d:> 0 tale che per [|u—u,l] < d risulti |F(u)— F(u,) | <e. E noto
che un funzionale lineare e continuo in un punto & continuo ovungque.
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Sia ¢ una matrice p x ¢ ad elementi complessi. Denoteremo con @ la ma-
trice ¢ X p aggiunta della matrice a, i cui elementi ay, (k= 1, ..., q; h==1, ..., p)
sono cosi definiti: oy == @y Se w = (U, ..., %) e v= (44 ..., »,) sono due vet-
tori, intenderemo con auv e vau: auv== (QU)V = G,,U,Ty; VU= v(aw) == 0,8, Uy,.
Pertanto si ha auv = uav.

Dora in avanti con a{w) indichiamo une mairice quadrate di ordine n ad
elementi complesst di classe uno nell’intervallo [0, 1] ¢ supponiamo che la matrice
a(x) sia non singolare per ogni x appartenente a [0,1]. In queste ipotesi consi-
deriamo il problema

(3) , (@) w) = (o),
(4) F(u)=b, (h=1,...,2n),

essendo ¢@(x) una funzione di #*0, 1), F, funzionali lineari e continui definiti
in 010,1] e b, costanti complesse assegnate.
Per costruire Pintegrale generale della (3) si osservi che deve essere

k4

(5) awyu(@) = a0+ [ e dt,

o

essendo ¢ un n-vettore costante arbitrario; moltiplicando la (5) per la ma-
trice A(x), inversa della matrice a(z), ed integrando si ha:

&

€@ i
w(aw) =+ [ A@)dte + [ A@)dt [ @) dE,
o

0 0

con ¢ un arbitrario n-vettore costante. Se indichiamo con B(z) lintegrale

(6) Blw)= | A@)dt,

una integrazione per parti fornisce:

u@) = 0 -+ Blayo® + (BE) | o) €lisi— [ Be)pl)
= ¢ + B(z) e + Blu IM)dE fB (€)ds

= ¢ . B( e - f [B(z)— B(&)]p(&) dE .
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Denotiamo con W(z) la matrice 2n x» cosi definita

(7) hm@:(ﬁiﬂ

e con ww) (h=1,...,2n) il vettore ad » componenti formato dalla h-ma
riga della matrice W(z). Si ha quindi

(8) w(z) =4, (=1, ,m;§=1,..,n),
(9) 2w () = B, (x) (i=1,...,n;7=1,...,n)

(8;; =0 per i54j, 8;;=1 per i =14). I facile constatare che le 2n funzioni
w® (k=1, ..., 2n) sono soluzioni linearmente indipendenti del sistema omo-
geneo (a(x)u')'=0 associato al sistema (3). .

Supporremo che i funzionali F, (h=1, ..., 2n) stano tali che la matrice
{Fy(w®)} sia non singolare, ipotesi che sard sempre tacitamente ammessa nel
corso del presente lavoro (?).

Si osservi che il supporre non singolare la matrice {F,(w®)}, ove w®(x)
(k=1,...,2n) sono le funzioni definite dalle (8) e (9), & equivalente, come
facilmente si constata, a supporre non singolare la matrice {F,(@%")}, ove le fun-
zioni #M(x) (k=1, ..., 2n) sono 2n qualsivoglia soluzioni linearmente indipen-
denti di (a(x)u’)'= 0.

Indichiamo con {Q‘i,,,;} (h=1,...,2n; k=1, ..., 2n) la matrice trasposta
della inversa di {F,(w™®)} e poniamo

(10) V() = Py () (k=1,...,2n);

si ha: F,(w®) = §,,. Possiamo ora scrivere P'integrale generale della (3) anche
nel modo seguente

(11) () = 0,0 (@) + af [B(z) — B(&)lp(&) d&

(%) 8iricorda che M. Picone in [5], ha studiato il problema

(*) y(n) — (}7(%) ,
n b
) > [ ay@yi ) dr =1,
i=1 a

supponendo che esista uno ed un solo polinomio in z di grado n— 1 soddisfacente alle
condizioni (skk).
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essendo ¢, ..., ¢, 2n costanti complesse. Affinché la funzione u(x) data dalla (11)
verifichi le condizioni (4), le costanti ¢, (k= 1,..., 2n) devono essere soluzioni
del sistema lineare algebrico

(12) Fo(v®) e = by— I fz [B(z) — B(£)]¢(é) A} .

Tenendo presente 'ipotesi fatta sui funzionali ¥, il sistema (12) ammette
una ed una sola soluzione che ¢ data da

a=b—F{ [ [B@)—BElpE) a8  (k=1,...,2n).

St ¢é stabilito pertamio che esiste ed & wunica una funzione soddisfacente alla
equazione (3) e alle condizioni (4) nella ipotesi che i funzionali F; (k=1, ..., 2n)
verifichino la condizione det {F,(1w®)} 0.

Vogliamo ora determinare la matrice di Green associata al sistema (3)-(4).
A tale scopo ricordiamo che dai teoremi di rappresentazione dei funzionali
lineari e continui definiti nello spazio di Banach C'[0,1] (per la norma di un
elemento v appartenente a C[0, 1] cfr. la nota (%)) segue lesistenza, per ogni
fissato k=1, ..., 2n, di 2% misure oy, (j=1,...,n), fi; (=1,...,n) tali che

1 1

(13) I(v) = f v;{@) doty; + ,f 77;'(93) dﬁk:’ 3
0 0

quale che sia la funzione »(x) di €0,1].

Applicando la (13) alla funzione [[B(x)— B(£)]p(£) A& si ottiene
0

x

P { ] [B(@)— BE)]p() &) =

]

— § dous [ [Bale) = Ba@mn(© a8} + T a6 By o) o) s =

1 1

- Of ([ Banle) — Bal6)] dew) gu(@® A6 + [ { ] Aa(o) dBis} u(6) a2,

& 0

e quindi risulta

1
(14) ea=b— [ {

(]

[Bia(t) — Bin(£)] daus} (&) A& — f { Ef An(t) AP} gul€) dE .

oy,
e,
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Pertanto la funzione u(x) pud seriversi nella forma seguente

(15) u(w) = byo™ (@) — v (z) fl { fl [Bn(t) — Bn(&)] dotys} n(é) A& —

0 3

— (@) [ { !1 Anlt) 0B} ) 6 + [ (B@)— B0 aé

0

Posto (i, h =1, ...m)

= @) LB = Ba(E)] o + [ A (1) 8By} —

(16) Gu(®, £) — Ba(@) + Ba(é) , z>§
— o) { 5{ [Bon(t) — Byn()] docys + !1 A0aB}, <,

si ottiene

amn w(z) = bpv®(x) — j‘lG(w, S)(p(é’) dé.

La matrice G(z, &) suindicata & la matrice di Green del problema (3)-(4).

2. — Vogliamo ora considerare, nelle ipotesi specificate per a(z), ¢(z), f(2), I,
il problema (1)-(2).

Sappiamo che esiste una ed una sola soluzione di (a(z)u')'= @(x) che veri-
fica le (2) ed ¢ data dalla (17). Sostituendo la (17) nella (1) si trova

(18) p(x) —ve(z) Il Gz, &) p(§) df = —ve(@) bpvW(x) 4 f(w) .
Posto
(19) g(@) = —vby c(z) v (z) + f(x) ,

la (18) si puo serivere
(20) Ppla)—» Of o) G, £)(E) dE = g(a) .

Quindi se u(x) & soluzione di (1)-(2), la funzione p(x) = (a(z)w (2))’ & solu-
zione di (20) e viceversa, se ¢() ¢ una soluzione di (20) la funzione u(z) data
dalla (17) & soluzione di (1)-(2), ove si tenga conto della posizione (19).



[7] FORMULE DI MAGGIORAZIONE PER SOLUZIONI ... 359

Si pud pertanto affermare che il problema della ricerca della soluzione di
(1)-(2) & equivalente al problema della risoluzione dell’equazione integrale vet-
toriale (20).

L’equazione (20) ottenuta & un’equazione integrale di Fredholm di seconda
specie; se indichiamo con 7' P’operatore integrale

T(g) = | o(@)Giz, £)p(E) dE,

0

possiamo quindi concludere che:

@) Vinsieme degli autovalori dell’equazione omogenea associata alla (20)

(1) p@) = vT(p)

¢ privo di punti di accumulazione al finito;

b) ogni autovalore di (21) ha molteplicita finita;
¢) se y non & autovalore di (21) esiste una ed una sola soluzione dell’equa-
zione (20) qualunque sia il termine noto g(x) di £*(0,1).

Sussiste quindi il seguente teorema:

I. Siano a(x) e c(x) matrici di ordine n, con a; (x), ¢{x) (i=1,..,n;
j=1, ..., n) appartenenti rispettivamente a C0,1] e C°[0,1] ¢ sia, per ogni
di [0, 1], det a(w) 5= 0. Siano F, (h=1,...,2n) i funzionali lineari e contimui
sopra introdotti e b, (h==1, ..., 2n) costanti complesse assegnate. Se f(») & una
funzione di £*(0,1) il problema (1)-(2) ammette una ed una sola soluzione co-
mungue st fissi il numero complesso v non autovalore di

@) —v | o)z, £ p(E) A€ = 0

0

essendo G(x, &) la matrice definita dalla (16).
Se la matrice ¢(x) & non singolare per ogni « di[0, 1], il nucleo di 7' & chiuso,
cioé non esiste alcuna funzione @(§) non quasi ovunque nulla tale che sia

1
T(p) = e(x) [ Gz, &) p(§) A& = 0.
[}
Infatti, essendo c¢(x) non singolare, dovra essere

[ 6@, &pE)dE—0;

0
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tale equazione non pud ammettere una soluzione non quasi ovunque nulla,
in quanto, se cosi fosse, la funzione u(z) identicamente nguale a zero sarebbe
soluzione di

(a(@)u') = @), Fr(u)=0 (k=1,...,2n),

con ¢{x) non quasi ovunque nulla.

3. — Prima di considerare il problema IT), consistente nell’assegnare le con-
dizioni necessarie e sufficienti perché la matrice di Green del problema (1)-(2),
per » reale (e non autovalore), sia hermitiana, esamineremo quando tale
circostanza si verifica per la matrice G(z, &), quando, cioé

(22) Gz, £) = G(&, o)

con cid intendendo G(x, &) = G, (&, x) (4,7 =1, ...,7n) per z e £ appartenenti
a [0,1].

Indichiamo con % la varietd lineare costituita dalle funzioni «(x) di €0, 1],
con derivata prima assolutamente continna e con derivata seconda in £*(0, 1),
le quali verificano le condizioni Fy{u)=0 (k=1, ..., 2a).

I1. Sia a{x) una matrice nxXn non singolare, ad elementi di classe C'[0,1].
Sia Gz, &) la mairice n X n definita dalla (16). Condizione necessaria e sufficiente

perché risulti Gz, &)= @&, ) ¢ che il funzionale
D(u, v)=[u(@)a(x) (x)—a(x) ' (z) v(x) 2‘;},+_[1a(fc) w'(x) v (2) do —-j}u’(w) a(x) v (x)dx

st annulli per ogni coppia di funzioni w e v appartenenti o %.
Indichiamo con @ Poperatore integrale definito in £2%(0, 1)

1
Glg) =[ G(z, &) p(§) d&
[t}
e con I P'operatore differeniiale definito in %
E(u) = (a(z)u'(2);

allora la = H(u), ue% e la inversa u= G{p), ¢ € £*(0,1) stabiliscono una
corrispondenza biunivoca tra # e £3(0,1).

Supponiamo dapprima che si abbia G(z, §) = G(, z). Se ¢ e % sono due
funzioni di .#%*(0,1), si ha

1 1

(Gl@)y) =1 gG<w, £)p(€) d€]y(z) do =Of¢(5) [OJIG@, @)y (@) dv] A€ = (¢, G(y)) .

[\]
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Ponendo u = @(¢p), v= G(y) (e quindi ¢ = HE(u), y= E((v)) risulta
(23) (u1 E('U)) == (E(u’)7 ’U) 5

dal momento che la (23) pud cosi scriversi

fl w(w)(a(z) v (x)) do :fl (a(z)u' (@) v(x) dz ,

0

segue D(u,v)= 0.
Viceversa si dimostra che, se @(u, v) = 0 quali che siano » e » apparte-

nenti a %, riesce G(w, &) = G(&, x)-

Ne segue quindi:

ITII. Sia a(x) wna matrice nxn non singolare, hermitiana ad elements di
dlasse C'[0,1]. Sia G(z, &) la matrice n X n definita dalla (16). Condizione neces-

saria e sufficiente perché risulti G(z, &) = G(&, x) ¢ che il funzionale

Y (u, v) = [u(r) alx) v'(x) — alz) w' (z) v(@) ]2
st annulli per ogni coppia di funzioni w e v appartenenti ad %.
Dora in avanti supporremo la matrice a(x) hermitiana; pertanto tale ipotesi
deve intendersi sottintesa qualora non sia esplicitamente menzionata.

4. — Sia ¢(z) una matrice (ad elementi complessi) definita positiva (stret-
tamente) per ogni x appartenente a [0, 1]; cid implica che ¢(x) & hermitiana,
ossia coincide con la sua aggiunta. Sia » un numero diverso da zero e non
autovalore di (21).

Abbiamo in precedenza stabilito che il problema (1)-(2) ¢ equivalente alla
equazione integrale vettoriale

(24) p@)—v [ o) G, E)p(E) A = gla) .

[

Ci proponiamo di tradurre il problema di cui sopra in un’equazione inte-
grale che abbia il nucleo hermitiano nelle ipotesi (cfr. III, par. 3) che assicu-
rano il sussistere della (22).

Essendo ¢(z) una matrice definita positiva ed hermitiana esiste una ed
una sola radice quadrata positiva ed hermitiana di ¢(x) che indicheremo con
¢*(w). Poniamo per ogni z appartenente a [0, 1]: ()= ¢t(z)yp(z); la (24) assume
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la forma
(25) )y (w) ~Vf0(w)G(w, &) (&) p(§) A& = g(x) .

Moltiplicando la (25) a sinistra per la matrice ¢~*(z) inversa della matrice c¢i(z)
si ottiene

umwwjﬁwmmaﬁ@waﬂzrwmm;

ponendo
Kz, &) = (o) 6(s, £) H() ,
si ha
(26) wm—ijm@waM=rmmm-

Quindi il problema (1)-(2) & equivalente al problema (26) ove il nucleo del-
I'operatore

1

Ky)= | K(z, §)w(§) s

0

& hermitiano, compatto e chiuso.

Vogliamo ora costruire la matrice di Green del problema (1)-(2) e risolvere
il problema IT).

Indichiamo con u, (h=1,2,...) gli autovalori di K contati con le rispet-
tive molteplicitdh ed ordinati secondo valori decrescenti del modulo, con la
convenzione che, a parita di modulo, gli autovalori positivi precedono quelli
negativi. Indichiamo poi con {y,(z)} un corrispondente sistema di autofunzioni
linearmente indipendenti di K che sia inoltre completo; un tale sistema esiste
essendo chiuso il nucleo di K.

Come & noto, per il teorema di risoluzione spettrale si ha

@

K () = 2 pal®, ) pal@) ;

h=1

pertanto la (26) si pud scrivere nel modo seguente, con u=1/y,

w2, (s wa) Pal(@) — }:./An(w, Pa)Wal®) = u > (e g, pa) va(®) -

1 he=l
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Per le ipotesi fatte sul sistema {y,(x)} dovra essere

(10— pa)(yp — i) = p(c™t g, i) (h=1,2,..)
e quindi
. mletyg, ya)
(s %) = (h=1,2,..).

Pertanto risulta

% = pletg, vy)
@) =3 (@, g) wale) = 3 ——"" yu ()
A=l h=1 M My

s —tg, v,
=3 [’_‘L-'Z__L_) (ctg, %)J palw) + Z(G‘%g’ V) (@)

o Hy

© plo-ta. ) — ulo-t -
PO et ) 10 )+ T 0 4 ) g(a

o ey

1
Essendo g(z) = ¢t(z)p(z) e w(@)= b, v™ (@) —[G(x, &)p(&) d&, si ottengono i
seguenti sviluppi 0 »

7(@) = ) 3 L 4 0) + (o)

= 3w B o0 o) + (o),

r=1 Hn

=1

(@) = by v® (o) — f [ gl S g g”"”’”) ci(8) wh(es)] - f G, &) g(&) Ak

1

— b¥(2) — f $ 0L G, £y o) () 4k — [ G, D1g(6)a
Poiche risulta

E(p) = [ d(0)6(, 1) O = mply)  (1=1,2, ),

segue

@) = o) — | § 2 { f c-%(mg(y)[ f c(y) G(y,t)cw)wh(t)dt] dy}*

=1 M M

-G (z, £)H(E) pal£) de—fG(m, £)9(6) d& .
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Ricordando poi che la matrice ¢i(x) ¢ hermitiana, si ottiene (giustificando i
passaggi con classiche considerazioni)

() = by, v (@) — j {i ﬂ_lyh f g(y)[ j Gy, 1) ¢H(t) y(t) at] ay-

0

1

-G, é‘)c’-‘(é)v"n(f)}> d§~—fG(~’b‘7 &) g(§) dé =

(4]

1

— b — | {3 = o [ neermo ]

0

1

-fG(w, £) (&) ya(é) dé‘} dJ—f G(x, £) g(&) A& .

Di conseguenza, se indichiamo con H(x,y) la matrice cosi definita
(4,=1,...,n)

1

ijz(?/, (€)1 () Wrm(t) dt[Gi'v(mi £)(*)no(€) Yael£) A€,

o

©

(27) Hye,y)= 2

n=1 M My

la soluzione di (1)-(2) & data, gualora si tenga presente la (19), da

1 1

(28) w(w) = b v (@) — of H(w, y)g(y) dy — | Gz, y)g(y) dy

. 1

= by (@) 4 vb,; Jl H(z, y)e(y)v™(y) dy — [ Hiz,y) f(y)dy +

b, [ G, y)e(y)v9(y) dy — [ Gz, 1)) dy -

La matrice di Green del problema (1)-(2) & quindi data da H(z, v) + G{z, y),
ove H(z,y) e G(», y) sono definite, rispettivamente, dalla (27) e dalla (16).
Sussiste il seguente teorema:

IV. Sia a(x) una matrice n xXn ad elementi di classe C[0, 1], non singolare
ed hermitiana per ogni x appartenente ¢ [0,1] ¢ sia (@) una matrice n xn defi-
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nita positiva nell'intervallo [0,17], © cui elementi appartengono a C°[0,1]. Sia »
wn numero reale non autovalore di

29 (a(@)w) -+ ve(@)u =0, we U .

Condizione necessaria e sufficiente perché la matrice di Green di (29) sia hermi-
tiana ¢ che il funzionale

P(u, v) = [u(w) a(z) v' (@) — a(z) u' (@) 2(@) 52;
st annulli per ogni coppia di funzioni w e v appartenenti a U.
Gia sappiamo che il teorema & vero per » = 0. Sia »s£ 0; poiché riesce
H(wm, y) = H(y,x), quanto asserito & conseguenza del teorema IIT.

5. — Vogliamo considerare in questo numero il problema III), cioé ottenere
formule di maggiorazione per la soluzione di (1)-(2) e per la sua derivata prima.

Se v == 0 & facile, dalla (17), ottenere una maggiorazione della soluzione di
(1)-(2) e della sua derivata prima: si ha infatti

()| < b v ()] + ofllG(m, 8|16 a8 (1,
' ()] < B0 ()| + Of (G, )] [f(5)] dE .

Sia » £ 0. Si ha (fissati e y in [0, 1] e indicata con d la distanza (positiva)
di x dallo speftro di K)

©

(30) |H .z, y)|< }z Z qu(y, 1(C}) un(?) Yan(?) dt' ! fGip(w, E)(€H)po(E) Yro(8) A&

h==1
0

<

<«

o ! 2 ' 2\1%
;(Zj f Gty 1)(Emt) Ym(2) dt\ )*( ) f Gols E)(cH)s0(€) Prelé) df\ )

<

(*) Per modulo di una matrice 6, pxg¢, intendiamo il numero reale |0| dato da

16] = (

e

a
2 10417t
=1

b3
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Poiche il sistema {y,(2)} & completo, si ottiene per la formula di Bessel
(tj=1,..,n)

(81) [Hulx,y)< ;]i{ 1,21 é Gouly, ) (@) ull) Zat}'}-
4 m}: 3 000, 9N, @) d«s}é .
Ne segue: ’
[u(@)| < I;Zflbw“"(w)l + Ofl | H (, y)lIf(y)~§1vbhc(y)v<h>(y)} dy +
+ 166, 1) 10— S sbucly) (00| dy =
= ébh”"”@)l + Ofl ( glﬂw(w, )| If(?/)——Iﬁlvbnc(y)v‘“(y){ dy -+
-+ OfllG(w, ) —,gl by e(y) oW (y) | dy

he=1

Sl [ % { [$1300 t)(c%(t);ﬁdt}-

{ E iiGm (@, 5)(0*),]7,2(5)IZ(1§H2'

m=1 p=1
o

1f) ~§1«zbhc(;uw<y>§ Qy + [ 16, )] 1) — 3 bwely) v(y) | dy -

h=1

In modo analogo si ottiene una formula di maggiorazione per la derivata
prima della funzione u(x).

Si puo enunciare il seguente teorema:

V. Sia a(z) una matrice quadrata i ordine n ad elementi complessi di classe uno
nell’intervallo [0, 17; la matrice a{z) sia non singolare ed hermitiana per ogni ®
appartenente a [0,1]. Sia e(x) una matrice nxXn ad elementi complessi definiti
e continui in [0, 1]; la matrice o(z) sia definila positiva per ogni @ di [0,1]. Sia
f@) una funzione di £20,1) e siano F, (h=1, ..., 2n) funzionali lineari e con-
tinut definiti nello spazio C0,1] e verificanti la condizione det {I)(w®)} = 0,
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ove w(x) (k==1,..., 2n) sono le funzioni definite dalle (8) e (9). Siano b,
(h=1,...,2n) costanti complesse assegnate e siano vW(z) (h=1, ..., 2n) le fun-
ziont definite dalla (10). Se % ¢ la varietd lineare costituita dalle funzioni w(w)
di C0,1] con derivata prima assolutamente continua ¢ con derivata seconda
in L0, 1) tali che ), (w)=0 (h=1,..., 2n), supponiamo che per u e v in %
riesca

P, v) = [u(®) a(z)v'(z) — a(@) u' (@) v(@)]22t = 0 .
Se v & diverso da zero e non & autovalore di
(a(@)w') + ve(@z)yu =0, I(u) =0 (h=1, ..., 20),

sussistono, per la soluzione del problema (1)-(2) e per la sua derivata prima, le
sequentt formule di maggiorazione:

(32) fu{w)|<| Zb, v ()| - éf [I}G (y, tyet(B)]? dt [f |G a, &) cH(E)]2 d.f]é-

2n

NHy) — 2 vba e(y) v®(y) | dy + f Gz, )| () thblzc(J ) o™ (y)| dy ,

h=1

@) W< Sl [ ] [lewoenra] | [iew o ooral
11— 3 shrolr) )| dy + T 16l 9)] 11t0) — S baol) o0 | dy

ove G(z, &) ¢ la matrice definita dalla (16) e d é la distanza di u= v dallo spettro
del problema
ula(@)u) + e@)u=0, ue U .

Vogliamo ora estendere il procedimento seguito per pervenire alla (32) al
caso in cui la matrice ¢(z) sia semidefinita positiva per ogni @ appartenente
allintervallo [0,1].

Sia e un numero positivo. Posto ¢:(z) = ¢(x) + el, consideriamo Poperatore

Ko(g) = f cH(y) Gy, 1) ek(t) p(t) dt

ed indichiamo con we, e ye, (), rispettivamente, i suoi autovalori e le sue auto-
funzioni.
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Poiche, come & noto, ¢! converge a ¢ se ¢ tende a zero, possiamo affermare
che esiste un numero positivo g, tale che, preso comungue un numero posi-
tivo ¢ minore di &,, riesce | K — K| < d/2, ove la norma ||| va intesa come
norma di operatore lineare e continuo dello spazio .£2(0,1) in sé. Pertanto
dalla diseguaglianza di Aronszajn: |u,— pe|< | K — K| (k= 1,2, ...) segue per
ogni e<<egt |p— pan|> |6 — pu | — L tn— pen| > d— dj2 > 0.

Sia < g e sia » un numero diverso da zero e non autovalore di (1)-(2);
poiché la soluzione di (1)-(2) & soluzione di

(a(@)u') + v{c(@) + eI)u = f(x) + vew, Fr(u) = b, (k=1,...,2n),
¢ poiché c.(x) & definita positiva in [0, 1], possiamo applicare alla funzione u(z)
la formula (28):
1
u(@) = bpvW(@) — [ He@, y)[f(y) + veuly) —vbiecs(y) v (y)] dy —
1]

——~0J} Gz, YY) + veuly) —vbe ce(y) v@(y)] dy ,

con

1

f Gil(y) t)(ci)lm(t) wEhm(t) dt-

[

«©

Helw,y) = {He, (2, y)} = { 2,

n=1 M Hen

: oflG—w(m, £)(68)50(&) Pergl€) as} .

Se indichiamo con d la distanza di x dallinsieme {u. (h=1,2,...)} otte-

niamo dalla (31) (4,j=1, ..., )
1
2 % n
ma=1
(1}

S Gonl@, £) (6D m(?)

p=1

S Gy, D) (1)

I=1

1 . n 2 3
lH"'i;;(xa '!/)l<;l'é{ k§1 df}

e dalla (32)

@) el 3 w1 [ [ [lownaoia)

1 2n

[ [ G, &) ck(&)]2 AL {f(y) + veuly) — 2 vhace(y) v@(y) | dy +

o Rl

+ DIllG(av, | FY) + veul(y) — fwbh ce(y) o™ (y) | dy .

h=1
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Poiché u(z) non dipende da ¢ e poiché la (34) & verificata per ogni &< &,
facendo tendere ¢ a zero si ottiene la (32). Con lo stesso procedimento si pud
dimostrare che anche la (33) ¢ valida nell’ipotesi che ¢(z) sia semidefinita posi-
tiva.

Abbiamo quindi dimostrato che:

VI. 11 teorema V continua a sussisterc supponendo che la malrice ¢(z) sia
semidefinita positiva e ferme lasciando tutte le altre ipotest.

Vogliamo ora dare delle condizioni sufficienti perché » non sia autovalore
di (21) cioe dell’equazione

plr)—v § o(@)Gla, Hp(E) dE =0,
o equivalentemente di
(35) (a(@)u') + ve(@)u =0,
(36) Fo(u) =0 (k=1,...,20).
Sussiste il seguente teorema:

VII. Sia a(®) una mairice n X n ad elementi di classe C1[0, 1], definila posi-
tiva per ogni x appartenente a [0,1] e sia e(x) una matrice nxn definita posi-
tiva nell’intervallo [0, 1], 4 cui elementi appartengono a C°[0, 1]. Supponiamo che
il funzionale

P(u, v) = [u(@) a(z)v'(z) — a(@) w' (@) v(@) ]2

st annulli per ogni coppia di funzioni w e v di U e inolire che per ogni w & U
riesca [a(w)u (@) u(z) 272 < 0. Condizione sufficiente perché v nom sia autovalore
di (35)-(36) ¢ che v non sia positivo.

Se vy non & reale oppure se v =0 allora gid sappiamo che » non & auto-
valore. Supponiamo » < 0. Moltiplichiamo la (35) per u(x) e integriamo nel-

Pintervallo [0, 1]. Si ottiene (integrando per parti)
(37) [a(@)u'(z)u{r)z— fla(w) w'(z)w (@) do -+ » flc(w)u(zv) w(w) de = 0 .
[} o

Segue quindi dall’essere » << 0 che la (37) ¢ soddisfatta se e solo se u(x) & la
funzione identicamente uguale a zero nell’intervailo [0, 1].

24
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Sia f(x) una funzione continua in [0,1] e » un numero complesso diverso
da zero e non autovalore di (1)-(2). Ci proponiamo di ottenere formule di mag-
giorazione della soluzione di (1)-(2) e della sua derivata prima in funzione delle
norme dei dati del problema (1)-(2); queste formule, perd, hanno esclusiva-
mente un valore teorico in quanto, nelle applicazioni, & pitt opportuno usare
la (32) e la (33).

Si ha dalla (32)

(33) (@) < oo™ (a) | *r% nn\ let(@)|> max |f(y) — vbre(y) v¥ (y)}-
fo, [0,1]

- 6[1[ }lG(?/,

0

1y [ 160, O A1+ max [f(y) — o)1 )| 16w 2

Dalla (16) otteniamo (poiché B(f)— B(&) = [A(z)dr)
&

t

[ fl |Gz, 5)[2 d‘f]é:[f, {ng)(’v (fA}h dT) dety; +J.Ajh dﬁk:’]—lf“f;dih(t) dt}’g dé -+

—i—j [{o® (2 [j(j" (7)) AT) does -+ fAM(t) ABus] |2 AET =

H

= [f [{0{® () [j.ri,h ydr } doty; + } Ap(®) df;] + fAm(t) di} |2 dE +

T

[ () [Jl A (7)Ao [ dog, + Ej () QBT | AET: .

Indichiamo con V(z) la matrice 2n xXn {vﬁ’“)(w)} (=1,...,2n; i=1,...,n),
essendo i vettori v®(x) definiti dalla (10); si ha, se @ = {@,} (h, k=1, ...,2n)
e se W(x) ¢ la matrice definita dalla (7),

(39) | V()= OW(z).

Indichiamo poi con H“” = {Hoc,,n} e con ||B| = {|fw;]} le matrici 2nxn i
cui elementi [o;| € [fis]] (k=1,...,2n; j=1, ..., n) sono, rispettivamente, la
variazione totale della misura o; e della misura f3,; nelPintervallo [0,1]. Per-
tanto con [j«f| intendiamo la norma di Frobenius della matrice ]|oc]} e ana-
logo significato diamo a [|S]].

Posto A = {4} = {max |4,(@)|} (4,i=1,...,n), si ha

[o,1}

[of |G, &) Asti< L[| V@) (J4] llall + [A] NBN) + |4 [T2e +
L@ (JA] Nl 4] 18120 —o) } =
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={ 1ALV @ [ (el 4+ N8I + 1122 4+ | AL V@) | (el + NN 2L — )}
= A { V@ (Nl + NBN) 22 + @ + | V@) 2(llec ] + WA=},

e quindi

(40) [jiG(w, )Y 4 | | Vo) (el + BT +1]

(41) 0JIIG(%‘, §laé< [ofllG(w, £)|zag] <1Al[f[??]X|V(w)I(IIIOCHI + WA +1].
Segue pertanto, dalle (38), (39), (40) e (41):

1
wu(@) | < |bv™ (@) | + = max |et(@)]? max |f(y) — vbicly) v (y)] | 4|2
Y)
d o1 f0,1]

119 max | W) | (ol + 1) + 1)+
A1 WG (el + D) 1] mse 1) =0 (9)0) .
Posto b= (by, ..., bpn), si trae
(42) Juto)| < [b]| @ max | Wi | +
+ {3 max [e¥o)|2| 4] [| @ max [ o) (all + W) + 1]+

+§A;[|¢!mu|W M (Wocllf + MBI + 1]} -

{(max /) |+ 7| max o) D] || max | W(e) |} 0)

() Per vedere che E | Do) | < || @] | W(x)]| sl proceda al modo seguente:
B=1 .

z D, oM (x) ] = z [0 | |z Dy, wM ()| = z 14 \z | Z D, w0 (x) |2) <

h==1 =1
S IIS (3160 (3 @@ HTE=3 (0] (3 Pul?)t 7))
h=1 i=] =1 E=1 h=1 k=1

2n 2n

(Zibhl (2 (1Pl [ W) | = [b]|2] [W(@)].

=1 k=1 k=1
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Seguendo lo stesso procedimento, si ottiene
(43) |w'(@)|<|b] I@h&i]x | W' ()| + {;lllggi]x |eHa) [ 4]
'[lﬁbll[ﬁ?]x!W(w)!(lllaHI + W81 + 1] [l‘-’"lr[%%XlV’(w)l(llloclll + BN +1] +
+ 1AL @ max [W'(@)] (leell + N81) +1]} :

'{1[1;?]le(y)l+ v max [e(y) | [5]| P | max | W(a)] }

Dalla (32) e dalla (33) & poi facile ottenere delle formule di maggiorazione
in media di ordine p della soluzione di (1)-(2) nell’ipotesi che f(x) appartenga
ad uno spazio #7(0,1). Qui di seguito ci limitiamo a riportare tali formule
nel caso p==r. Si assuma ¢ '=1—p-t (1<p<+o0) e Lo= ¥ 5e p=1; si ha

(44) (f]u(w)["dw)llp< (]]bhv‘h’(m)[ﬁdw)llp-i-
; ] 1 ’ 3
+ (fU[E(fm(w,acﬁs)lﬂa&) :

- ¥ 4 »fa 1/» ' i/p
'UIG(% t)c’ﬂ'(t)Pdt) + |G(=, y)l] dy} dw) (flf(y)—vbho(y)v"”(y)i”dy) / ,

0

(45) (f]u’(w)[”dm)llp< (flb,,?)"”'(a}){” dw)llpJ,—
({1 Bl fimaorasy

- ( f |Gy, 1) ¥(t)]* dt)i— |Gy )| ] qdy}mdm) /( f |H() —vbu ) v ()| > dy) "

0

6. — Consideriamo il problema (1)-(2), nel quale i funzionali 7, (h=1, ..., 2n)
siano cosi definiti ‘

(46) Iy(w) == u,(0), ..., Fo(u) = u,(0), Fppy(w) = t;(1), ..., Fonlu) = u,(1) .
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Supponiamo ancora che riesca det (I,(w®)) £ 0, ove i vetbori w™(x) sono
definiti dalle (8) e (9). Pertanto il problema (1)-(2) diventa (problema di Dirichlet):

(47) (a(@)w)' + ve(@)u = f(z)

(48) up(0) = by, (1) =bppr. (yE=1,..,n0).
In questo caso la matrice 2n x 2n {IF\(w™)} (h, k=1, ..., 2n) & data da

I 0
(49) (I 3(1))

e quindi la sua inversa risulta essere la seguente
- I 0 .
(50) —B-(1) B7(1))’

poiche la matrice @, trasposta della matrice (50) ¢ data da

(1 —(B*l(l))*)
ey S

dalla (7) e dalla (10) si ottiene
(52) o) (2) = 0, — Bu(a)(B- (1) = 5ij—[fA(T) dT(fA(t) )1 (4, =1, ..., ),
(53) v +(w) = By (w) (B-1)(1) = [fo(r) dr (flfi(t) dt)=]; (ty j=1, ..., m).

Con facili calcoli si pud dimostrare che la matrice di Green del problema
(3)-(4) & data da

/

= B(§) — B(#)B~*(1) B(¢) , ¥
(54) Gz, &)
= B(x) — B()B-*(1)B(§) , r<&.

Usando la (54), 1a (32) e la (33) possono essere scritte in modo da eviden-
ziare in maniera pil esplicita la dipendenza della incognita dai dati. A tale
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scopo si osservi che dalla (32) e dalla (54) risulta

(@) < [bo®(a)| + [ f | (B — B@) B-(1) B(£) ¢4(&)]* & +

+ [ |(B@)— B@)B-{1)B(E) ()] dﬁ] JLfBO-BE) B0 B) S0 dt+
+ [ 1(B) — Bly) B-Q) B@) e*)]* 1] |1(y) — vby o) v0(y) | dy +
+0f| (@) B-(1) BW)| |1(y) — vbue(y) v(y) | dy +

+ f | B(@) — B(@)B(1) B(y) | [1(y) — vbac(y) v®(y) | dy =

= oo @) | + - [ f [[B(1) — B(2)] B-1(1) B(E) ¢}(£)| 2 +

0

HB “{)[B(1) — B(&)]e(£)]2 d&] f[Ji[B 1) — B(y)] B-1(1)B(t) ¢}(t)|* at -
+ VJ” | B(y) B-(U)[B(L) — B@)]e*()]* A£]* |(y) —buoly) v(y) | ay +
+ (1B — B B0 Bl | 1) — o) o™ (@) |y +
-+ le(w)B~1<1>[B<1> — B 1) —buoty) o™(9)  dy

@

Essendo poi B(x)= f (1) d7, si ottiene

£
(85) lulx)| < lb,.'v"" é f, fA(r dz(f (t) dt) lfA(s)dsc"}({-‘)-

-+ fl | j'xA(t) dt ( j’A(s) ds)—lej'A(r) drc*(f)}zdfr-

dé +

1 Y 1 1 ]
. of [0_[ [ {4 dr(ojA(s) ds)—lofA(r) dr ed(t)|2dt +
A(7)dr ( [A(s) ds) th(g) A& c}(t) |2 Af]® | fly) — vhucly) v (y) | Ay +
A(z)az ([ A(s) ds) [ A(0) dv] [f(y) —vbac(y)o™(y) | dy +

F 1A dr (FAe) Q) [A@) ] |Hy) —sbuely) () | dy ,

ove le funzioni v®(z) (k=1, ..., 2n) sono definite dalle (52) e (53).
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Essendo
= —A(2)B~(1)B(¢) , w>§
Gz, §)

= A(x) —A(x)B~*(1)B(&) <&,

la derivata prima della funzione u(x), per la (33), pud cosi essere maggiorata:

/(@) < (b0 %U |4 (2) B(1) B@) ()] e +

i

y (A(w)-—A(w)B-lmB(s)) cws)vas] Of[ T (B — B) B0 B) ()] ai-+

+ fl | (B(y) — B(y) B~1(1) B(t)) ¢}(t)|* dt]* | f(y) —vbic(y) v*(y) | dy +

v

@

+ [ 4@ B1)By) | [/(y) —vbec(y) vV (y) | dy +

+ fl |4 (z) — A(@) B-1(1) B(y) | [{(y) —vbeo(y) v (y) | dy ,

z

e quindi

CdE +

(56) |w'(@)] < |bav™'(@)] + = {ﬂA(x rA(t dt) fA(-c)drc(S)

—}—fllA(w)l(flA(t) ); (z) d7 c}(€) 5}
U1 T A@ as( faman [ ) ts o) a+
[ ] A v ( [A(R) dr)y [ A(s) ds ce) |2 L] |F(y) —wbuoly) o0(y) | dy +

+ T A(w)(flA(t) dt)“ofu—/l(f) dz | [{(y) — vbie(y) v(y) [ dy +

+ [ 146) (J 4@ 40 ae] 1ly) —sbeolr) () | O,

v
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ove ovviamente

(B7) oW (@) = — Bu@)(B (1) = — [4(@) (oflA(t) )] (i =1,..,m),

(58) oir+) (@) = Biy(@)(B~)(1) = [A(@)( flA(t) dt)-1},; (5, =1,...,n).

0

7. — Nello studiare il problema delle maggiorazioni della soluzione di (1)-(2)
ci siamo messi nel caso in cui la matrice ¢(x) era semicdefinita positiva; vogliamo
ora prendere in esame anche il caso in cui e(z) ¢ soltanto hermitiana.

Consideriamo pertanto il problema (1)-(2) supponendo c¢(x) hermitiana ¢ man-
tenendo tutte le altre ipotesi del teorema V.

Poiché ¢(x) & hermitiana possiamo serivere ¢(x) == ¢.(®) + c_(x), avendo indi-
cato con c.(w) la parte positiva di c¢(z) e con c_(x) la parte negativa.

Supponiamo di conoscere un numero positivo p che non sia autovalore di

(59) (a(@)a’) + o[e(e) + pIlu=0,

(60) Fo(u) = (k=1,...,2n).
Sappiamo allora dal teorema I che esiste una ed una sola soluzione di

(61) (a(z)w’) -+ v(er(@) + pI)u == h(z) ,

(62) Fo(u)=b, (k=1,...,2n),

che, indicata con P(z) la matrice ¢, (@) -- pI, ¢ data da (cfr. (27) e (28))

(63) w(@) = b oM (@) + vby IIT (@, y) P(y)v(y) dy — Jl (@, y)My) dy ,

essendo
(64) Tyl y) = Gula, y) -
[} 1 1 ) . ]; -
+3 f G, (P on(t) Pum(t) it f Ginly E)(PHo(E) Pro(&) 2

(t,j=1,...,n), p=171 ed essendo f, (*) (h=1,2,...) tali che

1

| PHy) Gy, ) PO a(t) At = Ga¥u(y)

0

(°y L’ordinamento dei i, (h=1,2,...) deve intendersi nel senso giad indicato a
pag. 10.
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ove {fu,,(a;)} rappresenta un sistema, completo, di autofunzioni linearmente indi-
pendenti e P(y) ¢ la radice quadrata positiva ed hermitiana di P(y). Si osservi
che la condizione p non autovalore di (59)-(60) ci assicura g — f,5 0 per
cogni h=1,2, ...
Posto

(65) 0@) = byv () + b | I, 9) Ply) o) dy

la (63) assume la forma

(66) w(w) = w@)— [ T, y)hiy) dy .

0

Vogliamo notare che, se », oltre a verificare Pipotesi di non essere auto-
valore di (1)-(2), ¢ un numero reale (non nullo), riesce, per il teorema IV,

I'(x, y) = I'(y, ) per ogni « e y appartenenti a [0, 1].
Poniamo N(z)= pl—c_(z) e

(67) q(@) = f(@) + v N (z) w(®) ;

se sostituiamo la (66) nella

(68) (a(@)uw') + vles(@) + pIJu—o[pl —c_(2)]u = f(),
si ottiene
(69) W)+ v [ M) T, ) hly) &y = o@) ;

poiché » non & autovalore di (1)-(2), la (68) ammette una ed una sola soluzione
verificante la (2), e quindi anche la (69), equivalente a (1)-(2), ammette una
ed una sola soluzione. _

Ci proponiamo di trasformare la (69) in un’equazione integrale vettoriale
che abbia il nucleo hermitiano. Allo scopo indicato, poniamo, per ogni « appar-
tenente a [0,1]: h(z) = N¥(x)r(») essendo N¥(x) Punica radice quadrata posi-
tiva ed hermitiana di N(z). La (69) assume quindi la forma

1

Ni@)r(@) +» [ N@) (e, y) Niy)r(y) dy = (@),
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la quale, moltiplicata per N—}(z), inversa della matrice Ni(z), diviene

1
(70) pr(@) 4+ N¥@) Dz, y) Niy)r(y) dy = plpl —o_(@)]* (@) -
0
La (70) & un’equazione di Fredholm il cui nucleo & dato da

(71) ' N¥(@) Iz, 4) N¥(y) ;

per quanto in precedenza osservato nel caso di » reale (non nullo) la matrice

(71) & hermitiana.
Indichiamo con o, (7) (h=1,2,...) gli autovalori di

(12) or(@) -+ | N¥a) T, ) Ni(y)r(y) dy = 0

e con {r(»)} un corrispondente sistema di autofunzioni linearmente indipen-

denti che sia inoltre completo.
Con queste notazioni la (70) pud essere scritta al modo seguente:

-]

p 2 yr)n@)— 2 ol m)m=pu 2 (N, 7))
h=1 h=1 h=1
e quindi si deve avere:
H(N—g, 1)
(ry 13) = 7—_'—;;}— h=1,2, ...).

Pertanto risulta

G e u(d-tgm)
7(@) = 2 (ry ) rule) = Z i ¥
=1 h=1 H—0p

(@)

— i {M) — (N-*q, ) } (@) + N-¥x) q(a)

n=1 K0y

(") Confronta la nota (%).
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1
Essendo h(x) = N¥a)r(z) e u(x) = w(w)— (@, y)h(y)dy si ottiene
¢

h(z) = Ni(z) i Mo('ﬂ) + q(@),

j=1 H—0;

(72)  wlo) = wle f 3 2L plo, e () 46— f (@, &) q(8) & .

n—o

o

Tenendo conto della (72) nonché ‘del fatto che risulta

IN‘( Y (y, 1) N*(t)#,(8) At = — on7a(y)
si ottiene

ulr) = (@) + f {2 — N-ﬂy)q(y)[ f W) Ty, ) N0 () dt] ay-

- I'(w, E)N*(E)m@)} as— ofl I'(x, §)q(&) df .

Dall’essere N*(y) hermitiana segue poi che

) = wio)+ | {i = [ww] [roomono ] a-

- I'(w, &) N¥(§) m(é‘)} dé— [ D@, §)q(&) d&

e quindi, con classica giustificazione del passaggio formale,

(713)  ulw w)+f {h_ e [ )fF(J, 1) N(t) ra(t) dt]'

' ff( &) N¥&) rl(é) dE} dy — flf(w, £)q(é) dg .

0

Indichiamo con R(z, y) la matrice nxn cosl definita

Bz, y) = S, — [’,l(y, (V%) 1an(8) 2 (F) L8 Lo, E) (N )ro(E) 10(8)AE
p=1 M0y

ove: 4,j=1,...,n; #€[0,1], ye[0,1].
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Vogliamo osservare circa la matrice I'(z, ) — R(», y) quanto segue:

VIII. II teorema IV continua a sussistere supponendo soltanto la matrice c¢(x)
hermitiana e mantenendo tuite le altre ipotesi.

Si ha pertanto, nelle ipotesi che assicurano la hermitianita di I'(z, %) che
la matrice di Green I'(z, y)— R(w, y) del problema (1)-(2) ¢ hermitiana.

Per maggiorare la funzione u(z) date dalla (73) applichiamo il procedi-
mento seguito per pervenire alla (32). Posto 6 == inf | — o, | si ha:

{ ]l(?/, t)(l\’r‘c)lm( )“tm dt frzk(,vy E) _V‘ I»Q(g)?hO(g df{

(2 )& )

Essendo completo il sistema {r,(2)}, dalla formula di Bessel si ottiene

! jl(yy t)(‘zvé)l7n(t) Thm(t) dt

A

f Ty &)V

1
1 N
| Rulw, )| < 5 (f >
1]

k=1

z L (yy (V) (2 { )

l=1

(] 313 Tty 7 0(E) |2 d£)? ;

==

00__‘,_.
-
o
-

si ha pertanto

() | < ()| + of | B(z, )] |qly) | dy + f T, )] lay) | dy

1171

= |w(x) J 2 1Bl 9)]%)F |aly) | dy + f [ (2, y) | q(y) | dy <

0 i3
2
dt) .

\!w(xl-ir f}'n;(f
1 3 1
(Of Loy E)(NY) (&) |2 df)} lay) | dy + of | (2, )| |q(y) | dy -

E Ly, (N uld)

M=
[\/]S ©

|
kA

k 13

[}

1

Sussiste quindi la seguente formula @i maggiorazione per la funzione u(x):

e+ [ {[1( j T i) at) -

‘ (of | (@, E)N"‘(E)I”d«s)"‘*] + [, y)!} la(y) |dy .
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Tenendo presenti la (65) e la (87) si trae

(18)  |u(@) | <|bev® (@) + 90 [ Ta, y) Ply)v(y) dy| +

1 1 . 1 .
[ [1reo wore)( [iraavere)] e}

) + v N (y) (b vO(y) + vby fll’(?/, t) P(t)v™(t) dt) | dy,
e quindi

(76) ) [< |buo®(@) | + [ob ] j I, 9) | | P) | |o™() | dy +

1

1 N 1 3
+H[§(f ;ny,t);z]mm;zm) Ulﬂx, s>1211\’%(§>lﬁc15)]+

+ [(z y)l} {lf(y) N () beo®(y) |+ [v]*[ba| [N () |-

: ofl [ I'(y, 1) | | P(t)] lv""(t)!dt} dy .

Procedendo in modo analogo a quello seguito per maggiorare |R(z, ¥)| si
ottiene la seguente diseguaglianza (cfr. la (64))

(17) | T@, y)| < =

Sl

( f |Gy, 1) )| dt)*( f |6z, S)P*(E)lﬁdé)éHG(w, »l,

essendo § = inf |u— |-

Si pud pertanto concludere che per la soluzione w(x) di (1)-(2) sussiste
la formula di maggiorazione (76) potendosi maggiorare |I'(z, ¥)| per mezzo
della (77). '

Possiamo infine dare una formula di maggiorazione del modulo della deri-
vata prima della soluzione di (1)-(2):

(18) 1w(@)|< 50 @) | + 1] | 11ulo, )] 1PW)] [09(0)] dy +

TH E(fmy’WlN.g(t),zdt)%U]pm(w, g,,zlm@);zagﬂ =

T, ) 1}{ 1)+ 2T () b o™ (g) |+ b1 0| | F () |

1T, ] 1P| 90| dt} ay .

0
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8. — Ci sembra non privo di interesse considerare alcuni esempi numerici.
Assumiamo n=1, ae(@ =1, c¢@)=1, v=—1, F(u)=u(0), IF(u)=u(l),

fl@) =1, b= b, = 0, talche il problema in esame diviene

(79) wW—u=1,

(80) w(0) = u(1)=0.

Poiche la soluzione di (79)-(80) & data da

1
— & 1 fgl J—
(81) 'ZL((U)—8+16 ! e+le 1,
si puo facilmente constatare che risulta
24/2
(82) max |u(@)|=1— V2 0.1132.

n [0,1] e+ 1

Se applichiamo al problema (79)-(80) 1a (32) nella quale (cfr. VII) possiamo
prendere d =1, si ha

83)  lul= § {1660+ (] 6, D1 @) (16, )28 ay

Poiché la funzione di Green del problema u'= g(z), u(0)==u(l)=0, &
data da

=§{(1—x) r>&

Gw, &)
=1—&)= x<é,

e poiché risulta j'1| G, &)A€ = (#*(1 —)?)/3, dalla (83) si trae: |u(z)|<(5/9).

(1 —2z)z, e quindi max
) fo,11
Se applichiamo al problema (79)-(80) la II di pag. 529 di[5],, si ottiene:
max |u(zr) | <0.25. ‘
[0,1]
Vogliamo ora confrontare, anche se in un caso particolare, la formula di

maggiorazione (44), per » = 2, con quella relativa che trovasi in[2].

w(z) | <5/36 ~ 0.1388.
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Prendiamo in esame il sistema

2u'1' e uf_,'— Uy = fL(x)

ull’ + 2'“;1— uy = fy() ,

U (0) = 1, (1) =0
(86)
U (0) = U (1) =0 .

Pertanto con le nostre notazioni &

La matrice di Green & in questo caso data dalla (54)

= B(§) — B(z)B~'(1) B(§) w=§

Gz, &)

= B(x) — B(z) B-1(1) B(£) z<k,

ed essendo

risulta (4,7 =1, 2)
= A4,;(@){1 —w) w>§
Gii(w, £)
= A,(x)e(f—1) vk,

La (44) assume ora la forma

ol <(f{ T {166, 1= a8 flew,

L dt) + |G, y)

7 dy}ae)t[f] -
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Poiché con calcoli elementari si ottiene

=@J(1—~w> z>y
s 3
(fle,E)Pdf) \/\}9 z(l—a), |G y)|
V10
=— @(l—y) y<®,
riesce
Jul* <{f”—w1~w )yt —y) + Y v —o)] ay ao+
+ff[27 (1—a)y(1—g) + Y20 (1“J)]zd?/dw} i1 =
= [gefw(l—w)z dw+—fzv31~—w)2dm+
20 fw(l—w (%——”f;) as| 171* =
3441 17410 \
= (5 + 3D e,
e quindi

u] <0.12317] .

Un’applicazione della formula (20), pag. 76 di [2] fornisce invece la seguente
maggiorazione per la soluzione del sistema (85)-(86):

Jul < 5 (e—1)]f] =8.0547 1] .
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Summary.

General boundary value problems for linear ordinary differential equations of second

order are considered. Estimates of the unknown vector-valued function and its derivative,
in terms of the «data», are obtained. These resulls emtend to systems and improve the
Lind of estimates given for a scalar equation by Eryloff, Picone, Colautti and others.
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