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CARLO SILLI (%)

Una relazione generale per le onde straordinarie

di discontinuitd in una membrana. (**)

1. - Introduzione.

In due miei lavori [15]; e [15], ho studiato la propagazione delle onde stra-
ordinarie di discontinuita in una membrana termoelastica non omogenea, non
necessariamente perfetta [17], nel caso generale del legame non lineare tra
sforzi e deformazioni. Se il piano tangente ad essa & continuo in ogni suo punto
e in ogni istante ho mostrato che la membrana termoelastica non pud esser
sede di onde straordinarie di discontinuitd meccaniche; nell’ipotesi, invece,
che mentre la membrana si muove vi sia su di essa una linea di discontinuita
per il piano tangente (linea questa che si propaga nel tempo) ho mostrato che
la membrana stessa & sede di onde straordinarie di discontinuitd meccaniche
ed ho determinato I’espressione della velocitd di propagazione U,,.

Nel presente lavoro, con riferimento ad una generica membrana S, nel-
Pipotesi che mentre la membrana si muove vi sia su di essa una linea y di
discontinuita per la velocitdh v dei suoi punti, linea questa che generalmente
si propaga su di essa col tempo, considerato un suo punto P, ho dato Pespres-
sione dell’ampiezza dell’onda attraverso  in P in funzione del tempo ¢, tramite
aleune grandezze caratteristiche del fenomeno in esame.

Anche qui, come in [15]; e [15],, & opportuno rinviare, per quanto riguarda
la propagazione delle onde di discontinuitd e per lo studio delle lamine e delle
membrane, ad esempio, ai lavori citati qui di seguito. Ad alcuni di questi
lavori si & ispirata questa Nota come le precedenti [15], e [15],:
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T. Manacorda [11], G. Lampariello [10], P. Chadwick e B. Powdrill [3],
M. Pastori [14], ¢ [14],, C. Truesdell ed R. Toupin [18], A. B. Green e W.
Zerna [9], P. M. Naghdi [12], H. Cohen e A. B. Berkal [5], e [5],, P. J. Chen [4],
S.8. Antman [1], J. L. Bricksen [6], J. W. Nunziato e W. Hermann [13],
M. M. Carroll e P. M. Naghdi [2], C.-C. Wang [19].

To ho studiato le onde straordinarie di discontinuitd in un filo termo-
elastico [15],, [15%, [15]s e in una membrana termoelastica [15],, [15],.

2. - Posizione del problema e formula risolvente.

Si consideri anche qui, come nei lavori [15], e [15],, un corpo bidimen-
sionale §, mobile, non necessariamente perfetto [17], in cui la sollecitazione
interna, che si esercita attraverso ogni suo elemento lineare, & rappresentato
da un unico tensore doppio T di § stesso, e cioé si consideri anche qui una
membrana [7].

Come in [15], e in [15],, per qualunque versore situato sul piano tangente,
ove questo piano esiste unico, lo sforzo specifico t, = T» & situato nel piano
stesso senza essere necessariamente parallelo al versore ».

Sulla configurazione attuale ¢, di § al tempo ¢ ci sia una linea y,, dotata di
versore tangente continuo, variabile in generale col tempo, attraverso la quale
¢ discontinua la velocitd v dei punti della membrana stessa.

Sia 2 la configurazione di riferimento di densitd g, e sia V,, V, un sistema
di coordinate curvilinee definite su di essa nel seguente modo.

Considerate le configurazioni attuali ¢, (al variare del tempo ¢) di densita )
si considerino su di essa le linee y, di discontinuitd di » per ogni valore del
tempo t appartenente all’intervallo [%,; #] che si considera. Le linee I, corri-
spondenti in X delle linee y,, siano le linee V,= cost.; considerato poi un
secondo sistema di linee, ognuna delle quali taglia una sola volta le precedenti,
siano queste le linee ¥, = cost.

Sulla configurazione attuale ¢, della membrana S, al tempo %, sia v;, %
un sistema di coordinate curvilinee.

Le coordinate V; e V, sono legate in modo invertibile al sistema di coor-
dinate v,, v, della configurazione attuale o,.

Considerato il gradiente di deformazione superficiale I definito da

(2.1) de = FaU,

con dueo, e dU e X, supponiamo che le componenti del tensore degli sforzi T
siano funzioni a priori generiche della temperatura 6 e della deformazione rap-
presentata da questo gradiente.
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Si ha ora per una ragione ¢’ € o, di contorno s, senza punti a comune con y,

(2.2) ' foado = [ofdo+ Jt.ds,
o! Pl

U’

dove f & la forza di massa e £, & lo sforzo interno gid definito.
Poiché &

(2.3) ' t,—Tn,
per il teorema della divergenza per le superfici [8] (p. 143) si ha:

(2.4) Joado = [ofdo + [div T'do,

UI

dove per la simmetria del tensore degli sforzi T la divergenza & unica ed & data
nel punto P da [8] (pp. 138, 139):

N oy oP
(2.5) iy T = (5 + v {ﬁ} e {;a})  @hy=12),

con T* componenti controvarianti del tensore T rispetto al sistema di coor-
dinate v, e v, e u v} simbolo di Kristoffel di seconda specie.

Si ha ora dalla (2.4) passando alla relazione puntuale

(2.6) pa=of +divT,
oppure
(2.7) ga=gf+JdivT,

con J coefficiente di dilatazione superficiale dato da

(2.8) : J= 5

con doeg, e dXe X fra loro corrispondenti.

Considerata la superficie arbitraria o' € o, delimitata dal contorno s e
la corrispondente superficie X’ e X di contorno §, e un sistema di coordinate
cartesiane ortogonali (0; uy, %,, %;) e considerate poi le due normali n= |n.|
al contorno s, e tangente a o,, ¢ IN=||N;|| al contorno §, e tangente a X,
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(k, K =1,2,3), si ha per i due stati di sforzo in ¢, e in X

(2.9) JTam,ds = [T N dS (G, b, K =1,2,3),
s S

con Ty e TR componenti cartesiane ortogonali in (0; uy, u., u,) dei tensori
degli sforzi rispettivamente nella configurazione attuale e nella configurazione
di riferimento.

Si ha poi, dopo aver indicato con =z, e X; (4,7 =1, 2, 8) rispettivamente
le coordinate di Pes e del corrispondente Pye S

(2.10) fTilcnk ds ZITz‘kwﬁrNK ds szn;m,kx Vid A8,
2 8 8
dove &:
. ox® ds
(2.11) vx= 3z, J'= 33 (k) K=1,2,3),

con J' coefficiente di dilatazione lineare (efr. [15];, [15],).
Confrontando con la (2.9) si ha ora:

(2.12) . TE = Tya’J (¢, k K=1,2,3).

Si ha quindi nella configurazione di riferimento 2 (dall’equazione di moto)
per la relazione puntuale

(2.13) gt = go f + divT?,

dove T® & il tensore degli sforzi in X e dove & (efr. ancora [8] pp. 138-139) per
la divergenza in P,:

R
i — o= rR x Ra Y aPO
o am=(Ted o+ d ) 7

(o, B,y =1,2).
Cid premesso si ha per la continuitd di g, e di f dalla (2.7)

(2.15) ala] = [J div T .

- Considerata una linea V,=cost. (detta I™*) di X e la corrispondente
y* €0y, 51 ha per la discontinuita dell’aceelerazione a attraverso y; nel punto P
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di intersezione tra y, e y*

dit

o*u(Vs, t) d Jew(V.,t)] Uy [0m(V,,1)
2.16)  [al= U_%[—-ﬁém] 9 [ - ]_7\[’“&3’{"}’

dove & u(V,,t) = P— P, con Pey* e Pyel™ fra loro corrispondenti nella
trasformazione che porta 2 in o,:

Infatti, con un procedimento analogo a quello usato in [15]; (e nella prima
parte simile a quello fatto da diversi Autori nel caso tridimensionale, cfr. ad
es. [16]) consideriamo una qualunque funzione Z(V,,1) scalare o vettoriale
definita nei punti P, di aseissa V, di I'* della configurazione di riferimento
della membrana S. Supponiamo che questa funzione sia continua e derivabile
per ogni valore di 7, e di ¢ tranne che attraverso Vintersezione I, della linea I™
con la linea I, (intersezione questa che & mobile e di ascissa Vi(f)) dove la
funzione presenta discontinuitd di prima specie.

Con ragionamenti analoghi a quelli citati (cfr. [15];) e tenuto conto che &

Uy=1 AV
9 17 v = lim —
(4.1() N Atso At H
si ha:
0Z(Vy, 1)) O0[Z(V,, 1)] U 0Z(V,, 1)
(2.18) a | T T YN,

Essendo poi

SIZ(Ve, )] ALZ(Vs, 1))

.19 5 it
si ha

oZ(Va, 0] _ AL ] [0Z(Vs, 0
(2.20) B - ar — Uy —BV:_,— .

Da questa sostituendo al posto di Z(V,, 1) sia

OH(V,, 1) h oH(V,, 1)
(2.21) ot che v,
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con H(V,,t) funzione continua anche attraverso F,, e combinando, si ha

82H(V,, 1) 2H(V,, 1) 2H(V,, 1) Uy [0H(V,, 1)
s [T <o 8 [ ¢ oy [P) 2 [oe0],

e da questa, posto H(V,,t) =u(V,,t) =P — P, si ha appunto la (2.16) come
si voleva.
Poiché &

2

)
H

u
(2.23) avEiT ave?

si ha, ad esempio, dalle (2.7), (2.16) e dalla precedente

d Uy U2 [P
ovs

(2.24) 7, P1- 5T, [v]= 5 [J div T]— <

e da questa

4

(2.25) [v](t) =%exp f Uy/2Uy d2 -

o

{f exp fUN/2NNdr( [J divT]— Uz[avz])dl+2[v](to)}~

Semplificando si ha infine

(2.26) 1) =

H

VT 1 . : 2001 (1)
— . — Ty — o2
2 { J (eo«/UNw L div 21— T3*A) [WU W+ «/UN@.,)}

o

Relazione questa che d& l’espressione di [v](f) e precisamente esprime la
discontinuitd stessa tramite U,, g,,J, T e P = P(P,,t) e il suo stesso va-
lore [#1(%,) per t =1t,, in funzione del tempo .
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Usufruendo invece deﬂa"(2.13), anziché della (2.7), e sempre’ della (2.16)
si ha ora

(2.27) [v](t) =

2

= . L : By y73ie o:P 2 [v](t,)
2 { f (,eo«/UNM) [aiv T3 = Us" (2) [N’% a2+ NI

(3

<
N
=

espressione questa che da [v](f) tramite U,, g,, T®, P = P(P,, 1) e sempre il
suo valore iniziale [v](%).
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Summary.

In this paper a general moving membrane S is studied. Assuming thatl this membrane
posses. a generally moving line of extraordinary mechanics discontinuity, the expression
of welocity discontinuity as function of the time % is given.




