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C. BALLARDINI o E. COMPARINI FATTORI (%)

Campi elettromagnetici

in cavitd con pareti asimmetricamente assorbenti (**)

1. — In un precedente lavoro [1] sono state studiate le perturbazioni che
i modi del tipo di quelli relativi alle guide perfette, di una cavitd risonante
parallelepipeda retta, subiscono a causa del picecolo assorbimento dovuto alla
non perfetta conducibilith di una parete terminale della cavitd (ciodé perpen-
dicolare alla direzione di propagazione del campo).

Per Vinteresse (verosimilmente anche applicativo) che pud presentare, & qui
esposto 'analogo problema (1), nell’ipotesi che I'unica parete debolmente assor-
bente sia parallela alla direzione di propagazione; in particolare si dimostra,
in prima approssimazione, che non esiste attenuazione e che nella cavitd pos-
sono sussistere, nonostante la presenza della parete assorbente, modi del tipo TE
delle cavitd perfette (2). Si determinano inoltre le pulsazioni effettive e le costanti
di smorzamento dei campi in prima approssimazione.

2. — Consideriamo ancora, come nel lavoro [1] (%), la cavitd parallelepipeda
retta riferita alla terna cartesiana Ozyz centrata in un vertice O con assi (di
versori i, j, k) diretti secondo i tre spigoli, di lunghezza a, b, I rispettiva-

(*) Indirizzo: Istituto Matematico « Salvatore Pincherle », Universitd, 40127 Bo-
logna, Italia.

(**) Ricevuto: 18-VI-1976.

(1) Trattato come Tesi di Laurea da uno degli autori (E. CompARINI FaTTORL, Isti-
tuto di Matematica, Universitd di Parma, Dicembre 1975).

(*) Questi risultati sono in contraddizione solo apparente con quanto pud pro-
varsi per le guide indefinite, cioé in presenza di campi propagantesi in un solo verso
(cfr. [2]).

(®) Si noti il banale errore di stampa nella penultima formula a pag. 86 di [1]
ove deve leggersi ¢« cos (82) » anzich® «sen (82)».
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mente; e sia assorbente (cioe di conducibilitd finita, seppure convenientemen-
te grande y’) la parete x=a (inluogo della z=1 considerata in 1.

II problema oggetto del nostro studio si identifica con la ricerca dei due
vettori complessi

é’(P, 1) = [(Ezlk +E,)exp[— 7/32] + (B k + Elz) exp Dﬁz]] exp [jowt]
(1) '
F(P, 1) = [(H..k + H,) exp [— jBe] + (Hook ++ Hyy) exp [jB2]] exp [jot]

che soddisfano le equazioni di MAXwEeLL sulle pareti della cavitd; nelle (1)
f, w sono costanti non nulle, mentre (per ¢=1,2) gli scalari B.;, H,; ed i
vettori E,;, H,; sonc tutti funzioni delle sole variabili xz, y ed & inoltre

(2) E k=0, H, k=0.

Ora un caleolo privo di difficoltd permette intanto di stabilire che le (1) sono
soluzioni delle equazioni di Maxwell solo se gli scalari E,,, H,; sono solu-
zioni delle equazioni differenziali

(3) AL+ hE,, =0, AH,, +hH =0,  (E=1,2),

nelle quali si & posto

(4) b= wieu— f?

(e, u costanti elettromagnetiche del mezzo, interno alla cavitd) e ove i vet-

tori E,;, H,; sono dati dalle relazioni

WE, =j[(— 1) fVE,; + wukx VH,,]
(5)
heH,; = j[(— 1) VH,— wek X VE,],

deducibili dalle (3) e dalle equazioni

VXE,; +j@MHzik =0
(6)

V XHti_ijEzi k _ 0 y

VEzi X k "I"j (_ l)lﬁk XEH = —jw,thi-
(7) ‘

Vsz' X k +j ('—‘ 1)11319 XHH =jw€Eti y

dirette conseguenze delle equazioni di Maxwell.



(3] CAMPI ELETTROMAGNETICI IN CAVITA ... 271

D’altra parte le soluzioni delle (3), delle quali interessa qui studiare Pesi-
stenza nella cavitd in esame, si assumono del tipo

H.; = [4,; cos (pzx) 4 A,; sen (px)][B;; cos (qy) -+ B, sen (qy)]
(8)
B.; = [Cy; cos (pr) -+ Oy sen (px)][Dy; cos (qy) + Dq; sen (qy)],

dove le costanti p, ¢ sono non negative, non entrambe nulle (*), legate dalla
relazione

(©) Pt =1,

¢ le condizioni al contorno, per le sei pareti della cavitd, sono espresse dalle
dieci equazioni

(10) E,+E,=0 (g=10),
(11) E,exp[—jpl] + Eexp[ifll =0 (=1 ,b
oH.,
(12) By =0, ——=0 (@=0), (y=0), (y=10),

(Eul"“ ZH:l) €Xp [_ Jﬂz] 'I" (Euz"“ ZH:‘.’) €Xp [Jﬂz] =0
(13) (x=a),
(B + ZH ) exp [~ jBz] + (B.. + ZH ) exp [jfz] = 0,

ove Z=(1+j)Vwu'[2y" essendo u’ la permeabilitdh magnetica, y' la conduci-
bilita della parete assorbente e avendo designato con E,;, H,;, I,;, H,; le com-
ponenti cartesiane secondo gli assi #, y dei componenti superficiali dei due
campi.

Si tratta ora di determinare soluzioni del tipo (8) che verifichino le con-
dizioni al contormo (10), (11), (12), (13). ‘

3. — Supponiamo in prima ipotesi che sia
(14) pi#0, 70 ;
dalle (10), (11) seguono subito le due alternative
(15) Eti =0,
(15) = con r=1,2,..,

(%) II caso di h*= 0 & palesemente privo di interesse.
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delle quali soltanto la (15)" & valida ai nostri fini, in quanto la prima comporta
necessariamente annullamento del eampo nella cavita. Dalla prima delle (6)
e dalla (10) segue che &

(16) H11+H:2:0
e che quindi, tenuto conto della (10) e della seconda delle (7), &

an H,—H,=0,
ed anche, per la seconda delle (6)

(18) Boy—EB.=0.

La (15) comporta, per la realtd dei possibili valori della costante S5, I'assenza
di attenuazione nella cavita, e, inoltre, per le (16), (18) la forma pil sem-
plice delle (8)

H,=—H,,=[A, cos (px) + A, sen (pz)] [ B, cos (qy) + B, sen (gy)]
(8")
B, =E., =/[Ccos(pz)+ O,sen (px)][D, cos (qy) + D, sen (qy)].

Le condizioni (12) imposte alle H,,, E., fornite dalle (8') comportano sei iden-
titd (qui omesse per brevitd) che possono essere verificate (sempre nell’ipo-
tesi (14)) per le seguenti quattro coppie di valori degli scalari B, H,;

(19) E::i:()y Hzi:O,
(20) B,.,=0, H,=—H,= A cos (px) cos (_’fbﬁy) ,
(21) E,,= B, = C sen(px) sen (%”3./) , H.,=0,

E.;= C sen (px) sen (fbﬁ y)

H, =—H,, = A cos (px) cos (%@y) ,
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dove si & posto per brevita
(23) AB, =4, C,D,=C(C,

am

(24) 4= m=1,2, ...

Osservato ora che la coppia (19) comporta I'annullamento del campo (cfr.
le (8)), e che le coppie (20), (21) si riducono alla (19) quando sia, rispettiva-
mente, 4 =0, 0 =0 — le quali sono d’altronde conseguenze delle condi-
zioni (13) applicate rispettivamente alle (20) e (21) — resta da studiare la
eventuale compatibilita della coppia (22), per valori entrambi non nulli delle
costanti 4, O, con l'ultima condizione al contorno (13).

Si ottiene cosi il sistema di equazioni lineari omogenee (efr. anche, per
questo sistema [3])

C [%;{f sen (pa)] + Alwpp sen (pa)— Z; h* cos (pa) =0
(25) 72 rm

C [Zwep cos (pa) -+ jh* sen (pa)] + A [— VA 5 008 (pa)} =0,

nelle due incognite 4, C, che potranno avere valori non nulli se e solo se é ve
rificata ’equazione

(26) powu sen? {(pa) — jZ(euw?* + p*?) sen (pa) cos (pa)— Z2ewp cos®(pa) =10,
la quale insieme alla

m? 7
(27) gy w2 —p* = q? [ﬁ +ﬁ:],

ovvia conseguenza delle (4), (9), (15"), (24), definisce le due quantitd p, @ che
caratterizzano il campo qui oggetto di studio (efr. n. 5).

4. — Se in luogo dell’ipotesi (14) ammettiamo ora che sia
(147 p=0, g0,
le (8) assumono la forma
B, = M, cos (qy) + M sen (qy)

(8"
H.; = Ny cos (qy) + N, sen (gy),

38
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e le condizioni al contorno (10), (11) comportano ancora le conseguenze (16),
(17), (18), dalle quali segue subito che deve essere M=M= M,, Ny=
=—N,=N, (i=1,2).

Le condizioni (12) possono essere verificate, o assumendo

(28) : M,=N,=0,

il che comporta Pannullamento del campo, o assumendo

sz
(29) My=M,=N,=0, 9= (s=12,..),

che corrisponde ad un campo con componenti longitudinali

L4
I, =0, H,=—H, = N,cos (~b~g/) .
Ma le condizioni (13) permettono di mostrare che deve essere N,=0; ne segue
pertanto che I'ipotesi (14’) comporta necessariamente Pannullamento del camypo.
Un procedimento del tutto analogo a quello ora accennato, ma nell’ipotesi che sia

(14)" p#0, =0,
conduce ad un campo con componenti longitudinali

b,=0, H,=—H_=N,cos (px)

soddisfacenti alle condizioni al contorno (10), (11), (12); la condizione (13) sulla
parete assorbente comporta la relazione

(30) jou sen (pa) + Zp cos (pa) =0,

che, come nel caso trattato al n. 3, determina insieme alla (27), con m = 0, il
campo qui in esame.

5. — Per la determinazione approssimata delle soluzioni delle due equazioni
(26), (30), seguiremo un procedimento analogo a quello usato nel lavoro [1],
ma ricercheremo solo approssimazioni del primo ordine sulla correzione della
pulsazione w, relativa al caso perfetto, correzione che legheremo al piccolo
parametro adimensionale 7 = +/u/(2w,y’ u21%). Posto quindi-

2 42
2 [ m2 me 2 £fLg &
woz\/ (EE.;.__%_ﬁ), B = y 0= we(l+uy), (n,m,r=1,2,..),

e B2 a%n?



{73 CAMPI ELETTROMAGNETICI IN CAVITA ... 275

e dividendo la (26) per (wounn)fa e la (30) per w,u, le due equazioni si ridu-
cono alle equivalenti mnella incognita complessa

(A -+ un) V1 + 2Run+ Ruy® sen® (naw V1 + 2Run + Ruin?) +

4+ (L —j)nnzx V1 - un(l + B -+ 4Run -+ 2Ru*n?)-

(26)" < -sen (na V1 + 2Ruz + Rutn?) cos (naV1 + 3Ry + Ru’y?) —

—2int Bnta? (L + un)> V1 + 2Run+Ru*n®-

- cos? (nw V1 -+ 2Run+Ru*yq?)=0,

¢ J(1+ un) sen (nm VI + 2Ruy + Run?)+

(30) 3 +(j+1)yv1+ un nw V1 + 2Run + Ru*n® *

* €08 (nzV1 + 2Run + Run?) =0 .

Sviluppando in serie di # e trascurando i termini di ordine superiore, si per-
viene alle due identitd rispetto a %:

(26)" 7wt B+ w(l—j)(E+1)—2j]1=10 Vi,
(30)" HljulR + 1 4 j1=0 v,
che c¢i assegnano le soluzioni, rispettivamente per la (26)

(31) w=j—1,

(32) U=,

e per la (30)' la soluzione (32).
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Summary.

In a rectangular parallelepiped-shaped cavity resonator, the modes of a perfect wave-
guide are perturbed by the little absorption due to the imperfect conductivity of a side parallel
with the electromagnetic-field wave propagation direction. The real pulsations and the
damping constants of the field, which one can find in a such a cavity, are determined in
a first approximation.



