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SALVATORE ANTONUCCI (¥)

Conteggio di OM-grafi con due o tre 2-vertici

e con gruppo degli automorfismi dato. (**)

1. - Introduzione.

Ricordiamo alcune definizioni.

Un OM-grafo & un grafo esterno-planare massimale (outerplanar maximal,
cfr. [3]). Dato un OM-grafo @, esiste un OM-grafo piano isomorfo a G, che
supporremo fissato per ogni OM-grafo e che indicheremo con il simbolo G'P
(cioé facendo seguire il simbolo P al simbolo che indica ’0O.M-grafo considerato),
che ha la seguente proprieta: il ciclo hamiltoniane ¢ di GP divide il piano in
due regioni, una finita B ed una infinita, tali che tutti gli spigoli di GP, che
non sono spigoli di ¢, si trovino nella regione finita R, senza che si abbiano
intersezioni di spigoli al di fuori degli estremi; inoltre tali spigoli, che diremo
corde e che sono in numero di # — 3 se # & Pordine di @, dividono R in trian-
goli.

Se GP ha un solo 3-ciclo (ciclo di lunghezza 3) senza spigoli di ¢, indiche-
remo con il simbolo ¢ questo 3-ciclo; i ha che ¢ divide E in guattro regioni,
una interna a ¢ e altre tre, che diremo R,, R,, R;, esterne a {. Diremo, ancora,
ti, t, e ; gli spigoli di ¢ che limitano rispettivamente le regioni R,, E, e I;;
inoltre, ’OM-grafo piano che ha per spigoli quelli che limitano R, pilt gli spi-
goli interni a R, si indicherd con il simbolo G.P (¢ = 1, 2, 3). Chiaramente
GP ha esattamente tre 2-vertici (vertici di grado due), in dipendenza del
fatto che ha un solo 3-ciclo senza spigoli di ¢, siano 4,, 4, e A;; poiché ogni
grafo G, P ha esattamente due 2-vertici, dei quali uno ¢ uno degli estremi di
t; e Paltro & uno dei vertici 4;, converremo che sia 4, per <=1, 2, 3, uno
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vuto: 7-1-1976.



186 S. ANTONUCCI [2]

dei due 2-vertici di ¢,P. Infine i vertici del 3-ciclo ¢ si indicheranno con 7',
T,, T,, convenendo che se 7'; & estremo di ¢; e di ¢, sia ¢ distinto da I ¢ da m.

Un L,0M-grafo (cfr. [1];) ¢ una coppia (G,7f,), dove @ & un OM-grafo di
ordine n con ciclo hamiltoniano ¢ sul quale sia fissato un verso di percorrenza
e dove f, & un’applicazione di V(@) (insieme dei vertici di @) in {1, 2, ..., n}
tale che se é: f,(X)=¢e f(Y)=1+ 1 per t1=1,2,..,2—1, & ¥ il suc-
cessivo di X su ¢ secondo il verso prefissato.

Diremo insieme campione dei grafi di un dato tipo un insieme di grafi di
quel tipo a due a due non isomorfi tale che ogni grafo di quel tipo sia isomorfo
ad uno (e ad uno solo) grafo dell’insieme. Hvidentemente due insiemi cam-
pioni di grafi di uno stesso tipo hanno lo stesso numero di elementi. Per con-
teggio dei grafi di un dato tipo si intende il calcolo del numero degli elementi
di un insieme campione dei grafi di quel tipo; cosi, pure, gquando si parla del
numero dei graft di un cerfo tipo si fa riferimento al numero degli elementi di
un insieme campione di grafi di quel tipo.

Nel seguito, se # ¢ un numero reale, con il simbolo [#] si indichera il mas-
simo intero < ; se ¢ e y sono interi positivi, con #>y, con il simbolo dv(z, y)
(indicatore di divisibilitda) si vorrd indicare il numero 1, se « ¢ divisibile per 7,
il numero 0 in caso contrario; si porry poi dv(z, y) = 1 — dv(s, ¥); in parti-
colare, se y = 2, si porrd p(x) = dv(z, y) (indicatore di paritd) e p(x) = dv(z, y).

In [1]; abbiamo dato formule per il conteggio, tra I’altro, degli OM-grafi
con due 2-vertici e degli L ,OM-grafi con un numero qualsiasi di 2-vertici;
in questa Nota ci occuperemo del conteggio degli OM-grafi con tre 2-vertiei;
inoltre, completando i risultati ottenuti in [1]; con lo studio del gruppo degli
automorfismi degli O0M-grafi con due o tre 2-vertici, sara possibile ottenere il
conteggio degli OM-grafi con due o tre 2-vertici e assegnato gruppo degli auto-
morfismi.

2. » Teoremi preliminari.
Ci saranno utili nel seguito i teoremi seguenti.

Teorema 1. Ogni OM-grafo che ha k 3-cicli senza spigoli sul suo ciclo
hamiltoniano ha &k -+ 2 2-vertici.

B facile dimostrare il Teorema 1 nei casi k= 0 e k = 1. Ammettiamo,
induttivamente, quindi, che il Teorema 1 sia vero per ogni OM-grafo con h
3-cicli senza spigoli sul suo ciclo hamiltoniano, con h < k, e dimostriamo che
il teorema stesso & vero per ogni OM-grafo con % 3-cicli senza spigoli sul suo
ciclo hamiltoniano.

Sia G, pertanto, un OM-grafo eon %k 3-cicli senza spigoli sul suo ciclo hamil-
toniano; detto ¢ un 3-ciclo di GP senza spigoli sul ciclo hamiltoniano ¢ di GP,



[3] CONTEGGIO DI OM-GRAFI CON DUE O TRE 2-VERTICI ... 187

diciamo %, 1, e t; gli spigoli di ¢ e T, T, e T; 1 suoi vertici; definiamo, come
si e fatto quando ¢ ¢ Punico 3-ciclo senza spigoli su ¢, le regioni R, I, e B, e
igrafi G.P, G.P e G,P.

Diciamo, poi, ¢; il ciclo hamiltoniano di G.P costituito dagli spigoli di ¢
che limitano B, pit lo spigolo #;; diciamo, infine, I, , l;,, ..., L, i 3-cicli di GP
senza spigoli di ¢ che siano 3-cicli del’O M-grafo G.P; deve naturalmente aversi
Foy - kg by = k— 1.

Fissato un O3 -grafo G.P, possono darsi i seguenti due casi:

1) nessuno dei 3-ciel I, I;, ... l, ha uno spigolo coincidente con i;;
in tal caso G.P ha k; 3-cieli senza splgoh su ¢; e, pertanto, per I'ipotesi d’indu-
zione, G,P ha k;+ 2 2-vertici; pertanto G, P contribuisce, in questo caso, nel
computo dei 2-vertici di GP, con k,-+ 1 2-vertici;

2) uno dei 3-cicli I;, l;, ..., I, ha uno spigolo coincidente con ¢;; in tal
caso questo 3-ciclo ha uno spigolo su ¢; e pertanto G, P ha k; — 1 3-cicli senza
spigoli su ¢;, ciog, per l'ipotesi d’induzione, G.P ha k; + 1 2-vertici che sono
2-vertici di GP; dunque, anche in questo caso, G P contribuisce con %; -+ 1

2-vertici nel computo dei 2-vertici di GP.
Da quanto detto risulta che GP (e quindi G) ha k,+1+k-+14+k-+1=
= k— 2 2-vertici, che ¢ quanto si voleva dimostrare.

Teorema 2. Deiti Py,, Pl(\f,)s , per ¢+ =1, 2, 3, 4, © numeri delle partizions
dellintero positivo N in tre addendi x, y, z che verificano rispeltivamente le

) z2>y>2>0,
(2) 2>y>2>0,
(3) z>y=2>0,
(4) z=y>2>0,
(8) r=y=28>0,
st ha:

(6)  Pyy= (/41— (v +3—pw)(u+1+ pw) +

+ M{@1/4)(v'+ 3= p(v")) - (v'+1 + p(")) — N(w— v + 1)Fw(w + 1) — v(v— 1)},
() PGh= Py~ [N —1)[3]— [(¥ — 1— 35())/6] — dv(¥, 3) - 2,

®) PO =[N—-1)81+1,



188 8. ANTONUCCI [4]

(9) PP = [(V—1—3p(N))/6] +1,
(10) Py, =av(w,s),

dove

= [N/[2], v =[(N +2)/3], w=[(N—1)/2],
(11)
p=N— A=1 se w>v, A=0 s¢ w<<v.

Allo scopo di dimostrare la (6) calcoliamo i numeri Pl'm e va,s delle parti-
zioni di N che verificano la (1) e rispettivamente le

(12) y+e<e,

(13) y+2>a,
tenendo presente che si ha:
(14) Py = zly,s + P;:r,s .

A tal fine, osserviamo che il numero delle partizioni di N che verificano
la (1) e la (12) coincide, per ogni fissato «, con il numero P, » delle partizioni
di m =y -4 2= N—g in due addendi 9, z con y>%>0, e che il numero delle
partizioni di N che verificano la (1) e la (13) coincide, per ogni fissato #, con
il numero P,,,’2 meno il numero P—,,,,Z delle partizioni di m in due addendi w, 2
con y > . Orbene, &, manifestamente: P, ,= [(m - 2)/2]; inoltre y -+ 2z varia
da 0 a [N/2] se sono verificate la (1) e la (12) e @ varia da [(NV -+ 2)/3] a
[(&¥ — 1)/2] se sono verificate la (1) e la (13); da cid, tenuto conto che &, chia-
ramente: ]7‘,,,,2= (¥ + 2)— 2 = N — 2, si ottiene in base alla (14)

(15) Pyo=3[(m+2)/2]14 2 3 (I(F — & + 2)/2]— N + 2a) .

m=0 z=v

Dalla (15), eseguendo le somme, si ottiene, con facili ealeoli, la (6). Per com-
pletare la dimostrazione del Teorema 2, basta far vedere che valgono la (8)
e la (9), tenuto conto che la (10) & immediata e che la (7) segue dalle (6), (8)
e (9). A tal fine basta osservare che le partizioni di N che verificano la (3)
sono N — 2k, k, k con k che varia da 0 al valore pilt grande per cui risulti
N — 2k >k, cioé [(N — 1)/3] e che le partizioni di N che verificano la (4)
sono, se N & pari, (N — 2k)/2, (N — 2k)/2, 2k con k che varia da 0 a [(N — 1)/6];
mentre, se N & dispari, sono: (N — 2k — 1)/2, (N — 2k — 1)/2,2k + 1 con k&
che varia da 0 a [(N — 4)/6].
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Teorema 3. Dato un OM-grafo G d’ordine n con ordine del gruppo degli
automorfismi () uguale a s, il numero degli L,OM-grafi (@, 1,) & due a due non
isomorfi é 2nfs.

La proprietdh pud probabilmente considerarsi come un caso particolare di
un risultato dovuto ad Harary, Palmer e Read (2); diamone qui, comunque,
una dimostrazione diretta.

Dato un 0M-grafo G d’ordine n, sia s ordine del gruppo degli automorfismi
di G. Siano 4,, 4,, ..., A, i vertici di ¢ e supponiamo che {4,, 4.}, {4,, 4,},
ey {Ana, A}, {4, A4} siano gli spigoli del eciclo hamiltoniano ¢ di &. L’appli-
cazione f, & una biiezione di {4, 4, ..., 4.} in {1,2,...,n} tale che se &:
fldy)=1¢ per i=1,2,...,n—1, 441 & il corrispondente del successivo di A4,
su ¢ secondo un verso qualsiasi fissato su ¢ per ogni applicazione f,. B allora
evidente che le applicazioni f, distinte sono 2n. I 2n L,0 M-grafi (@, f,) che si
ottengono al variare di f, non sono, pero, in generale, a due a due non isomorfi;
precisamente si ha che un I,0M-grafo (G, y‘l) & isomorfo ad un L,0M-grafo
(&, f'c') se l'applicazione di V(G) in V(G): (f.)-'of. & un automorfismo di G.
Quindi, per ogni L,0M-grafo (G, f.), ve ne sono s — 1 isomorfi tra quelli con-
siderati; da cid segue immediatamente I’asserto.

Dal Teorema 3 si ricava subito il seguente

Teorema 4. Detti s, 8,, ..., sy gli ordini dei gruppi degli automorfismi
degli O M-grafi di ordine n Gy, G, ..., G,, aventi ognuno & 2-vertici ¢ costituents
un insieme campione, e detto N' il numero degli L,0M-grafi di ordine n, aventi
ognuno k 2-vertici e costituenti un insieme campione, si ha

N
(16) 2n Yy 1fs;= N'.

i=a1

3. - Gruppo degli automorfismi degli OM-grafi con due 2-vertici e conteggio
degli OM-grafi con due 2-vertici e con dato gruppo degli automorfismi.

Dimostriamo il seguente

Teorema 5. Il gruppo degli automorfismi di un OM-grafo con due 2-ver-
tici o é nullo (cioé ha ordine 1) o ha ordine 2.

(*) Cir. [1:}1,2’ [7].

(%) Precisamente: « Il numero di modi in cui ai vertici di un dato grafo G con p
vertici si possono associare indirizzi & p!/|I'(@)], dove I'(@) & il gruppo degli auto-
morfismi di @ »; efr. [5]. ‘
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sostituendo il segno > con il segno >, siano J;, per 4 =1, 2, 3, 4, gli insiemi
delle terne di sequenze

(18) (sia‘)qu,ni (4= 1, 2,3),
che verificano la
(19) Ny - Ny -} Wy =0 — 6

e rispettivamente le a’), b'), ¢’), d').
Siano, ancora, W, e W, gli insiemi delle coppie di sequenze

(20) (Si5) 4m1,mg (t=1,2)
che verificano la
(21) Ny Ng=n— 6
e rispettivamente le
(22) Ny >n, >0,
(23) Ny= Ny > 0
infine, sia K linsieme delle sequenze
(24) (81,1)pt,n—0 -
Cio posto, si ha che:

a) ad ogni elemento di I, resta associato un elemento di J;, se ny;> 0,
e un elemento di W, se n;= 0, per cui facilmente si ha

] = [J1U Wal;

b) ad ogni elemento di 7, resta associato, in dipendenza della scelta
(doppia) delle regioni alle quali si sono dati i nomi R, e R;, una coppia di ele-
menti di J, dei quali, se uno & la (18), l'altro & la terna

(25) (L= 8411, (=1,3,2),
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se n; >0, mentre, se n, = 0, una coppia di elementi di K dei quali, se uno &
la (24), Paltro & la sequenza
(26) (1 —s15)

j=1,n~—86 ?

tenendo conto che & sempre la (18) (risp. la (24)) distinta dalla (25) (risp. 1a (26)),
si ha facilmente che

L] = ()| u K|;
¢) ad ogni elemento di I,, per una doppia scelta analoga (al caso b)),

resta associata una coppia di elementi di J, dei quali, se uno & la (18}, laltro
¢ la terna

(27) (1 - 81‘1),‘:1,7.1 (Z = 27 17 3) b

se n,> 0, mentre, se n,=0 (il che & possibile solo se p(n) = 1), una coppia
di elementi di W, dei quali, se uno & la (20), Paltro &

(28) (1= $4)o1m, (i=2,1);

poiché la (27) & sempre distinta dalla (18) mentre la (28) coincide con la (20)
nel caso e solo allora che sia

(29) 81,5 = 1— S2.5 (=1, ey M),

si ha facilmente che, detti W, e W, i sottoinsiemi di W, che non verificano e
rispettivamente verificano le (29)

L] = (D] + &)W, + | Wa;

d) infine, ad ogni elemento di I, resta associata una sestupla di elementi
di J, dei quali, se uno & la (18), gli altri sono

(8:) (1=2,3,1), (815) (t=3,1,2), (1—sy (1=1,2,8),
(30)
L—sy) (6=2,3,1), @Q—sy) (1=3,1,2),

con, sempre, j = 1,2, ..., (n— 6)/3; poiché la (18) e le (30) risultano distinte
tranne nel caso che sia

(31) 81,4 = 82,5 = 83,5 J=12,..,(n— 6)/3) ’

13
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nel qual caso la (18) e le (30) risultano a tre a tre ugunali, si ha che, detti J;
e J;' i sottoinsiemi di J, che non verificano e rispettivamente verificano le (31),

[ Tu] = (1/6) ;] + (1/2)]J,] -
Chiaramente si ha

[FoU W= 3 gmame, | UK| =3 amoman,

dove >’ e Z" sono estese a tutte le terne n,, n,, n; che verificano rispettiva-
mente le a) e le b); inoltre si ha

Jy= 3 2m2mam,
dove la somma & estesa a tutte le terne my, #,, n; che verificano le ¢) meno la
terna (se p(n) =1): (n— 6)/2, (n— 6)/2, 0.
Da ¢io si ha, intanto:

[0 Wli = P:zlls,32n—67 IJ2 U KI = Pffls,aQ"‘“ ’ iJaI = (szale,s - fp(n)) om=6y

inoltre, poiché manifestamente &

|W,|=0 se p(n) =0, [, | = 20 9R@m=9_ 1) se pn)=1,

| W, =0 sepmn)=0, |W,| =gt se p(n) =1,
|, | = 209 o=t gla—t)fa_ 9(n-0)fs g6 dv(m, 3) =1,
| ;| = 208 se dv(n, 3) = 1,
|, = |J;| =0 se dv(n, 3) =0

si ha la tesi, tenendo conto che &
4

1] = 2 L]

i=1

5. ~ Gruppo degli automorfismi degli OM-grafi con tre 2-vertici e conteggio
degli OM-grafi con tre 2-vertici e con dato gruppo degli automorfismi.

Dimostriamo il seguente

Teorema 8. Lordine del gruppo degli automorfismi di un OM-grafo di
ordine n con tre 2-vertici ¢ 0 1 0 2 0 3, se n>6; se n =6, ¢é 6.
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Si osserva subito che I"unico O M-grafo di ordine 6 (a meno di isomorfismi)
ha ordine del gruppo degli antomorfismi nguale 6. Hscluso questo caso, osser-
viamo preliminarmente che & facile vedere che se G@ & un O0M-grafo d’ordine
n>6 e se per qualche ¢ =1, 2, 3 il grafo G,P & tale che vi sia una corda
almeno interna a R, un automorfismo « che lasci fisso 4; & necessariamente
I'identité.

Cid premesso, osserviamo che possono darsi i seguenti tre casi:

2) esistono due valori I e m, con 1<l<m<3, tali che i grafi @,P e G, P
non hanno corde interne alle regioni R, e R,,;

b) esiste un solo valore I, con 1 <1< 3, tale che il grafo G, P non ha corde
interne a R;;

e) tutti i grafi ¢.P, con 4 = 1, 2, 3, hanno corde interne alle regioni R,.

Nel caso a), detto G, P il grafo che ha corde interne alla regione R,, e detti
X, e X, i vertici adiacenti ad 4,, si ha che uno di essi, sia per es. X,, ¢ di
grado 3; poiché 4, e 4,, sono adiacenti ognuno ai vertici di ¢ che sono di
grado >4, ne segue che non esiste alcun automorfismo ¢ di GP tale che
a(d,) = 4, oppure tale che a(d,) = 4,; da qui si ha che a(d,) = 4, per
ogni automorfismo a di G'P; per 'osservazione premessa 4 & Pidentitd ; dunque,
nel caso considerato, il gruppo degli automorfismi di GP, e quindi di G, si
annulla, eioe ha ordine 1.

Nel caso b) si ha chiaramente che 4, & adiacente a vertici di ¢ che sono di
grado >4, mentre gli altri due 2-vertici 4, e 4,, con 1<s<<i<3 e §3£ ¢,
t # ¢, sono ognuno adiacenti ad un vertice di grado 3; dunque, per ogni auto-
morfismo ¢ di GP, si ha

(32) a(d;) = A3

di qui si ha o che & a(4d,) =4, e a(4,) = 4,, e in tal caso « & I'identitd per
Posservazione premessa, oppure che &

(33) a(d,) = 4., a(d;) = 4A,.

In quest’ultimo caso, intanto, per la (32), la restrizione &' di « all’insieme
V(G) — {4,} ¢ un automorfismo del sottografo G'P di GP che si ottiene da esso
eliminando A4, e i due spigoli che hanno un estremo in esso; inoltre, tale restri-
zione, se valgono le (33), essendo G'P un OM-grafo con solo due 2-vertici,
ricordando la dimostrazione del Teorema 5, & univocamente determinata dalle
(383) stesse. Conseguentemente, lo stesso accade per a; dunque, nel caso che
valgano le (33), Pordine del gruppo degli automorfismi di GP (e quindi di &)
¢ due. B facile inoltre rendersi conto che, nel caso valgano le (833), vi sono corde
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in numero uguale nelle regioni B, e R, e pertanto questo caso o presentarsi
solo se »— 6 & pari.

Esaminiamo, infine, il caso ¢). Un automorfismo & pud las<iare fisso uno
dei vertici 4., per 4 =1,2, 3, e in tal caso esso & lidentitd per 1’osservazione
premessa, oppure pud essere tale che
(34) a(d,) = 4,, a(d,) = 4y, a(ds) = 4,,

oppure tale che
(35) a(d,) = 4g, a(ds) = 4,, a(dy) = 4, .

I facile far vedere, e ce ne asteniamo per brevitd, che ¢ & univocamente deter-
minato dalle (34) o dalle (35) e che, se valgono o le (34) o le (35), GP ha wn
numero di corde uguale per tutte le regioni B;, quindi » — 6 de~vre eggere divi-
sibile per 3; inoltre, se ¢’¢ un automorfismo che verifica le (34), ¢’¢ wn auto-
morfismo che verifica le (35), e viceversa; concludendo, nel caso ¢), il gruppo
degli automorfismi di GP (e quindi di G) o & nullo o ha ordine tre. Resta con
cid dimostrato P'asserto. Dimostriamo, infine, il seguente

Teorema 9. Dello H;, per i =1, 2, 3, il numero degli O M-grafi @or-
dine n (n > 6) con tre 2-vertici con ordine del gruppo degli automorfismi uguale i
(di wn insieme campione), st ha

n—d4) _ —o)ps —
(36) H,= (1/3) ( 9 ) 277 — 20 p(n) — (1/3) 277V dv(a, 3y,

oppure

(37) H, = N,,— 209 p(n) — 20=95 dy(n, 3) ;
inolire si ha

(38) H, = 2092 p(y) Hy = 2098 dv(n, 3) .

Cominciamo con il dimostrare le (38). A tale scopo, diciamo 7, un ingieme
campione di OM-grafi d’ordine »n (n > 6) con tre 2-vertici e con ordine del
gruppo degli automorfismi uguale 2. Poiché, per quanto osservato mnel corso
della dimostrazione del Teorema 8, ogni O M-grafo con tre 2-vertici e con ordine
del gruppo degli automorfismi uguale 2 & tale che in una delle regioni R, non
vi sono corde mentre nelle altre due vi sono corde in numerg uguale,
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si ha che L & vuoto se n— 6 (e quindi ») & dispari; nell’ipotesi, poi,
che = sia pari, e quindi che I sia non vuoto, si ha, ricordando quan-
to osservato nel corso della dimostrazione del Teorema 7, che ad ogni
elemento di L restano associate le due coppie di sequenze (20) e (28)
che perd non risultano distinte, perché come facilmente si vede, verificano
le (29); di conseguenza H,, se n & pari, coineide con il numero delle sequenze (20)
che verificano la (29), ¢ nullo in caso contrario; da cid segue la prima delle (38).
Per cid che concerne la seconda delle (38), consideriamo un insieme campione I/
di OM-grafi d’ordine » (n > 6) con tre 2-vertici e con ordine del gruppo degli
automorfismi uguale a 3. Poicheé, per quanto osservato nel corso della dimo-
strazione del Teorema 8, ogni O M-grafo con tre 2-vertici e con ordine del gruppo
degli automorfismi ugunale a 3 & tale che in tutte le regioni R; vi sono corde in
numero uguale, si ha che L' ¢ vuoto se » — 6 (e quindi #) non & divisibile per
tre; nell’ipotesi, poi, che n sia divisibile per 3, e quindi che I’ sia non vuoto,
si ba, ricordando quanto osservato nel corso della dimostrazione del Teorema 7,
che ad ogni elemento di L’ restano associate le sei terne di sequenze (18) e (30);
tali terne, perd, come facilmente si deduce, non sono tutte distinte perché veri-
ficano le (31); di conseguenza H,, se n & divisibile per 3, coincide con la metd
del numero delle sequenze (18) che verificano le (31); da cid segue la seconda
delle (38).

La (36) si deduce tenendo presente che il numero degli IL,0M-grafi di
ordine n (n > 6) con tre 2-vertici & (cfr. [11,)

—Zk[s’n = (1'?1/3) (’n—;’ 4) Qu—6 y

tenuto conto che wvale la (16), dalla quale si ha
2n(H,y 4 Hof2 4 Hyf3) = M, ,, .
La (37) si deduce immediatamente tenendo conto che ¢
H +Hy 4+ Hy=N,,.

Segnaliamo, infine, che dal confronto della (36) con la (37) & possibile de-
durre, con facili calcoli, la seguente formula, che lega tra loro le varie parti-
zioni dell’intero positivo » in tre addendi:

5 n - 2
p%+ 52+ 32+ 2= (" 7).
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Summary.

We study the automorphism group of maximal outerplancr graphs with 2 or 3 vertices
of degree 2. We find formulas for enumeration of mazimal outerplanar graphs with 3 ver-
tices of degree 2 and for enumeration of maximal outerplanar graphs with a given auto-
morphism group. Also formulas for counting partitions of an integer into three addenda
are given.
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